
 

 

一种MCT门量子可逆线路分解与优化方法
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摘要　为提高可逆线路中MCT门的分解和优化效率，提出了一种MCT门的优化分解方法，根据该方法得出MCT分解

模板并验证了正确性。基于该模板给出了相应的分解与优化算法，算法对MCT门分解出的 Toffoli线路进行分类，使用优化

分解模板将其分解为 NCV线路。该算法的时间复杂度为 O(m)，优于传统算法的复杂度 O(m2)。通过对控制位 m∈{3,10}的
MCT门与 Benchmark可逆线路的实验，验证了该算法优化和分解的有效性。
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Reversible Circuits
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Abstract　One of the key problems in reversible logic synthesis is optimizing the reversible circuits, and the
focus of research is on how to decompose advanced reversible gates into basic reversible gates more efficiently. To
improve  the  decomposition  and  optimization  efficiency  of  Multiple  Control  Target  (MCT)  gates,  an  optimal
decomposition method of MCT gates is proposed in the paper, along with an MCT decomposition template which
correctness  is  verified.  Based  on  this  template,  the  corresponding  decomposition  and  optimization  algorithm  is
given. Using the optimal decomposition template, the algorithm classifies the Toffoli circuits decomposed by MCT
gates and decomposes them into NCV circuits. The time complexity of the algorithm is O(m), which is better than
O(m2) for the conventional algorithm. Experiments on MCT gates with benchmark reversible circuits for control
bits m∈{3,10} show the effectiveness of the algorithm’s optimization and decomposition.
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可逆逻辑综合[1-2] 是可逆计算研究的关键问题

之一，也是量子计算和量子信息技术的重要组成部

分。最初可逆计算的提出是为了解决计算机中的能

量消耗问题，文献 [3]指出在传统计算过程中，由

于擦除信息的不可逆造成了能耗的产生。文献 [4]
证明了对所有不可逆图灵机都有一个可逆图灵机，

即计算机中的每步操作均可变为可逆操作，且可逆

逻辑计算可避免传统计算过程中的能量消耗。

所有的量子计算都是可逆计算，量子计算的算

法可以通过量子可逆线路表示。可逆逻辑线路分解

与优化是量子线路设计过程中至关重要的步骤，选

取合适的分解与优化方法能够有利于将高级量子线

路分解为低级量子线路，以进一步转换为已有不同

量子计算机可执行量子线路。因此，可逆逻辑线路

的分解与优化研究是量子计算技术的重要内容。

现有的可逆电路化简方法有基于规则的方法[5-7]

与基于模板[8-9] 的方法。文献 [6]提出 Toffoli电路

的约简规则，根据移动规则对可逆电路进行扫描，

寻找满足约简规则的进行优化，直到电路不发生变

化为止。文献 [9]提出了可逆电路优化模板，通过

模板等价替换某部分逻辑门，达到减少逻辑门的目

的。但现有研究多针对量子线路进行设计优化[1, 2, 8-15]， 
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没有把高级量子可逆线路转换为接近物理量子计算

机执行的低级量子线路，且时间代价较高，如何把

高级量子线路如MCT门（Multiple Control Target）
更高效地分解并优化为低级量子线路如 NCV门的

研究较少。

本文提出了一种 MCT门分解为 NCV门的模

板，与现有分解方法相比，能降低量子代价和分解

时间，提高分解效率。

 1　基本概念

 1.1　MCT门库

MCT门是指多控制单目标的量子门，可逆门

电路由可逆逻辑门级联组成，MCT门是最常见的

可逆逻辑门，属于高级量子线路。常用的 MCT门

包括 NOT门、CNOT门、Toffoli门等。一个MCT
门可表示为 MCT({xi,···,xj},xk)，其中 i,j,k={1,2,···,
n}，k≠i,j。

• ⊕

为了表述方便，本文 Toffoli门特指控制位为

2的 MCT门，MCT门特指控制位大于等于 3的
MCT门，图 1中 代表控制位， 代表目标位。

 
 

a. NOT 门 b. CNOT 门 c. Toffoli 门 d. MCT 门

..
.

图 1    常见MCT门
 

 
能够被量子计算机执行的是基础量子门。常

见的基础量子门有 NCV门，其图形符号如图 2
所示。

 
 

a. NOT 门 b. CNOT 门 c. 控制 V 门 d. 控制 V+ 门

V+V

图 2    NCV门库
 

 

 1.2　量子逻辑线路

在量子线路中，一根量子线代表一个量子位，

几根量子线之间的量子门代表这几个量子位之间的

量子运算。如图 3a所示线路表示当 L1、L2线都

为 1时，L3线取反，相当于电子线路中一个与非门。
 
 

L1
L2
L3 VV V+ V
a. Toffoli 门 b. 分解形式 1 c. 分解形式 2

V+ V+

图 3    Toffoli门的两种分解形式
 

量子算法可以通过量子线路来表示，所有可逆

量子门都可以通过量子门串并联得到。因此可将可

逆线路中每一个可逆电路分解为等价的由基础量子

门组成的量子门电路 [16]。常见的分解办法是先将

MCT门分解为 Toffoli线路，再将 Toffoli线路分解

为 NCV线路。

Toffoli门可等价分解为 NCV门组成的线路[16]，

如图 3b所示。由文献 [17]可知，可逆线路中，

V门和 V+门可以相互交换位置且不影响线路功

能，因此 Toffoli门还可分解为另一种形式，如图 3c
所示。

 1.3　量子代价

一般常用量子代价对可逆电路的复杂度进行度

量。量子代价指构建可逆量子电路所需的基础量子

门的数量。由于 NCV门是基础量子门，所以 NCV
电路中 NCV门的数量即为其量子代价。所有可逆

门均可通过基础可逆门构造[8]。如图 3所示，Toffoli
门可由 5个 NCV门组成，其量子代价为 5。

量子代价是可逆电路优化程度的重要指标，

本文用量子代价来评价 MCT门分解为 NCV门的

效果。

 1.4　化简规则

∅ ∅

交换规则：对于变量域集合{x1,x2,···,xn}，广

义 MCT门可表示为 MCT(C,T)，其中控制线集 C=
{xi1,xi2,···,xim}，目标位 T={xk}。对于两个相邻的

门 G1=MCT(C1,T1)和 G2=MCT(C2,T2)， 若 存 在

C1∩T2= 且 C2∩T1= ，即两个门的控制位不会影响

对方的目标位，则交换这两个门的位置不会影响原

线路的逻辑功能[8]。

图 4中 G1 的控制位与 G2 的目标位在同一量

子位线上，因此不可交换；G5 和 G6 的控制位都不

影响对方的目标位，可以进行交换。同理，G5 也

可与 G7～G10 进行交换。

 
 

V V

V V

G1 G2 G3 G4 G5 G6 G7 G8 G9 G10

V+

V+

图 4    交换规则
 

 
删除规则：线路中相邻的（或移动后相邻的）

具有相同控制位和目标位的两个门，能够形成单位
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映射，如图 5所示。如两个相邻的 CNOT门，由

于其控制位和目标位一致，当控制位为 1时，目标

位经两次取反后结果与原值相同，因此可以删除该

门对而不影响原线路功能[6]，称为门删除规则。

 
 

V V+

图 5    删除规则
 

 

 2　MCT门优化分解模板设计

MCT线路是高级量子线路，需分解为基础量

子线路如 NCV才能在量子计算机中实现对应功

能。目前许多研究工作围绕着分解后的 NCV线路

进行优化，若能将分解与优化同时进行，可减少后

续线路优化的工作量，大幅提高量子电路的优化效

果。本文提出了针对特定的 MCT门分解为 NCV
门的分解模板，对MCT分解后产生的 Toffoli门同

时进行优化和分解，得到量子代价低的 NCV线

路，同时也能有效降低时间复杂度。

 2.1　问题分析

以下表述中，n表示线路数，m表示一个MCT
门的控制位数，n∈{4,5,···,n}，m∈{3,4,···,m}。

为了实现 MCT线路中逻辑门的分解 [18]，若

m=n–1，则需在原线路上的控制位和目标位间添加

一条辅助线（空线），如图 6所示。

 
 

图 6    添加辅助线
 

 

由文献 [16]可知，若量子可逆线路线数 n≥
5，m∈{3,4,···,n/2}，则含有 m个控制位的MCT门

可分解为如下形式的含有 4(m−2)个 Toffoli门的线

路。如 m=4， n=7， n/2取 4，则 m∈{3,4}，该

MCT门可以分解为 8个 Toffoli门，分解结果如图 7
所示。

  
x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x1

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8)

x2

x3

x4

x5

x6

x7

图 7    MCT门分解为 Toffoli线路 

 
图 7所示的MCT门中，m=4，n=7，将 GMCT=

MCT({x1,x2,x3,x4},x7)分解为 Toffoli门的组合，G1=
MCT({x4,x6},x7)、G2=MCT({x3,x5},x6)、G3=MCT({x1,
x2},x5)、G4=MCT({x3,x5},x6)、G5=MCT({x4,x6},x7)、
G6=MCT({x3,x5},x6)、G7=MCT({x1,x2},x5)、G8=MCT
({x3,x5},x6)。

观察分解出的 Toffoli线路，发现其存在一定

的规律和对称性。将电路分成 3组，每组有左右对

称的 Toffoli电路，如 G1、G2 和 G4、G5 以 G3 对

称；之后把 G1、G2 用图 3b，G4、G5 用图 3c的分

解方法，分解为两种不同 NCV电路。结果如图 8
所示。

∅ ∅

图 8中由于 G1 和 G2 的控制位与目标位不相

同，因此分解出的 NCV所在的控制位与目标位也

不相同。根据 1.4节化简规则，G10 和 G11 的控制

位和目标位无交集，即 C10∩T11= 且 C11∩T10= ，可

以将两门位置互换。同理，G10 与 G12～G15 逐个交

换后，与 G16 相邻并形成映射门对，可同时删除 G10

与 G16。遍历该电路后，删除所有可以形成（或

移动后可形成）单位映射的门对，最终线路如图 9
所示。

对比图 8和图 9可发现，使用 MCT分解规则

后，分解出的 Toffoli存在对称性，用化简规则处

理后，可得到 Toffoli分解模板。其他符合MCT分

解规则的 MCT门亦可分解为有规则的 Toffoli线
路，因此均可按上述方法进行 Toffoli线路分解为

优化的 NCV线路。

 
 

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

G1 G2 G3 G4 G5 G6 G7 G8 G9 G10 G11 G12

a. 图 7 中 G1~G5 的分解结果

b. 图 7 中 G6~G8 的分解结果

G13 G14 G15 G16 G17 G18 G19 G20 G21 G22

G26 G27 G28 G29 G30 G31 G32 G33 G34 G35 G36 G37 G38 G39 G40

G23 G24 G25

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

V+
V+

V+

V+ V+

V+ V+

V+V+
V+V+

V+

V V
V V

V V
V

V

V V
V

V
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x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

G1 G2 G3 G4 G5 G6 G7 G8 G9 G10 G11 G12

a. 图 7 中 G1~G5 的分解结果

b. 图 7 中 G6~G8 的分解结果

G13 G14 G15 G16 G17 G18 G19 G20 G21 G22

G26 G27 G28 G29 G30 G31 G32 G33 G34 G35 G36 G37 G38 G39 G40

G23 G24 G25

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

V+
V+

V+

V+ V+

V+ V+

V+V+
V+V+

V+

V V
V V

V V
V

V

V V
V

V

图 8    一般方法的分解结果
 

 
 
 

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7 V+
V+

V+

V+

V+
V+

V+ V+

V+

V
V

V V
V

V
V

V
V

′G1 ′G2 ′G3 ′G4 ′G5 ′G6 ′G7 ′G8 ′G9 ′G10 ′G11 ′G12 ′G13 ′G14 ′G15 ′G16 ′G17′G18 ′G19 ′G20′G21 ′G22 ′G23 ′G24′G25 ′G26

图 9    优化后的结果
 

 

 2.2　分解模板

基于上述 2.1节的分析，本文提出一种 MCT
分解模板，对分解出的 Toffoli线路套用模板后可

同时完成分解和优化工作。

分解模板 1：使用 MCT分解规则后，若分解

出的 Toffoli门是第 m−1个或第 3m−5个 Toffoli门
时，称其为特殊 Toffoli门。此种情况下，可将

Toffoli门使用模板替换为量子代价为 4的 NCV线

路。如图 10所示。
 
 

V+ V+ V+V

a. 左边门分解模版 b. 右边门分解模版

V V

图 10    特殊 Toffoli门优化分解模板
 

 

分解模板 2：当分解出的 Toffoli门不是特殊门

时，称为一般的 Toffoli门。此时的 Toffoli门可使

用模板直接替换为图 11所示的 3量子代价的 NCV
线路。
 
 

V+V

图 11    普通 Toffoli门优化分解模板
 

 

 3　MCT门分解优化算法

根据提出的 MCT分解为 NCV的优化模板，

给出了 MCT分解优化算法：先对 MCT门进行判

断，若符合MCT分解规则，则应用 Toffoli分解模

板 1、2进行处理。设欲优化的 MCT门输入线数

为 n，控制位数为 m。MCT门优化分解算法如下。

Input: MCT线路 G，线数 n，控制位数 m
G′Output: NCV线路

begin
if (m∈{3,4,···,n/2})
　分解成 4(m−2)个 Toffoli门
　for(i=0 to i<4(m−2)) do
　　if 是特殊门　应用分解模板 1
　　else　　　　 应用分解模板 2
i++
end
本算法的时间复杂度为 O(m)。在传统的方法

中，文献 [18]先将 MCT门分解为 NCV线路，遍

历所有分解后的 NCV门，逐个查找后面是否有可

以删除的可逆门对，直到线路无变化为止，所需时

间复杂度为 O(m2)。

 4　实验结果与分析

为了验证所提优化模板的有效性，使用 C++语
言实现了本文描述的算法，实验环境为 Intel(R)
Core(TM)  i5-7200U  CPU@2.5  GHz、8  GB内存及

Windows10操作系统。分别用本文算法和已有算法

对m∈{3,10}的MCT门进行测试，结果如表 1所示。

为测试在实际应用中的效果，分别用本文算

法和已有算法对 Benchmark部分例题进行实验，结

果如表 2所示。可以看出，本算法的量子代价与文

献 [18]方法优化后的量子代价基本一致，但运行

时间有较大改善。结果表明，本算法对于控制位越
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多的 MCT门，分解时量子代价、执行时间的优化 效果越好，整体优化效果越明显。

 
 

表 1    MCT门分解效果
 

Benchmark
量子代价 执行时间/s

分解后未化简 先分解，再优化[18] 本文算法 分解后未化简 先分解，再优化[18] 本文算法

3_17_13 14 14 14 - 0.002 0.002
4gt10-va_81 48 36 36 - 0.012 0.005
4gt11_84 7 7 7 - 0.003 0.001
4gt4-v0_80 58 44 44 - 0.025 0.006
4gt5_75 28 22 22 - 0.008 0.003

ham15_108 642 458 458 - 1.76 0.079
Ham7_104 111 87 87 - 0.061 0.010
Hwb4_52 23 23 23 - 0.007 0.002
Hwb6_58 170 144 146 - 0.142 0.021

Mod5adder_128 111 87 87 - 0.105 0.012
 
 

 
 

表 2    Benchmark分解效果
 

MCT门
量子代价 执行时间/s

分解后未化简 先分解，再优化[18] 本文算法 分解后未化简 先分解，再优化[18] 本文算法

n=6，m=3 20 14 14 0.003 0.004 0.003
n=8，m=4 40 26 26 0.008 0.011 0.005
n=10，m=5 60 38 38 0.008 0.018 0.008
n=12，m=6 80 50 50 0.011 0.033 0.009
n=14，m=7 100 62 62 0.013 0.040 0.010
n=16，m=8 120 74 74 0.020 0.057 0.012
n=18，m=9 140 86 86 0.021 0.086 0.018
n=20，m=10 160 98 98 0.028 0.093 0.020

 
 

 5　结束语

本文提出了一种 MCT门分解模板，套用该模

板可快速完成 MCT转 NCV的分解与优化。与文

献 [12]中先得到传统方法分解出的 NCV线路，再

对 NCV线路进行优化的方法相比，时间复杂度由

O(m2) 降为 O(m)。通过对控制位 m∈{3,10}的
MCT门与部分 Benchmark例题进行测试，验证了

该算法的有效性。今后将尝试其进一步分解，同时

也考虑加入 Peres或 Fredkin等新门，进一步降低

量子代价。
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