
 

 

量子均值估计算法研究进展
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摘要　随机变量的均值估计问题一直是经典数据分析中研究的热点，均值估计算法的目的是通过对随机变量尽可能少地

采样从而获得尽可能准确的均值估计值。量子计算作为一项革命性的技术，在一些问题上具有超越经典计算的优势。量子算

法在均值估计问题上相对于经典算法具有平方加速，展现了量子计算的优越性。该文系统梳理了量子均值估计算法的发展历

程，详细介绍了各阶段的算法流程及其优缺点，并对其主要应用场景进行了展示，最后讨论了量子均值估计算法的潜在发展

方向。
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Abstract　The problem of estimating the mean of a random variable has long been a focal point of research
in classical data analysis. The objective of mean estimation algorithms is to obtain an accurate estimate of the mean
with as few samples of the random variable as possible. Quantum computing, as a revolutionary technology, offers
advantages over classical computing in certain problems. Quantum algorithms provide a quadratic speedup in the
problem  of  mean  estimation,  demonstrating  the  superiority  of  quantum  computing  in  this  aspect.  This  paper
systematically reviews the development of quantum mean estimation algorithms, providing a detailed introduction
to the algorithmic processes at each stage, along with their advantages and disadvantages. Furthermore, the primary
application scenarios of these algorithms are presented. Finally, potential future directions for the development of
quantum mean estimation algorithms are discussed.
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统计学在科学研究中扮演着至关重要的角色，

它提供了丰富的数据分析方法和技术。均值估

计[1-3] 是统计学的基本方法之一，其目的是获得满

足某一分布的随机变量的均值估计值，通常的做法

是对随机变量进行多次采样，利用样本获得均值估

计值。以尽可能少的采样获得尽可能准确的均值估

计值是均值估计算法的关键。随着均值估计问题的

深入研究[4-5]，出现了许多基于均值估计的应用，如

回归[6-9]、经验风险最小化[10-11]、赌博机问题[12-14]。

量子计算作为一项革命性的技术，为解决某些

经典计算难以处理的问题提供了新的途径。量子计

算在一些特定问题上具有超越传统计算的优势，如

因数分解[15]、优化问题[16-17]、量子系统模拟[18]、搜

索问题[19-20] 等。随着量子计算理论和实践的不断深

化，学者们提出了许多在经典计算中难以实现的算

法和技术。其中，量子均值估计（Quantum Mean
Estimation, QME）作为一个引人注目的研究方向，

为量子计算的应用提供了新的可能性。文献 [21]
提出了一般情况下的量子均值估计算法，其相比

于相同条件下的经典算法具有平方加速。量子计

算的许多研究工作也基于此结果得到了推动和

拓展，如量子金融[22]、随机优化[23-24]、元素查找问

题[25] 等。

为了更好地了解量子均值估计的研究现状和进 
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展，为未来的研究提供参考，本文对量子均值估计

算法的重要研究成果和发展脉络进行了梳理和总

结。首先介绍了量子随机变量模型和涉及的基本量

子算法，进而系统阐述量子均值估计算法的研究历

程，详细介绍了各阶段的算法流程及其优缺点，并

展示了一些算法的主要应用场景，最后总结存在的

问题和未来的研究方向。 

1　背景
 

1.1　量子随机变量模型

(Ω, p)

Ω p∑
ω∈Ω

p (ω) = 1 ω ∈ Ω p (ω) ⩾ 0

(Ω, p) X

在量子计算中，使用叠加态表示一个有限概率

空间上的随机变量。有限概率空间由 表示，

其中 表示有限集合， 表示有限集合中各个点的

概率，满足 ，其中 ， 。在

上的随机变量 满足：

Pr [X = x (ω)] = p (ω) (1)

X

P X
随机变量 可以由两个酉操作来实现，分别为

合成酉操作 和采样酉操作 ：

P
∣∣∣0⟩=∑

ω∈Ω

√
p
(
ω
)∣∣∣ω⟩∣∣∣Garω⟩

X
∣∣∣0⟩∣∣∣0⟩= ∣∣∣ω⟩∣∣∣xω⟩∣∣∣0⟩ (2)

p (ω) =
1
√

N
X

{x1, x2, · · · , xN} P
H⊗⌈log N⌉ P P† X X†

X X†

对于特殊情况 ，随机变量 可以视

为有限集 上的均匀分布，酉操作 为

。算法允许使用 ,  ,  ,   4种操作，采

样复杂度表示为 ,  的使用次数。 

1.2　基础算法

量子均值估计算法通常是在一些基础算法上进

行拓展，这些基础算法包括 Grover算法、量子相

位估计算法和量子振幅估计算法。

1）Grover算法

N

M (1 ⩽ M ⩽ N)

f N x

x f (x) = 1 f (x) = 0

f O f

搜索问题可以进行如下描述，在 个元素的空

间中有 个元素是搜索的目标 ，存在一

个函数 ，对于这 个元素中的任意一个元素 ，若

是搜索的目标，那么 ，否则 。量

子计算中实现函数 作用的是一个酉操作 ，

满足：

O f |x⟩ |q⟩ = |x⟩ |q⊕ f (x)⟩ (3)

⊕ O
(√ N

M

)
O f

式中， 表示模 2加。Grover算法通过调用

次 便可以获得一个目标，这相比于经典算法具

有平方加速。

2）量子相位估计算法

U |u⟩
ei2πφ 2t

U φ φ′

酉矩阵 的一个特征向量 ，其对应的特征值

是 。量子相位估计算法通过调用 次酉矩阵

，可以获得具有一定误差的 估计值 ，满足：

t = n+
⌈
log

(
2+

1
2ϵ

)⌉
,Pr

[∣∣∣φ−φ′∣∣∣ ⩽ 1
2n

]
⩾ 1− ϵ (4)

3）量子振幅估计算法

A现有酉操作 满足：

A |0⟩ =
√
α |Ψ0⟩+

√
1−α |Ψ1⟩ (5)

α ∈ [0,1] ⟨Ψ0|Ψ1⟩ = 0

α

O (n) A α′

式中， 是需要估计的振幅； 。

量子振幅估计算法结合了 Grover算法和量子相位

估计算法，对振幅 进行估计。算法通过调用

次 输出振幅的估计值 ，满足：

Pr
[∣∣∣a−a′

∣∣∣ ⩽ √a (1−a)
n

+
1
n2

]
⩾

8
π2 (6)

α = 0 α = 1

a′ = 0 a′ = 1

特别地，当 或 时，该算法输出

或 的概率为 1。
这 3个算法的思想相似，均包含了对同一个酉

矩阵模块的重复调用。这一过程会使得最后的态包

含需要的某些信息，通过多次测量等手段可以将信

息进行提取，如相位、振幅等。 

2　发展历程

X ∈ {0,1}
X ∈ [0,1]

量子均值估计的发展历程可以分为 3个阶段：

1）初期阶段，随机变量较为简单，通常

或 ，量子均值估计算法以 Grover算法为基

础进行拓展；2）完善阶段，随机变量模型得到了

规范化，随机变量更为复杂，同时量子均值估计算

法以更复杂的量子振幅估计算法为基础进行设计。

3）拓展阶段，量子均值估计算法基于更复杂的量

子游走[26] 和量子动力学[27]，发展出了最优的量子均

值估计算法和多维量子均值估计算法。 

2.1　初期阶段

{x1, x2, · · · , xN} xi ∈ {0,1} xi ∈
[0,1] xi ∈ {0,1}

µ µ = 0 µ ⩾
1
N

O
(√

N
)

在初期阶段中，随机变量表现为有限集

上的均匀分布，其中 或

。当 时，利用 Grover算法 [28] 可以对

均值 的大小进行判断，判断 或 。此算

法的采样复杂度为 ，这是第一个考虑均值估

计问题的量子算法。

|s⟩ U
之后，Grover利用 Grover算法的框架提出了

振幅放大算法[29]。现有初始态 和酉操作 满足：

U |s⟩ =
√

a |t⟩+
√

1−a |t⊥⟩ (7)
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O
(√1

a

)
U

|t⟩ xi ∈ [0,1] N = 2n

µ

n+2

2n+1+1

振幅放大算法通过调用 次酉操作 可以

以高概率获得目标态 。当 ， 时，

Grover利用振幅放大算法设计了均值 的量子均值

估计算法，其具体做法如下描述。利用 个量子

比特构建了一个含有 个计算基的量子系统，

构建方法为：

S 0,S 1, · · · · · · ,S N−1 : |00Aα⟩
R0,R1, · · · · · · ,RN−1 : |01Aα⟩

Q : |1 0 · · ·0︸︷︷︸
n+1

⟩ (8)

Aα = {0,1}n α ∈ {0, · · · ,N −1}
M1,M2,Y1,W1 {x1, x2, · · · , xN}

Rα,S α,Q U = M1W1Y1W1 M2

式中， ， 。之后设计了

4个酉矩阵 用来联系 和

。构建酉操作 满足：

U |S 0⟩ =
iµ
√

2
|S 0⟩+ |⊥⟩ , ⟨S 0| ⊥⟩ = 0 (9)

|S 0⟩
imµ
√

2

|S 0⟩
(mµ)2

2
O (m) U U† |S 0⟩

F
(mµ)2

2
U U†

O
(
m ·polylog (m)

)
U Y1 O (1)

X O
(
m ·polylog (m)

)

对 进行振幅放大，使其振幅变为 ，因

此测量后得到 的概率为 ，算法共调用了

次 和 。通过不断地测量，得到 的次数

来估计 。这一系列过程调用 和 的次数

为 。在 的构建中， 利用 次

，因此此算法的采样复杂度为 。

这一阶段的量子均值估计算法比较简单，对输

入的随机变量限制较大，算法的效果较差且代价较

高，但为之后的算法提供了参考。 

2.2　完善阶段

xi ∈ {0,1}
xi ∈ {0,1} Pr[xi = 1] = p

文献 [30]基于量子计数提出了量子振幅估计

算法 [31]，并利用此算法估计了 时的均值。

当 且 时，有：

µ = p

σ =
√

p (1− p) =
√
µ (1−µ)

XP|0⟩ = √p |ψ1⟩ |1⟩+
√

1− p |ψ0⟩ |0⟩ (10)

|ψ1⟩ |1⟩ O (m) X X†对 进行振幅估计，使用 次 和 可

以得到：

Pr
∣∣∣µ′−µ∣∣∣ ⩽ √

µ (1−µ)
m

+
1

m2

 ⩾ 8
π2 (11)

σ≪ 1
m

µ≪ 1
m2 1−µ≪ 1

m2
σ

m
1

m2 ⩽
σ

m
σ

m O (m)
σ

m

当 时， 或 ，算法会输

出 0或 1，误差在 范围内。反之 ，误差在

范围内。因此算法的采样复杂度为 ，误差

为 。

xi ∈ [0,1]

R

文献 [32]将此结果拓展到 ，其做法为

增加了旋转  满足：

R |i⟩ |xi⟩ |0⟩ = |i⟩ |xi⟩
(√

xi |1⟩+
√

1− xi |0⟩
)

(12)

|1⟩ √
µ

µ′ O (m)
√
µ

m

此时 的振幅为 。利用量子振幅估计算法得

到振幅的估计值 ，采样复杂度为 ，误差为 。

xi (−∞,+∞)
( 1

N

N∑
i=1

|xi|p
) 1

p
⩽ 1

{xi < [0,1]} { xi

2l |2
l−1 ⩽ xi < 2l} { xi

−2l | −2l ⩽

xi < −2l−1}

{x1,

x2, · · · , xN} X
( 1

N

N∑
i=1

|xi|p
) 1

p
⩽

1 σ ⩽ σ0 σ0

文献 [33]基于量子振幅估计算法和文献 [32]

将  拓展到 且  ，其做法为

对于 ，对集合 和

进行均值估计。但以上的算法仅考虑了

有限集合，缺乏对更复杂的随机变量的讨论。文

献 [34]借鉴了文献 [33]的做法，将有限集

拓展为随机变量 ，并且将

拓展到 ( 已知)。文献 [34]的做法有 3处
改善：

O
(
log

1
δ

)
1−δ

1）通过重复 次均值估计使得算法的成

功概率常数变为 ；

X ⩾ 02）当 时，进行了更清晰地划分：

k =
⌈
logm

⌉
l = 0, · · · ,k

X0 = XI[0,1] Xl = XI[2l−1,2l) (13)

σ ⩽ σ0 t

X
′
=

X− t
σ0

X
′

X

µ′ |µ′−µ| ⩽ σ0

m
O

(
mlog

3
2 m · log(log m)

)

3）当 时，利用一次采样值 重新构建随

机变量 ，对 进行均值估计即可得到 的

均值估计值 ，满足 ，算法的采样复杂

度为 。文献 [34]的算法放宽了

随机变量的限定条件，但没有讨论更一般的情况。

σ

X Qp

文献 [35]考虑了一般情况，即仅已知 有限下

的量子均值估计算法，其算法的主要创新为利用

Grover算法估计出了随机变量 的分位数 ：

Pr
[
X ⩾ Qp

]
= p p ∈ [0,1] (14)

σ由于 是有限的，因此：

Pr[X→∞] = 0 (15)

X ∞所以当 的取值趋近于 ，概率趋近于 0。考

虑如下量子态：

|φ⟩ = √p |1⟩
∑

x⩾Qp

|x⟩ |ϕ1⟩+
√

1− p |0⟩
∑

x<Qp

|x⟩ |ϕ0⟩ (16)

O
( 1
√

p

)
x x ⩾ Qp

执行 次 Grover迭代后能以高概率得到

满足 ，并且通过限制 Grover迭代的次数，
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x ⩽ Qcp c < 1 x

Q′p Qp ⩽ Q′p ⩽ Qcp

O
( 1
√

p

)
使得 ，其中 是常数。 作为分位数的估

计值 满足 ，此算法采样复杂度为

。

Q′p
Qp ⩽ Q′p ⩽ Qcp cp ⩽ Pr

[
X ⩾ Q′p

]
⩽ p

的作用是确定估计随机变量均值时的边

界。由 可得 ，并且

满足：

Q′p ⩽
s
√

cp

E
[
XI⩾Qp

′
]
⩽ s
√

p

s2 = E
[
X2

]
(17)

Q′p

t X′ =
X− t
Q′p

p = O
( 1
m

)2
X′

X µ′ |µ′−µ| ⩽ σ
m

O
(
mlog

3
2 m · log(logm)

)

得到 后，文献 [35]做法参考了文献 [34]的

做法，利用采样值 重新构建随机变量 ，

其中 ，对 进行均值估计即可有效地得

到 的均值估计值 ，满足 ，算法的采

样复杂度为 。
 

2.3　拓展阶段

随着量子计算的发展，越来越多的量子算法被

提出。量子游走技术和哈密顿量模拟技术被应用在

量子均值估计问题上，发展出了最优一维量子均值

估计算法和近最优的多维量子均值估计算法。

|µ| ⩽ 1
2m

|µ| ⩾ 1
m

文献 [21]参考量子游走提出了最优的一维量

子均值估计算法。此算法的核心是构建了可区分

和 的子过程，其主要做法是构建了

如下酉矩阵：

A = P
(
2
∣∣∣0⟩⟨0∣∣∣− I

)
P†

B |ω⟩ = 1− ixω
1+ ixω

|ω⟩

U = AB =
∑

j

eiθ j
∣∣∣u j

⟩⟨
u j

∣∣∣ (18)

| u j
⟩

U eiθ j

s ⩽ 1 UP
∣∣∣0⟩ eiθ j

式中， 是 的特征值为 的特征向量。而当

时， 的 具有如下分布：

Pr
[8
5
|µ| ⩽

∣∣∣θ j
∣∣∣ ⩽ 5

2
|µ|

]
⩾

7
9

(19)

θ j |µ|

O (m)
2
3

|µ| ⩽ 1
2m

|µ| ⩾ 1
m

因此通过判断 可以间接地获取 。利用量子

相位估计算法，以 的采样复杂度和 的概率区

分 和 。

s ⩽ s0

X† =
X
s0

µ† µ†

O (m) µ̃

之后利用二分查找将条件拓展到 。令

，其均值为 ，通过二分法判断 的大

小，以 的采样复杂度，得到估计值 满足

|̃µ−µ| ⩽
s0

m
σ

σ

O (m)
σ

m µ′

Θ (m)

。最后拓展至仅已知 有限的情况，其

做法与文献 [35]的算法相似。在仅已知 有限的情

况下，文献 [21]的算法以 的采样复杂度，得

到误差为 的估计值 。此算法的采样复杂度达到

了最优的 ，对一维量子均值估计问题进行了

完整地解答。

次最优高维量子均值估计算法[36] 将多维均值

在各个方向上的分量加载到相位上，之后通过逆傅

里叶变换将多维均值提取出来。首先构建了集合：

G = { j
n
− 1

2
+

1
2n

: j ∈ {0, · · · ,n−1}}d (20)

||X||2 ⩽ 1 E [||X||2] ⩽ 1

V V
∣∣∣0⟩ = einE

[
α⟨u| xω⟩|10

]∣∣∣0⟩
einα⟨u |E[X]⟩

∣∣∣0⟩ |u⟩

式中，d表示维度。当 且 时，构

建酉变换 满足 并且此量子态

接近于 。 的傅里叶变换满足：

Q : |u⟩ → 1
√

nd

∑
ei2πn⟨u|v⟩ |v⟩ (21)

|G⟩ = 1
√

nd

∑
|u⟩ Q†V

E [X]

µ′

因此构建 并作用 ，可得到

。之后类似于文献 [35]的做法，将限定条件

进行放松，最后得到估计值 满足：

∥µ′−µ∥ ⩽
√

Tr(Σ)
m
+

√
∥Σ∥log (1/δ)

m
(m ⩽ d)

√
dTr(Σ)log (d/δ)

m
(m > d)

(22)

Σ Tr (Σ) Σ

O
(
m ·polylogm

)式中， 是协方差矩阵； 是 的迹，算法采样

复杂度为 。

m ⩽ d

次最优高维量子均值估计算法[36] 虽然考虑了

高维随机变量，但流程过于复杂，并且其做法与文

献 [35]的方法相似，没有利用高维随机变量的特

性，因此算法的采样复杂度在 时并不具备加

速优势。 

3　应用
 

3.1　估计配分函数

Ω

H : Ω→ R ω ∈ Ω
H {0,1, · · · ,n}

量子均值估计可以用来估计配分函数。现有一

个经典的物理系统，具有状态空间 ，对应一个哈

密顿量 表示每一层级 的能量。假设

的取值在 这个整数集内。核心问题是

计算如下的配分函数：

Z (β) =
∑
ω∈Ω

e−βH(x) (23)

β =
1

kBT
T kB式中， ； 表示温度； 表示玻尔兹曼常
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β Z (β) β = 0

Z (β) = |Ω|
ϵ Z (β)

数。估计 较大的 十分困难，但当 ，估计

十分容易。估计配分函数的目标是以相对

小的误差 估计出  。经典算法 [37-38] 基于如下

表述：

Z (βl) = Z (β0)
Z (β1)
Z (β0)

· · · Z (βl)
Z (βl−1)

(24)

0 = β0 < β1 < · · · < βl =∞ Z (β0)

αi =
Z (βi+1)
Z (βi)

Z (βl) πi

βi

式中， 。通过计算 和

估计 可以估计出 。令 表示关于

的分布：

πi (x) =
1

Z (βi)
eβiH(x) (25)

并定义如下随机变量：

Yi (x) = e−(βi+1−βi)H(x) (26)

Eπi [Yi] = αi πi

αi
E
[
Y2

i

]
E[Yi]2

βi
E
[
Y2

i

]
E[Yi]2 = O (1) |Ω| = A

l = O
( √

logA log(logA)
)

αi

O (lm) O
( 1
ml

)

此时 。所以从分布 采样便可以估计

。此种方法要求 较小，而切比雪夫冷却法[37]

设计出一系列 使得 。对于 ，存

在一个切比雪夫冷却方法满足 。

量子均值估计在估计 时量子算法的采样复杂度为

，误差为 。
 

3.2　区分概率分布

q r [D]

[D] p

p = q p = r

O
(

1
H(q,r)2

)
H2(q,r) =

D∑
i=1

(√
qi−
√

ri
)2

q r

p

Θ
( 1

H (q,r)

)
p = q p = r

假设 和 是在 上的概率分布，并且存在算

法可以从 上的未知概率分布 上采样，区分概率

分布的目的是区分 或 。目前最优的经典

算法[39] 的采样复杂度为 ，其中

表示 和 的 Hellinger距离。文献 [40]

表明如果拥有对 的量子编码，那么存在量子算法

用 次采样便可以区分 或 。

H = H (q,r) Y : [D]→ R令 ，定义如下随机变量

满足：

y (i) =
√

qi−
√

ri√
qi+
√

ri
(27)

µq = Eq [Y] σ2
q = Varq [Y] µr σr令 ， ， 和 同理，其

满足：

µq−µr = H2

σ2
q+σ

2
r ⩽ H2 (28)

H2

2
Eq [Y] p = q

p = r
σp√

m
⩽

H
√

m
<

H2

2

因此以 的误差估计 可以区分 或

。经典算法为了确保 ，其采样

Θ
( 1

H2

) H
m
<

H2

2

O
( 1

H

)复杂度为 。但量子算法只需要确保 ，

因此其采样复杂度为 。
 

4　结束语

本文对量子均值估计算法的输入模型和涉及的

基本算法进行了描述，详细描述了各阶段算法流程

及其优缺点，并且展示了量子均值估计算法的一些

主要应用。量子均值估计是量子计算的一个重要研

究方向，其旨在高效地估计期望值。目前一维随机

变量均值估计问题已经被完美解决，但当维度大于

采样次数时目前的量子算法相比于经典算法在采样

复杂度上不具有加速优势。如何获得最优多维次高

斯量子均值估计是今后值得深入研究的问题。与此

同时，量子均值估计已经在量子信息处理、量子机

器学习和凸优化等领域展现出巨大的潜力，未来可

以进一步研究利用量子均值估计去解决上述领域中

的一些问题，如最大似然估计、位置估计等。
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