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基于稀疏傅里叶变换的快速频谱感知方法

陈    李1，叶    芃1，杨慧芝2，杨扩军1*

（1. 电子科技大学 自动化工程学院，成都 611731；2. 四川建筑职业技术学院 基础教学部，成都 610300）

摘要：在通信、雷达等应用场景中，常常需要对稀疏信号进行高精度的频谱运算。传统基于快速傅里叶变换的方法需要

大量运算资源，频谱分析效率低。为了解决高精度和实时性的矛盾，该文提出了一种基于稀疏傅里叶变换的频谱分析方法，

利用延时采样的相位旋转效应，在低采样率下实现宽带信号的快速频谱感知。实验结果显示，这种方法在欠采样且存在混叠

的稀疏信号测试场景下大幅减少了运算压力，运算效率比 FFT提升了 2倍以上，在典型的稀疏场景下，对信号恢复精度超

过 95%。
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Abstract:  In  communication,  radar,  and  other  applications,  it  is  often  necessary  to  perform  high-precision
spectral  computations  on  sparse  signals.  Traditional  methods  based  on  Fast  Fourier  Transform  (FFT)  require
substantial  computational  resources,  leading  to  a  decrease  in  the  efficiency  of  spectral  analysis.  To  resolve  the
conflict between high precision and real-time requirements, this paper proposes a spectral analysis method based on
Sparse Fourier Transform (SFT). By utilizing the phase rotation effect of delayed sampling, this method achieves
rapid spectral perception of wideband signals at low sampling rates. Experimental results show that this approach
significantly reduces computational burden in under-sampled and aliased sparse signal testing scenarios, improving
computational efficiency by more than 2 times compared to FFT. In typical  sparse scenarios,  the signal recovery
accuracy exceeds 95%.

Key  words:  sparse  signal;  FFT;  spectrum  sensing;  reconfigurable  sampling;  high-speed  data  acquisition
systems
 

频域稀疏信号广泛存在于通信、雷达、电子对

抗等领域，是信号采集和电子测试的常见对象[1-2]。

此类信号更强调实时性分析。随着宽带信号应用的

不断增长，对更高效的频谱分析方法的需求日益迫

切[3]。由于稀疏信号的频谱存在大量空白频段，传

统的 FFT方法在处理这类信号时效率较低。因

此，亟需一种能够利用信号稀疏性以提升运算速度

的算法。

大 O标记法（big O notation）描述了算法时间

N

O(N2)

N

N

O(N2)

N N/2

复杂度，它通过关注输入规模（ ）的增长对算法

运行时间的影响，提供了算法效率的上界估计。传

统的离散傅里叶变换（discrete  fourier  transform,
DFT）算法时间复杂度为 ，因为每一个频率

成分的计算都需要对 个时间点进行求和，而总

共有 个频率成分。快速傅里叶变换通过利用

DFT的对称性和周期性，将 次计算转换为递

归分治算法，将 点的变换分解为多个 点的变

换，最终分解为 1点变换。每层分解的计算量是线 
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)性的，共有 层分解，因此 FFT的时间复杂度

为 [4]，大大提升了计算效率。

O
(
NlogN

)

然而，FFT的资源消耗与运算时间均只与信号

长度相关。随着信号带宽的扩展，为保持频谱分辨

率，参与运算的信号点数显著增长，造成运算资源

浪费，拖慢了分析速度[5]。为在 FFT基础上进一步

提升分析效率，研究者们提出了多种优化方法。

如：split-radix算法通过分治思想[6] 降低计算复杂

度；蝴蝶变换（butterfly transform）[7] 减少了内存

访问次数；in-place算法[8] 利用多项式乘法特性减

少运算次数。然而，这些方法的时间复杂度未能超

越 ，FFT在大点数分析时的效率问题仍

未完全解决。

在进一步限定信号特征后，可以利用信号特征

提升频谱分析效率。压缩感知理论[9] 通过随机投影

和稀疏表示实现频谱恢复，减少采样率，但需选择

合适稀疏基，且恢复过程的迭代优化增加了计算时

间。子空间方法（sub space method, SSM）[10] 通过

协方差矩阵分解和特征值分析来提高频谱分辨率和

抗噪性能。

稀疏傅里叶变换[11-12] 在处理频域稀疏信号时，

其速度显著高于传统 FFT。其核心思想是利用信号

在频域的稀疏特性，通过重排-加窗-降采样 FFT-重
构等步骤实现信号的亚线性处理，减少实际参与

FFT变换的点数。然而，该方法需要复杂的重排操

作，硬件部署较为困难。

本文提出了一种改进的基于稀疏傅里叶变换的

频谱感知方法，利用采样时延在频域的相位旋转效

应实现频谱重排和频率估计。相比于传统求余操作

实现重排，该方法更简单直观，易于在传统硬件上

部署。 

1　基于哈希映射的稀疏傅里叶变换

k

n

对于一个稀疏的频谱，在噪声之外，如果其有

用的频点仅为 个，则为了恰当地估计该信号，需

要的估计系数仅为 个。即：

∥x̂− x̂′∥2 ⩾Cmin∥x̂− y∥2 (1)

C x̂ x̂′

y k

式中， 是常数； 是对一般情况的估计； 是

获得的一般情况计算结果； 是理想的 -sparse
向量。

稀疏傅里叶变换的核心思路是通过减少参与

FFT的采样点数，提高稀疏信号频谱分析的速度。

通过在时域对信号进行重新排列，改变频域的分

Pσ,τ x

x̂

布，避免有效频点过于聚集。具体地，算法中使用

了随机置换  来重新排列时域信号 ，从而改变

频域信号  的分布。公式表示为：

yi =Gi
(
Pσ,τx

)
i =Gixσi+τ (2)

yi i Gi

i σ τ

式中， 是重排后的时域信号的第 采样点； 是

窗函数的第 采样点； 和 是随机选取的整数，用

于实现时域信号的随机排列。

B

ẑ

接着对重排后的信号进行降采样，减少

FFT的计算量。算法中使用了参数 来对重排后的

信号 y进行降采样，降采样后的频域信号 公式表

示为：

ẑi = ŷi (n/B) (3)

yi n/B式中， 是 y的傅里叶变换； 表示降采样因子。

d

d

在完成 FFT计算后，由于降采样，一个频点

可能对应多个位置。通过多次重复计算并投票，最

终确定真实频点的位置。算法中利用了参数 来确

定候选频点的数量，每次迭代估计出 个候选频

点，然后通过多次迭代投票来最终确定真实频点的

位置。公式表示为：

I = {i ∈ [n] |hσ (i) ∈ J} (4)

hσ J

ẑ d I

式中， 是根据频点位置确定的哈希函数； 是

中最大 频点的集合； 是候选真实频点位置的

集合。

I

L

i

|ri ∈ Ir | i

算法会多次重复这个过程，每次都会产生一个

新的候选真实频点集合 ，以收集候选真实频点位

置，通过迭代次数记为 。在完成所有位置内层循

环后，算法统计每个位置索引 在所有迭代中出现

的次数，即 。如果一个位置索引 在超过一半

的迭代中都被检测为候选真实频点，则算法认为该

位置很可能包含一个真实的大系数。 

2　基于相位旋转的改进方法

以上计算方法无法避免多次投票，且对信号噪

声有较高的敏感性，无法在实际应用中部署，因此

本文对传统的傅里叶变换进行了改进。

区别于传统稀疏傅里叶变换采用哈希映射法，

为了更加方便硬件部署，直接利用低采样率的

ADC进行欠采样，将等间隔的频点折叠到同一位

置，即完成了频谱重排和降采样。 

2.1　无碰撞情况下的恢复

在不考虑频点碰撞的情况下，此时原先属于不

同位置的频点虽然会混叠到同一位置上，但非零值
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A

t

ej2π f t Aej2π f t

A1

的幅度只从属于一个确定的频点，为此就要从混叠

的多个频点确定实际有效频点位置。经 FFT变

换，每一个频点的非零幅度都可以表示为复数 ，

经过极短的一段时延 ，该幅度的模长不变，相位

旋转 ，该频点的复数幅度变为 。因此可

以通过两次相隔一定时延的采样构造等式。第一次

获得的复数频率为 ，则第二次获得的复数频

率为：

A2 = A1ej2π f t (5)

可通过：

ln
(A2

A1

)
= j2π f t (6)

f求出真实的频点位置 。

2π当信号经历的时延超过 时，可能造成相位循

环，即：

ln
(A2

A1

)
= j2π f (t+2kT ) (7)

式中，T是高频成分的周期。由于高频信号的频率

较高，采样时延过大会影响信号的准确性。为了避

免这种情况，需要控制时钟以保证较小的采样时

延，一般应不大于信号最高频率的周期，以避免带

来不利后果。 

2.2　碰撞情况下的恢复

频点碰撞的问题仍然不可忽视，检测和还原碰

撞的位置是下一步需要解决的两个问题。

B

2B Bsub

Bsub DC−Bsub

定义一个参数为欠采样倍率。如果原始稀疏信

号从 DC开始需要感知的带宽为 ，所需的奈奎斯

特采样率即为 ，而以 2 欠采样后，频率高于

的信号成分混叠到 区间内，此时可以

认为原始信号所需的奈奎斯特采样率与欠采样条件

下的奈奎斯特采样率比值为欠采样倍率，即：

dfactor = B/Bsub (8)

欠采样倍率即同一位置混叠的频点数量，即：

h ( f ) = h ( f1)+h ( f2)+ · · ·+h( fdfactor ) (9)

fk = f + ((k−1)/2) fs

fk = (k/2) fs− f

式中，如果 k是奇数，则 ；如

果 k是偶数，则 。

此时再利用时延采样的相位旋转性质，算出两

次欠采样的时间序列的 FFT结果。如果两次欠采

样的对应位置上的幅度几乎无变化，则表明该位置

只有一个非零频率。反之，由于时延造成的相位旋

转则是互相独立的，造成幅度必然发生明显变化，

从而说明该频点有多个非零频率的碰撞。

以两个频点碰撞为例，令未经延时的混叠频

率为：

A = A1+A2 (10)

τ经过延时之后，假设延时时间为 ：

A′ = A1ej2π f1τ+A2ej2π f2τ (11)

以矩阵形式表示，即：[
A
A′

]
=

[
1 1

ej2π f1τ e−j2π f2τ

]
×
[

A1
A2

]
(12)

A1 A2式 (12)中只有原始幅度 和 为未知数，求

解该方程，即可明确混叠两频点的各自幅度。

当欠采样因子增加，同一位置混叠的频点数量

增加，则该方程组为超定方程组。此时可以通过增

加若干组的延时，或利用凸优化算法求解方程。该

步骤的一般形式是：
A
A1

...
Am

 =


1 1 . . . 1
ej2π f1τ1 ej2π f2τ1 . . . ej2π fnτ1

ej2π f1τ2 ej2π f2τ2 . . . ej2π fnτ2

...
...

. . .
...

ej2π f1τm ej2π f2τm . . . ej2π fnτm


×


A1
A2
...

An

 (13)

凸优化是一种用于解决稀疏信号恢复问题的有

效方法。常用于处理稀疏信号和欠采样信号。常见

的稀疏恢复算法包括正交匹配追踪（orthogonal
matching pursuit  ,  OMP）、基追踪（basis pursuit  ,
BP） 、 迭 代 阈 值 缩 减 算 法 （iterative  soft
thresholding algorithm , ISTA）和加速迭代阈值缩

减 算 法 （fast  iterative  soft  thresholding  algorithm,
FISTA）等。

Ai

当延时组数不足，形成超定方程组时，可以利

用这些稀疏恢复算法进行非确定性的求解。以

OMP为例，该算法将矩阵视为一组基向量，通过

逐步选择与残差最相关的基向量，并确定其系数

（式 (13)中序列{ }）逐次逼近原信号。

欠采样信号的混叠频点求解问题等效于稀疏

恢复问题，通过这些方法，可以有效分离并恢复混

叠频点的各自幅度，从而实现较高准确性的频谱

感知。 

3　验证实验

本文在软件上搭建了本文算法的验证平台，

并与标准的 FFT算法进行对比。信号的采样率为

13 GSPS，感知的频谱带宽为 6 GHz。为了最大程

度模拟真实的实验环境，仿真信号由两个部分叠
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加合成。信号的全长为 ，由于生成测试信号为

实信号，因此其 0～2 的非零频点位置需要关于

对称。为了贴近实际，不限制测试信号初相位

置，在第一部分中，随机均匀地选择 个频点，

赋幅度值为随机复数，并保证其对称性。其余频

点设置为零。在第二部分，在第一奈奎斯特域随

机选择 个频点，并根据欠采样倍率因子的大

小，在高阶奈奎斯特域相应位置设置镜像频点，

确定频点定位后，在各个位置随机设置复数幅

度，从而保证合成后的信号存在混叠情况。在此

基础上，对信号添加不同水平的噪声，以研究噪

声对恢复效果的影响。

图 1展示了长度为 8 192，稀疏度 K=8，其中

有两个频点存在碰撞的一次频谱感知结果。在

SFDR约为−50 dB的情况下，采用一组时延采样，以

较小的矩阵运算代价实现了快速的信号频谱感知。 

3.1　单次感知实验

图 1为信号长度为 8 192，稀疏度为 10的信号

的一次变换结果。可以看出在稀疏度接近 1‰的情

况下，能够实现精确的信号频谱感知。
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图 1    一次 SFT感知的恢复结果与原始信号对比
  

3.2　运行时间对重要参数的敏感性

210～217 K1

K2

如图 2所示，在实验中将信号长度设置为

的一系列变量，调整稀疏度 为 1‰～

5%、混叠频点数量 为 2～8个，噪声水平设置为

−50～−5 dB，并与快速傅里叶变换的运行时间进行

对比。其中每一行分别显示了不同混叠频点数量、

噪声水平和稀疏度下，稀疏傅里叶变换与快速傅里

叶变换的运行时间对比。
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图 2    不同混叠情况、噪声水平、稀疏度条件下的运行时间对比
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结果显示，在实验设置的所有条件组合下，稀

疏傅里叶变换相对于 FFT都具有速度优势。FFT
由于具有 的时间复杂度，其运行时间仅和

信号长度有关，而稀疏傅里叶变换在典型的频域稀

疏信号的频谱分析领域，具有两倍以上的速度优势。

在不同的混叠频点数量（2，4，6，8）、不同

噪声水平（−50 dB，−30 dB，−10 dB，−5 dB）和

稀疏度（0.01%，0.1%，1%，10%）的情况下，对

比稀疏傅里叶变换与快速傅里叶变换的运行时间。

在多种条件下，稀疏傅里叶变换均表现出比 FFT
更高的计算效率。

K2 = 8

在调整稀疏度和混叠频点数量的实验中，稀疏

傅里叶变换都表现出了比 FFT更快的计算效率。

通过添加不同程度的白噪声，将信号的信噪比设定

为−50～−5 dB。固定稀疏度为 1%，碰撞频点数量

。可以看出在不同 SNR条件下，稀疏傅里叶变

换的运行时间稳定，优于同条件下的 FFT，证明该方

法在计算效率上的优势并未随信号质量变化而削弱。 

3.3　检测精度

在对比了运行时间后，也计算了稀疏傅里叶变

换对原始频谱恢复的精确度。保持采样率、噪声等

其他参数不变，在不同的稀疏度或混叠频谱误差之

下观察信号恢复的均方误差，如图 3所示。可以看

出在不同的稀疏度水平下，绝对均方误差（MSE）
随着信号长度增加都保持了相对的稳定，但当稀疏

度超过 5%时，MSE有一定程度的退化。随着稀疏

性的减弱，信号的恢复误差水平会上升。而在不同

的混叠程度下，随着信号长度的增加，MSE能收

敛到一个稳定的水平上，随着信号长度的增加，混

叠频点数量对恢复精度的影响逐渐变小。

在频谱感知场景中，频点能否正确感知到，有

时比恢复精度更为关键，因此本文分别计算了其精

确度（Precision）、召回率（Recall）和 F1-score，
其中，F1-score是两者的调和平均数：

F1 =
Precision+Recall
Precision×Recall

(14)

图 4展示了 F1-score的结果。由于 F1-score综
合考虑了阳性和阴性样本点不均衡时，假阳性和假

阴性的存在，因此一般以 F1-score作为预测精度的

公认指标，本文以 F1-score表示在不同程度的干扰

水平下，正确识别出非零频点位置的精确度。可以

看出，在调整稀疏性的实验中，稀疏度未达 10%
时，F1-score均在 94%以上，这说明 SFT算法在

大多数稀疏信号频谱感知场景中都有很好的性能。

在调整混叠频点数量的实验中，F1-score也基本保

持在了 94%以上。而相对于噪声的实验中，当噪

底保持在−30 dB以下时，F1-score都达到了 95%
以上。实验结果证明了该算法在感知频谱的精确度

上具有相当程度的可靠性。
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图 4    恢复精度（F1-score）对比
 
 

4　结束语

本文提出了一种用于通信信号、雷达信号等频

域稀疏信号快速频谱分析的算法。在一定程度的信

号稀疏度下，信号的分析速度超过传统的快速傅里

叶分析算法。相比于传统的基于哈希映射的算法，

本文算法能够适应现有的时间交替采样架构，利用

多次采样的时延产生的相位旋转现象，以较低指标

的采样硬件，实现宽带信号频谱感知，提升了算法

在硬件上的可用性，在对时效性要求更高的多域同

步分析、快速频谱感知等领域的应用中具有重要的

潜在价值。在本文仿真中，当信号稀疏度达到 10%
时，对 FFT依然保持了速度优势，在并非严格稀

疏、更加贴近实际采样的应用场景中，基于相位旋

转的稀疏傅里叶变换仍然能够实现快速的频谱感

知，验证结果与理论分析相符。
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