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融合矩阵分解和全连接张量网络分解的

鲁棒张量填充方法

孙东霖1，冀腾宇2*

（1. 长安大学 理学院，西安 710064；2. 西北工业大学 数学与统计学院，西安 710072）

摘要：矩阵与张量填充旨在估计缺失数据，广泛应用于图像修复、推荐系统等。全连接张量网络（FCTN）分解因其新

颖的结构和优良的性能而受到广泛关注。然而，该类方法对初始秩依赖很大。为了解决这一问题，引入 Frobenius范数约束

FCTN因子，使其与 FCTN分解共同促进目标张量的低秩性。该方法在初始秩选择不当的情况下仍具有较强的鲁棒性。为求

解该非凸优化问题，设计了一种基于近端交替最小化的算法。大量仿真数据和真实数据的实验结果表明，该方法不仅优于多

种先进张量分解方法，而且在初始秩设定敏感性方面也明显优于现有的 FCTN方法。
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A robust tensor completion method integrating matrix factorization
and fully-connected tensor network decomposition
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Abstract:  The fully-connected tensor network (FCTN) decomposition has attracted significant attention due
to its novel structure and superior performance. However, the effectiveness of this type of method heavily depends
on the choice of  initial  ranks.  To address  this  issue,  the  Frobenius  norm constraint  is  introduced to  FCTN factor
tensor to promote the low-rank property of the target tensor. As a result, the proposed method remains robust even
when  the  initial  ranks  are  improperly  set.  To  solve  the  resulting  non-convex  optimization  problem,  a  proximal
alternating  minimization  algorithm  is  designed.  Extensive  experiments  on  both  synthetic  and  real-world  data
demonstrate  that  the  proposed  method  not  only  outperforms  several  state-of-the-art  tensor  decomposition
approaches but also exhibits significantly less sensitivity to the choice of initial ranks compared to existing FCTN-
based methods.
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在高维数据填充领域中[1-2]，张量作为一种关键

工具，已受到学术界与工业界的广泛关注。此类问

题的难点与核心主要聚焦于如何构建适宜的张量分

解形式以及定义合适的秩，以此来有效地挖掘各模

态之间的关联性。与矩阵秩存在统一明确的定义不

同，张量秩的定义尚未形成标准化的统一形式。常

见的张量秩定义方法包括 CANDECOMP/PARAFAC

（CP）分解 [3]、Tucker分解 [4-6]、张量奇异值分解

（tensor singular value decomposition, t-SVD）[7-8]、张

量列车 （tensor train, TT） 分解[9] 以及张量环 （tensor

ring, TR） 分解[10] 等。这些分解方式各具特点，分

别从不同角度建模张量的相关结构，在低秩张量填

充 （low-rank tensor completion, LRTC） 任务中发

挥了重要作用[11-12]。 
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CP分解是矩阵奇异值分解 （SVD） 在张量领

域的拓展，将张量表示为若干个秩 1张量之和。基

于 CP秩的方法已成功应用于低秩张量填充、图像

修复等问题[13-15]。然而，目前缺乏有效的 CP秩凸

松弛函数，因此这些方法通常先设定初始秩，再计

算 CP分解近似以重建原始张量[16]。与矩阵秩受限

于行或列的最小维度不同，CP秩可能超过各维度

的最大值, 这使得其确定较为困难，且相关计算问

题属于 NP难问题[17]。

Tucker分解则将一个 N阶张量表示为一个核

心张量与 N个因子矩阵的乘积。基于 Tucker秩的

方法可通过将张量秩转化为多个矩阵秩之和来构造

优化模型，降低了高阶结构所导致的复杂性[18-19]。

此外，Tucker分解在低秩张量近似问题上表现出色[20]，

用于实时交通流预测等实际场景中[21]。然而，随着

张量阶数的不断上升，Tucker分解的参数数量呈现

出迅速增长的趋势，这在一定程度上影响了其在高

阶张量中的应用效率。

N

N −2

N N

近年来，为应对高阶张量填充问题，多种基于

张量网络的分解方法应运而生。文献 [17]提出了

张量列车分解，此分解将一个 阶张量分解为

个三阶张量和 2个矩阵的乘积。然而，TT分

解因首尾为矩阵、中间为三阶张量的结构限制，若

对张量进行模态转置操作，其分解结构会发生

变化，影响其表示能力和灵活性[22-26]。为克服这一

限制，文献 [19]提出了张量环分解。张量环分解

将一个 阶张量表示为 个三阶张量的乘积，使得

该分解对模态的循环排列保持不变，并可用环状

结构图表示 [27-31]。相较于 TT分解，TR分解具有

更强的表达灵活性，但仍存在局限性，即仅能捕

捉相邻因子之间的相关性，难以刻画任意模态间的

联系[32]。

N

N N

N −1

N (N −1)/2

为全面提升 TR等分解的表示能力，文献 [32]
提出了全连接张量网络（fully-connected  tensor
network, FCTN）分解方法。该方法将一个 阶张

量分解为 个 阶因子张量的乘积，每个因子张量

均与其余所有 个因子张量相连接，从而能够

有效地建模任意两个模态之间的内部关联性[32-33]。

FCTN的秩由一个包含 个元素的向量表

示，在遥感图像云层去除等图像处理中已得到实际

应用 [34]。然而，与 TT和 TR分解类似，FCTN方

法的性能对初始秩高度敏感。由于 FCTN秩向量元

素较多，准确设定张量的 FCTN秩难度较大，参数

调节代价相对较高。

针对初始秩设定过高时模型性能下降的问题，

本文提出对 FCTN因子张量利用 Frobenius范数约

束，进而构建鲁棒 FCTN （robust FCTN, RFCTN）
张量填充模型。该范数通过刻画因子张量在各模态

上的纤维 （fiber） 结构约束目标张量的低秩性，

无需奇异值分解，从而降低计算复杂度。在 RFCTN
模型中，当初始秩低于真实秩时，FCTN结构可有

效提取低秩特征；而当初始秩高于真实秩时，因子

张量的 Frobenius范数正则化有助于压缩秩结构，

从而增强模型的鲁棒性。为求解该模型，本文设计

了一种基于近端交替最小化 （proximal alternating
minimization, PAM） 的优化算法。

 1　相关工作

N U
N

FCTN分解 [32] 将一个 阶张量 分解为一组

阶因子张量，定义如下：

U (i1, i2, · · · , iN) =
N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

Ri, j∑
ri, j=1

G1(i1,r1,2, · · · ,r1,N) · · ·

Gn(in,r1,n,r2,n, · · · ,rn−1,n,rn,n+1, · · · ,rn,N) · · ·
GN(iN ,r1,N ,r2,N , · · · ,rN−1,N)

Gn ∈ RIn×n−1
q=1Rq,n×N

p=n+1Rn,p (n = 1,2, · · · ,N)

N

R = (R1,2, · · · , R1,N , R2,3, · · · , R2,N , · · · , RN−1,N) ∈
RN(N−1)/2 Ri, j U (i1, i2, · · · ,
iN) U (i1, i2, · · · , iN) G1,Gn,GN

式中， 是因子

张量，维度均为 阶，跟目标张量维度一致；FCTN
秩为

，其元素记为 ；张量 中的第

个元素记为 ， 中元素表

示类似。基于此，FCTN分解可表示为若干个 FCTN
秩为 1的张量之和，形式如下：

U =
N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

Ri, j∑
ri, j=1

g1(:,r1,2, · · · ,r1,N)◦ · · ·

◦gn(:,r1,n,r2,n, · · · ,rn−1,n,rn,n+1, · · · ,rn,N)◦ · · ·
◦gN(:,r1,N ,r2,N , · · · ,rN−1,N),

gn(:,r1,n, · · · ,rn−1,n,rn,n+1, · · · ,rn,N) ∈ RIn gn

(r1,n, · · · ,rn−1,n,rn,n+1, · · · ,rn,N) ◦

U = FCTN (G1, G2, · · · , GN) = FCTN
({Gn}Nn=1)

U = FCTN({Gn}Nn=1) =

FCTN({Gn})

式中， 表示

的第 个模 1纤维； 表

示向量的外积。为便于书写和理解，FCTN分

解形式定义为

，如果所有的因子张量都参与了收缩（见

文献 [32]定义 5），则简记为

。

基于 FCTN分解，得到如下张量填充模型：
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min
U ,{Gn}

1
2
∥U −FCTN({Gn})∥2F

s.t.PΩ(U ) =PΩ(F )

∥·∥F式中， 表示矩阵和张量的 Frobenius范数。上述

模型重建的目标张量的低秩结构是通过先验给定的

初始 FCTN秩来约束。这意味着欲取得理想的重建

成果，必须对 FCTN的秩进行合理的初始化操作。

然而，仅依靠观测数据的先验知识来确定这一秩的

值，面临着诸多挑战与难点。

 2　图像修复模型和算法

 2.1　RFCTN模型

在经典的 FCTN模型中，挖掘目标张量的低秩

结构依赖于预设秩，初始秩的设定成为准确提取低

秩特征的唯一途径。然而，初始秩的初值对最终的

重建结果有着直接影响，这使得基于 FCTN的方法

对初始秩极为敏感。为解决这一问题，本文引入

Frobenius范数对 FCTN因子张量进行约束，提出

了一种鲁棒 FCTN （RFCTN） 模型：

min
U ,{Gn}

1
2
∥U −FCTN({Gn})∥2F+

N∑
n=1

µ

2
∥Gn∥2F

s.t.PΩ(U ) =PΩ(F ) (1)

µ > 0式中， 是正则化参数，用于平衡 FCTN分解与

因子张量 Frobenius范数这两项之间的权重。由于

该模型可以通过这两项共同确保目标张量具备低秩

结构，因此提出的模型对初始秩具有较强的鲁棒性：

一方面，可以通过设定 FCTN的初始秩 （RFCTN
中的第 1项） 来控制目标张量的低秩性；另一方

面，通过各因子张量的 Frobenius范数  （RFCTN
中的第 2项） 约束目标张量各个模纤维间的相关

性，进而控制目标张量的低秩性。具体而言，当

FCTN初始秩较小时，FCTN分解能够有效捕捉张

量的低秩特征；而当初始秩高于真实秩时，因子张

量的 Frobenius范数有助于强化目标张量的低秩结

构，从而提升模型在不同初始秩设定下的鲁棒性。

N U U =
FCTN({Gn})

定理 1　给定 阶张量 具有 FCTN分解

，则以下不等式成立：

∥U∥∗ :=
N∑

n=1

∥∥∥U(n)
∥∥∥∗ ⩽ N

 1
N

N∑
n=1

∥Gn∥2F


N/2

U(1) = G1,(1)

M1,[m1;m2] M1 = FCTN({Gn}, /G1)

×N
i=2

(
Ii×R1,i

)
2N −2

证明：由文献 [32]定理 4可知，

，其中 是一个大小

为 的 阶张量。根据矩阵核范数的

性质，有：∥∥∥U(1)
∥∥∥∗ ⩽ ∥∥∥G1,(1)

∥∥∥
F

∥∥∥M1,[m1;m2]
∥∥∥

F = ∥G1∥F∥M1∥F (2)

M1 M1̂,2 = FCTN ({Gn}, /
{Gi}2i=1 G2 M1̂,2 ×N

i=3
(
Ii×R1,i×R2,i

)这里张量 可分解为

和 ，其中 是大小为

的张量，具有以下关系：

M1,⟨2⟩ = G2,⟨2⟩M1̂,2,[n1;n2]

M1,⟨2⟩ I2R1,2×
N∏

i=3
(IiR1,i)

M1 G2,⟨2⟩ I2R1,2×
N∏

i=3
R2,i

G2 M1̂,2,[n1;n2]

N∏
j=3

R2, j×
N∏

i=3
(IiR1,i) M1̂,2 n1 = (3,

6, · · · ,3N −6) n2= (1,2,4,5, · · · ,3N −8,3N −7)

式中， 是大小为 的矩阵，为

的模 2展开； 是大小为 的矩

阵，为 的模 2展开； 是大小为

的矩阵，是 的广义张量展开，

， 。因此，∥∥∥M1,⟨2⟩
∥∥∥

F ⩽
∥∥∥G2,⟨2⟩

∥∥∥
F

∥∥∥∥M1̂,2,[n1;n2]

∥∥∥∥
F

上式等价为：

∥M1∥F ⩽ ∥G2∥F
∥∥∥∥M1̂,2

∥∥∥∥
F

(3)

M1̂,k {Gn}Nn=k+1

M1̂,k = FCTN
(
G, /{Gn}kn=1

)定义 的 FCTN分解因子张量为 ，

即 。由式 (3)可知：∥∥∥∥M1̂,2

∥∥∥∥
F
⩽ ∥G3∥F

∥∥∥∥M1̂,3

∥∥∥∥
F∥∥∥∥M1̂,3

∥∥∥∥
F
⩽ ∥G4∥F

∥∥∥∥M1̂,4

∥∥∥∥
F

...∥∥∥M1̂,N−2

∥∥∥
F
⩽ ∥GN−1∥F

∥∥∥M1̂,N−1

∥∥∥
F
=

∥GN−1∥F∥GN∥F (4)

结合式 (2)～式 (4)，可得：

∥∥∥U(1)
∥∥∥∗ ⩽ N∏

i=1

∥Gi∥F

n ∈ {1,2, · · · ,
N}

利用广义张量转置定义，对任意

有:

∥∥∥U(n)
∥∥∥∗ ⩽ N∏

i=1

∥Gi∥F n = 1,2, · · · ,N

根据算术−几何平均不等式，上式可重写为:

∥∥∥U(n)
∥∥∥∗ ⩽


 N∏

i=1

∥Gi∥2F


1
N


N
2

⩽

 1
N

N∑
i=1

∥Gi∥2F


N
2

U因此，张量 的核范数被限制为:
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∥U∥∗ :=
N∑

n=1

∥∥∥U(n)
∥∥∥∗ ⩽ N

 1
N

N∑
i=1

∥Gi∥2F


N
2

{Gn}Nn=1根据定理 1，因子张量 的 Frobenius范
数之和是目标张量的 Tucker核范数的上界。这意

味着，因子张量的 Frobenius范数之和可以作为一

种替代方法来约束张量低秩结构，并使所提出的方

法相较于没有因子正则化的方法更加稳健，这在实

验部分中得到了证明。

 2.2　PAM算法

为求解所建模型，首先引入如下指示函数：

ϕS(U ) =
{

0 U ∈ S
∞ 其他

S = {U : PΩ(U ) =PΩ(F )}式中， 。模型 (1) 可以重新

表述为如下的无约束优化问题：

min
U ,{Gn}

1
2
∥U −FCTN({Gn})∥2F+

N∑
n=1

µ

2
∥Gn∥2F+ϕS(U ) (5)

由于式 (5) 是非凸问题且包含耦合变量，采用

近端交替最小化 （PAM） 算法进行求解。为简化

表示，将式 (5) 中的目标函数表示为：

f (U , {Gn})=
1
2
∥U −FCTN({Gn})∥2F+

N∑
n=1

µ

2
∥Gn∥2F+ϕS(U )

{Gn} U因此，变量 和 可以通过如下策略交替

更新：


Gt+1

n =argmin
Gn

f
(
U , {Gt+1

k }
n−1
k=1 ,Gn, {Gt

k}
N
k=n+1

)
+
ρ

2

∥∥∥Gn−Gt
n
∥∥∥2

F

U t+1 = argmin
U

f
(
U , {Gt+1

n }Nn=1

)
+
ρ

2

∥∥∥U −U t
∥∥∥2

F

ρ > 0 Gt
n U t t式中， 为近端参数； 和 表示第 次迭代更

新的结果。

Gn n

Gn

更新 ：给定一个固定的 ，根据文献 [32]中
定理 1， 可以通过求解如下子问题更新：

Gt+1
n,(1) =argmin

Gn,(1)

1
2

∥∥∥∥Ut
(n)−Gn,(1) Mn,[m1;m2]

∥∥∥∥2

F
+

µ

2

∥∥∥Gn,(1)
∥∥∥2

F+
ρ

2

∥∥∥∥Gn,(1)−Gt
n,(1)

∥∥∥∥2

F

U(n) U n Gn,(1) Gn

Mn,[m1;m2] Mn = FCTN({Gn}, /Gn)

m1 = (2,4, · · · ,2N −2) m2 = (1,3, · · · ,2N −3)

式中， 是 的模 展开； 是 的模 1展
开； 是 的广义张量

展开， ， 。

显然，该子问题有闭式解：

Gt+1
n,(1) =

(
Ut

(n) Mn,[m2;m1]+ρGt
n,(1)

)
×(

Mn,[m2;m1] Mn,[m2;m1]+ (ρ+µ)In
)−1

Mn,[m2;m1] Mn,[m1;m2] I∏
i,n

Rn,i n > i Rn,i = Ri,n

式中， 是 的转置； 是大小为

的单位矩阵，如果 ，有 。

Gn最后，因子张量 可以通过如下更新：

Gt+1
n = Fold1(Gt+1

n,(1)) (6)

U U更新 ： 子问题可以通过以下闭式解求解：

U t+1 =PΩc

(
FCTN({Gt+1

n })+ρU t

1+ρ

)
+PΩ(F ) (7)

Ωc Ω式中， 是 的补集。

 2.3　计算复杂度分析

N F ∈ RI×I×···×I

R

Gn U Gn

O
(
N

N∑
k=2

Ik Rk(N−k)+k−1+NIN−1R2(N−1)+

NR3(N−1)
)

U

O

 N∑
k=2

Ik Rk(N−k)+k−1


O
(
N

N∑
k=2

Ik Rk(N−k)+k−1+NIN−1R2(N−1)+

NR3(N−1)
)

对于一个 阶观测张量 ，为了便于

分析，假设 RFCTN模型中的最大 FCTN秩设置

为 。本文方法的计算复杂度分为两部分：更

新 和更新 的复杂度。在式 (6)中，更新 的

计算复杂度为

。在式 (7)中，更新 的计算复杂度为

。因此，算法 1 中每次迭代的总

计算复杂度为

。

算法 1　RFCTN：鲁棒全连接张量网络方法

F
Ω Rmax R0

ρ = 0.1 µ = 0.1

输入：观测数据 ，被采样元素的位置集合

，FCTN秩上限 ，FCTN初始秩 ，以及近

端参数 ，正则化参数 。

U0 =F G0
n ∈ U (0,1) n = 1,2, · · · ,N初始化： ， ，

ε > tol t < 3 000While   且 
Gt

n　更新 ：利用式 (6)；
U t　更新 ：利用式 (7)；

ε =
∥∥∥U t+1−U t

∥∥∥
F

/∥∥∥U t
∥∥∥

F
　更新相对误差： ；

ε < 0.01　If 

R =min(R+1,Rmax)　　 ；

　End if
End while

U输出：恢复数据

 3　实验

评估使用的数据有仿真数据（四阶和五阶张
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量）与真实数据（彩色视频与高光谱视频）。对比

方法包括 5种基于不同张量分解策略的算法：

HaLRTC （Tucker分解） [11]、t-SVD （张量奇异值

分解） [35]、TT （张量 train分解）[26]、TRLRF （张

量环分解）[29] 及 FCTN [32]。

Û
U

RSE = ∥Û −U∥F/∥U∥F

对于仿真数据，利用恢复张量 与真实张量

之间的相对均方误差（relative squared error, RSE）
来衡量恢复性能，定义： 。RSE
值越小表示恢复效果越好。

对于真实数据，采用平均峰值信噪比 （peak
signal-to-noise ratio, PSNR） 与平均结构相似性指

标  （structural  similarity  index  measure,  SSIM）  作
为定量评估指标，PSNR和 SSIM值越高表明重建

质量越好。

U
SR =

|Ω|/ |U | Ω | · |

采样率 （sampling rate, SR） 定义为张量 中

被采样元素数与总元素数之比，表示为：

，其中 表示被采样元素位置的集合，

表示支持集 （support set）。所有实验在MATLAB
2020a实现，硬件配置如下：Intel（R） Xeon（R）
CPU E5-2 680 v2 @ 2.80 GHz和 96 GB内存。

 3.1　初始秩鲁棒性分析

 3.1.1　无噪声仿真数据集

由于张量列 （TT） 分解是张量环 （TR） 分
解和 FCTN分解的特例，因此仿真数据采用 TT
分解方式生成，并使用 [0, 1]区间上的均匀分布

对因子张量进行随机初始化。测试中共设计了两

个仿真数据集：一个为 20×20×20×20的四阶张

量，对应的 TT秩为 （10, 80, 10）；另一个为 12×
12×12×12×12的五阶张量，对应的 TT秩为  （8,
48, 48, 8）。

N

N(N −1)/2

5×10−5

对于 阶张量，其 FCTN秩是一个长度为

的向量。为简化实验设置，将该向量中

所有元素设置为相同的值。停止准则设定为相邻两

次迭代之间的相对误差不超过给定的阈值 。

本小节考虑如下 4种不同的采样率：5%、10%、15%
和 20%。图 1展示了在不同初始秩条件下，本文方

法对仿真数据的敏感性分析结果。结果表明，在各

类采样率和初始秩条件下，所提 RFCTN方法整体

优于 FCTN方法。此外，对于不同的采样率，FCTN
方法的重建相对均方误差随着初始秩的增大而上

升，而所提 RFCTN方法在初始秩变化下表现出更

强的鲁棒性。

 

2 3 4

a. 20×20×20×20

b. 12×12×12×12

初始秩

5 6 7

10−2

10−1

100

R
S

E

2 3 4

初始秩

5 6

10−2

10−1

100

R
S

E

FCTN, SR=5% RFCTN, SR=5%
FCTN, SR=10% RFCTN, SR=10%
FCTN, SR=15% RFCTN, SR=15%
FCTN, SR=20% RFCTN, SR=20%

图 1    不同初始秩和采样率下仿真数据集的相对均方误差结果
 

 3.1.2　无噪声真实数据

本小节采用视频数据 akiyo（源于： http://
trace.eas.asu.edu/yuv/）和高光谱视频 （hyperspectral
video,  HSV）（源于：http://openremotesensing.net/
kb/data/）对 FCTN方法和所提 RFCTN方法在初始

秩选择上的敏感性进行评估。

所使用的视频 akiyo取自原始数据的前 50
帧，其大小为 144×176×3×50；高光谱视频 （HSV）
数据的大小为 60×60×20×20。为全面评估 FCTN方

法和 RFCTN方法对初始秩的鲁棒性，本小节设置

了 4种采样率：5%、10%、15%和 20%。在初始

秩的设定上，akiyo视频的取值范围为{2, 3, 4, 5,
6,  7,  8,  9}；HSV的取值范围为 {2,  3,  4,  5,  6,  7,
8}。图 2展示了在不同初始秩下，akiyo和 HSV
的 PSNR和 SSIM结果。

实验结果表明，随着初始秩的增加，FCTN和

RFCTN两种方法的 PSNR和 SSIM值先提升后趋

于平稳。具体而言，对于 akiyo视频数据，当初始

秩超过 4 （SR=5%）、6 （SR=10%和 15%）  或
者 7 （SR=20%） 时，FCTN方法的性能开始下降；

而 RFCTN方法在达到一定初始秩后，其 PSNR和
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SSIM值保持相对稳定。对于 HSV数据，当初始

秩超过 5 （SR=5%）、6 （SR=10%和 15%）  或
者 7 （SR=20%） 时，FCTN方法同样表现出性能

下降的趋势。尤其在 SR=5%和 10%的情况下，当

初始秩设置为 8时，FCTN方法几乎无法实现有

效重建。相比之下，所提出的 RFCTN方法在不同

采样率和初始秩设定下表现出更强的稳定性与鲁

棒性。
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图 2    不同初始秩和不同采样率下真实数据的 PSNR和 SSIM结果
 

 3.1.3　含噪数据

为进一步测试所提出的 RFCTN方法对初始秩

的鲁棒性，本文测试了被高斯噪声污染的仿真数据

和真实数据修复对初始秩的敏感性。仿真数据使用

前面所测试的大小为 20×20×20×20的四阶张量，

元素大小范围为 [0, 1]，添加的高斯噪声标准差为

0.01和 0.1。图 3展示了 FCTN和 RFCTN方法对

不同采样率和不同噪声水平下的仿真数据关于不同

初始秩 RSE恢复结果。从图中可以看到，对于不

同的采样率和不同噪声水平下的仿真数据，本文提

出的 RFCTN的结果的相对误差都比 FCTN好，并

且对不同的初始秩比 FCTN更具鲁棒性。
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采样率为 ，高斯噪声标准差为 采样率为 ，高斯噪声标准差为

c. 采样率为 20%，高斯噪声标准差为 0.01 d. 采样率为 20%，高斯噪声标准差为 0.1
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图 3    不同采样率和不同噪声水平下仿真数据关于不同初始秩的相对均方误差结果
 

对于真实数据，本文对 HSV数据添加不同标

准差的高斯噪声进行测试，其中该数据进行了归一

化，即元素取值范围为 [0, 1]，所添加的高斯噪声

的标准差为 0.005和 0.01。图 4和图 5分别展示了

FCTN和 RFCTN方法对于不同采样率和不同噪声

水平下的 HSV数据关于不同初始秩的 PSNR和

SSIM恢复结果。从图中可以看到，对于不同的采

样率和不同噪声水平下的 HSV数据，随着初始秩

的增加，本文提出的 RFCTN的 PSNR和 SSIM结

果先提升，然后保持稳定，而 FCTN方法的 PSNR
和 SSIM结果先提升，到一定值后再下降，即

RFCTN对不同的初始秩比 FCTN更鲁棒。此外，

对于不同采样率和不同噪声水平的恢复结果，

RFCTN均优于 FCTN方法。
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图 4    不同采样率和不同噪声水平下 HSV数据关于不同初始秩的 PSNR结果

 

 3.1.4　小结

通过以上对仿真数据、彩色视频和高光谱视频

的实验分析，总结出如下结论。

1）因子张量的 Frobenius范数有助于提升 FCTN

方法的鲁棒性。当初始秩较小时 （如在 akiyo和
HSV数据中，初始秩小于 6），RFCTN和 FCTN
方法的重建性能相近，说明所提模型中的 FCTN分

解项占主导作用；而当初始秩较大时 （如初始秩
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大于 6），RFCTN中引入的 Frobenius正则项能够

强化目标张量的低秩结构，从而提升整体鲁棒性。

此外，从 FCTN的结果可以看出，当初始秩设置过

大时，仅依赖 FCTN分解项无法实现有效的重建，

其性能显著下降。这是由于 FCTN在秩选取不当时

容易过拟合观测数据，损害重建质量。
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图 5    不同采样率和不同噪声水平下 HSV数据关于不同初始秩的 SSIM结果
 

2）RFCTN在高采样率下展现出更强的鲁棒

性。对于高采样率 （如 akiyo数据中，采样率大于

等于 10%） 下，RFCTN方法对初始秩的敏感性较

低，重建结果稳定；而 FCTN方法在初始秩增大时

性能明显下降。对于低采样率情形 （如 SR=5%），

尽管两种方法的性能均随初始秩的增加而变差，但

在相同初始秩下，所提 RFCTN方法始终优于 FCTN
方法。结果表明，在低采样率下应优先选择较小的

初始秩。这是因为当观测数据极度缺失时，只有在

目标张量具有明显低秩特性的前提下 （即初始秩

设得足够小），模型才能成功提取有效结构，实现

高质量重建。

3）RFCTN在不同数据集与采样率条件下均表

现出优越的鲁棒性。基于上述分析，建议在低采样

率条件下，无论采用 RFCTN还是 FCTN，都应选

择较小的初始秩以确保重建效果；而在高采样率情

况下，虽然增加初始秩可进一步提升 RFCTN的性

能，但对 FCTN反而可能产生负面影响。基于此，

引入动态秩调整策略，以提升算法的适应能力和重

建质量。具体而言，可将初始秩设为全 1向量，并

在迭代过程中根据误差变化逐步更新秩，直至达到

预设的最大秩阈值。因此，本文所有实验均采用该

秩更新策略。

 3.2　图像修复

本节将通过仿真数据、彩色视频和高光谱视频

（HSV） 对所提出的方法进行全面评估，并与现

有的低秩张量填充方法进行了对比分析，以验证其

有效性。

 3.2.1　仿真数据

与前一节设置一致，初始秩向量设为全 1向
量，并采用秩更新策略，最大秩上限从集合 {2, 3, 4,
5, 6, 7} 中选择。

表 1展示了在采样率为 5%、10%、15%和

20%时，两个数据集的重建相对均方误差 （RSE）
结果。对于每个采样率，最佳结果用粗体突出显

示，次优结果用下划线表示。从表中可以明显看

出，所提 RFCTN方法在不同采样率下均获得最优

的 RSE。特别是在低采样率  （如 5%）  的情况

下，RFCTN的重建误差相比其他方法好出一个数

量级，充分体现了其修复性能的优越性。
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表 1    不同方法在仿真数据集上的重建相对均方误差对比
 

方法
20×20×20×20 12×12×12×12×12

5% 10% 15% 20% 5% 10% 15% 20%

观测数据 0.975 3 0.949 1 0.922 0 0.894 5 0.974 8 0.948 9 0.922 3 0.894 6
HaLRTC 0.933 3 0.814 7 0.014 8 0.011 8 0.966 1 0.734 9 0.635 4 0.426 3

t-SVD 0.486 0 0.029 3 0.013 7 0.0064 0.0247 0.015 2 0.010 6 0.008 2

TT 0.099 8 0.105 0 0.115 3 0.088 9 0.091 8 0.058 7 0.006 5 0.007 9

TRLRF 0.092 0 0.072 8 0.0099 0.010 3 0.106 7 0.067 3 0.008 0 0.005 6

FCTN 0.0436 0.0046 0.003 1 0.002 3 0.045 2 0.0094 0.0017 0.0013

RFCTN 0.009 1 0.003 7 0.003 1 0.002 3 0.005 4 0.002 8 0.001 6 0.001 2
 

 3.2.2　真实数据

针对真实数据，本文选用 3个彩色视频和一个高

光谱视频 （HSV）[36] 对所提方法的有效性进行评估。

测试所用的彩色视频是 akiyo、 container和
carphone，每个视频的大小为 144×176×3×50。观测

数据通过对原视频进行随机采样获得，采样率设置

为 5%、10%、15%和 20%。初始秩的上限从集合

{5, 6, 7, 8, 9, 10} 中选取。表 2展示了不同采样率

下，各方法在视频修复任务中的 PSNR和 SSIM结

果。可以观察到，尽管在 SR=5%时，RFCTN在

akiyo和 container视频上的 SSIM值略低于最优

值，但差异甚微；同时，该方法在 PSNR值方面表

现最优。在其他数据集和采样率条件下，所提

RFCTN方法均取得了最优的 PSNR和 SSIM值，

优于其他对比方法。此外，图 6展示了 container
视频在不同方法下的重建视觉结果，并且在每幅图

像下方附加了对应的局部放大区域，直观体现了所

提方法在细节恢复方面的优势。

 
 

表 2    不同方法在彩色视频数据集上的定量指标结果对比
 

数据 方法
5% 10% 15% 20%

PSNR SSIM PSNR SSIM PSNR SSIM PSNR SSIM

akiyo

观测数据 7.28 0.015 6 7.52 0.024 6 7.76 0.032 3 8.03 0.040 1
HaLRTC 11.16 0.330 7 17.67 0.546 8 24.24 0.754 8 27.59 0.853 4

t-SVD 32.03 0.928 6 35.76 0.967 2 38.05 0.979 2 39.95 0.985 6

TT 26.09 0.753 3 28.14 0.798 8 30.48 0.877 4 31.89 0.909 0

TRLRF 31.69 0.897 4 34.59 0.942 3 35.42 0.952 2 35.96 0.925 1

FCTN 32.68 0.917 5 37.53 0.9681 40.39 0.9814 42.34 0.9876

RFCTN 33.24 0.9263 38.36 0.972 9 41.17 0.984 3 43.23 0.989 5

container

观测数据 4.60 0.006 6 4.83 0.011 1 5.08 0.016 0 5.34 0.021 2
HaLRTC 8.51 0.153 7 14.67 0.359 5 21.12 0.699 1 25.22 0.844 0

t-SVD 28.81 0.895 8 34.91 0.958 7 37.59 0.972 5 39.71 0.979 9

TT 23.66 0.751 1 26.02 0.825 1 27.39 0.864 1 29.11 0.892 8

TRLRF 27.01 0.853 0 32.75 0.921 6 33.67 0.931 8 34.10 0.937 3

FCTN 29.76 0.884 0 36.70 0.9597 40.61 0.9772 41.66 0.9802

RFCTN 29.80 0.8873 37.67 0.966 1 40.99 0.978 9 42.28 0.982 6

carphone

观测数据 6.83 0.014 1 7.06 0.023 2 7.31 0.031 3 7.57 0.039 7
HaLRTC 10.69 0.290 5 16.87 0.504 1 22.64 0.698 4 25.66 0.804 0

t-SVD 27.18 0.798 8 29.36 0.857 4 30.75 0.887 6 31.93 0.908 7

TT 24.59 0.690 1 25.77 0.752 9 26.57 0.784 6 30.56 0.875 8

TRLRF 27.87 0.793 4 30.18 0.864 7 30.88 0.882 6 34.38 0.929 8

FCTN 28.29 0.8053 30.56 0.8780 32.40 0.9068 34.52 0.9319

RFCTN 28.67 0.814 7 31.45 0.883 0 33.46 0.916 5 34.96 0.934 4
 

测试所用的 HSV是一个大小为 60×60×20×20

的 4阶张量。由于 HSV数据在各个维度之间具有

较强的相关性，进一步考察其在极低采样率下的重

建性能，设置的采样率为 0.5%、1%、5%和 10%。

秩上限从集合{4, 5, 6, 7, 8}中选取。表 3展示了不

同采样率下不同方法的 PSNR和 SSIM结果。从表

中可以看出，与所有对比方法相比，RFCTN方法

在所有采样率下均取得了最佳的 PSNR和 SSIM结
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果。在较高采样率（如 SR=10%）的情况下，由

于 HSV数据本身具备显著的低秩结构，RFCTN和

FCTN方法均能实现较好的重建效果，且二者性能接

近。然而，在较低采样率（如 SR=0.5%，1%，5%）

下，RFCTN方法显著优于其他方法，表现出更强

的鲁棒性和重建能力。图 7展示了其中某一个波段

在不同方法下的恢复结果，并在每幅图像下方附加

了对应的局部放大区域。从这些图中看出，RFCTN
的重建结果波段更平滑，边缘更清晰，视觉质量显

著优于其他方法。即使在极低的采样率下（如 SR=
0.5%，1%），RFCTN方法仍能有效抑制噪声并保

留更多的图像细节，表现出卓越的重建效果。

 
 

真实图像 观测图像 HaLRTC t-SVD TT TRLRF FCTN RFCTN
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图 6    不同方法不同采样率下 container视频的定性恢复结果（为方便可视化，每幅图像的底部均绘制了放大区域）

 
 

表 3    不同方法在 HSV数据集上的定量指标结果对比
 

方法
0.5% 1% 5% 10%

PSNR SSIM PSNR SSIM PSNR SSIM PSNR SSIM

观测数据 8.21 0.002 7 8.24 0.004 3 8.42 0.016 0 8.65 0.030 2
HaLRTC 8.22 0.003 2 8.26 0.006 4 9.84 0.131 8 13.11 0.342 0

t-SVD 8.68 0.036 7 9.66 0.092 3 13.17 0.287 1 40.38 0.988 9

TT 22.98 0.706 5 25.58 0.775 7 27.75 0.850 6 35.12 0.948 9

TRLRF 23.04 0.7222 26.01 0.800 4 39.00 0.982 6 42.81 0.992 4

FCTN 23.97 0.758 3 28.92 0.8641 40.99 0.9879 47.29 0.9966
RFCTN 25.31 0.758 3 30.00 0.902 6 42.52 0.992 9 47.33 0.996 8

 

 3.3　参数和收敛性分析

ρ µ

ρ 10−5

10−4 10−3 10−2 10−1 µ

10−5 10−4 10−3 10−2 10−1

本节将讨论所提出的 RFCTN方法在不同近端

参数 和正则化参数 初始值下的性能表现。测试

数据选用 akiyo视频，采样率设定为 5%、10%、

15% 和 20%。实验中近端参数 的取值设为 、

、 、 、 ，正则参数 的取值为

、 、 、 、 、0.3、0.5、0.7、0.9。
通过系统实验，分析这些参数对模型性能的影响以

及算法的收敛行为。

ρ

图 8展示了在不同近端参数和正则化参数初始

值下的 PSNR和 SSIM结果。从图中可以看出，对

于不同初始近端参数，所提方法在 PSNR和 SSIM
指标上的差异较小，表明其对参数 具有良好的鲁

µ

µ

ρ

µ

棒性。对于正则化参数的不同初始值，恢复结果

的 SSIM值变化不大，PSNR值仅在一定的小范围

内波动，也进一步验证了所提方法对正则参数 的

初始化具有一定的鲁棒性。从实验结果可以得出如

下结论：对于具有较高采样率的数据，建议将正则

化参数 初始化为较小的数值 （如 0.1）；而对于

较低采样率的数据，较大的正则化参数初值 （如

0.3） 更有利于模型的重建效果。在本文的所有实

验中，为简便起见，统一将近端参数 和正则化参

数 设置为 0.1。综上，RFCTN方法不仅能够在不

同参数设置下保持优异的重建性能，而且对参数初

始值具有良好的鲁棒性，显著降低了参数调节的复

杂度和成本。
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真实图像 观测图像 HaLRTC t-SVD TT TRLRF FCTN RFCTN

S
R
=
0
.5
%

S
R
=
1
%

S
R
=
5
%

S
R
=
1
0
%

图 7    不同方法不同采样率下 HSV的定性恢复结果（为方便可视化，每幅图像的底部均绘制了放大区域）
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图 8    akiyo视频对参数的敏感性分析

 

接下来通过研究连续两次迭代中目标张量的

相对变化  （relative  change  between  two successive
estimated  tensors,  RelCha）来分析所提出 RFCTN

方法的收敛性。图 9展示了在不同参数和不同采

样率条件下，akiyo视频的 RelCha随迭代次数的

变化趋势。从图中可以看出，尽管在初始迭代阶
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段 RelCha曲线可能存在一定波动，但总体呈下降

趋势，随着迭代次数的增加逐渐趋于稳定。这表

明所提出的 RFCTN方法在数值上具有良好的收

敛性。
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图 9    akiyo的 RelCha随迭代次数在不同参数不同采样率上的变化趋势
 

 4　结束语

本文针对全连接张量网络 （FCTN） 分解方法

对初始秩严重依赖的问题，提出了一种通过

Frobenius范数对因子张量进行正则化的方法。因

子张量的 Frobenius范数正则具有类似于核范数的

低秩增强效果，且无须依赖奇异值分解运算。为求

解该模型，设计了一种基于近端交替最小化策略的

优化算法。在多个数据集及不同采样率下的实验结

果表明，本文方法相较于 FCTN方法对初始秩具有

更强的鲁棒性。此外，在重建性能方面，本方法在

定量和定性指标上均比现有先进方法更具竞争力。
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