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电磁散射问题的隐式频域有限体积方法

许    勇，孙俊峰*

（中国空气动力研究与发展中心 计算空气动力研究所，绵阳 621000）

摘要：为获得精确的电磁场空间分布和目标电磁散射特性，针对简谐波入射情况，提出了一种全新直接求解散射场形式

频域麦克斯韦方程组的隐式有限体积方法。频域有限体积方法是时域有限体积方法从时域到频域的拓展，待求解变量也从实

数型时空四维转变到复数型空间三维变量，并可应用各种定常加速技巧。频域有限体积法半离散迭代求解过程包含定常虚拟

时间推进和空间通量残差隐式 LU-SGS求解两步骤。大库朗（CFL）数计算显示了该全隐算法的无条件稳定性，二、三维完

全导电体、介质、介质/导体混合目标以及复杂外形目标电磁散射的频域有限体积法结果与矩量法、Mie级数解等验证对

比，证明该方法具有可信的计算精度和广泛的应用场景。
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Implicit frequency-domain finite volume method for electromagnetic
scattering problems
XU Yong and SUN Junfeng*

(Computational Aerodynamics Institute, China Aerodynamics Research and Development Center, Mianyang 621000, China)

Abstract:  A novel  implicit  frequency-domain  finite  volume  method  for  directly  solving  the  scattered-field
formulation  of  frequency-domain  Maxwell’s  equations  is  proposed  to  obtain  the  precise  spatial  distribution  of
electromagnetic fields and scattering characteristics of targets under harmonic wave incidence. This method is an
extension  of  the  time-domain  finite  volume  method  from  temporal  to  spectral  domains,  transforming  solution
variables from real-valued 4D spacetime coordinates into complex-valued 3D spatial representations while enabling
applications  of  various  steady-state  acceleration  techniques.  It  is  a  semi-discrete  scheme,  whose  solution  process
involves  two  steps:  steady-state  virtual  time  integration  and  implicit  LU-SGS  (lower  upper  symmetric  Gauss
Siedel)  solving  of  the  spatial  flux  residual.  Calculations  with  Large  Courant  number  show  that  this  implicit
algorithm has the advantage of unconditional stability. Numerical examples demonstrate that the frequency-domain
finite  volume  method  exhibits  comparable  computational  accuracy  to  methods  of  the  moments  and  Mie  series
solutions. It indicates that this method has extensive applicability across various scenarios.

Key  words:  Maxwell  equations;  finite  volume  frequency  domain  method  (FVFD);  implicit  LU-SGS;
electromagnetic scattering; radar cross section (RCS)
 

电磁散射、电磁干扰所需电磁场高可信数据目

前依赖于各种全波数值算法，最为著名的是矩量

法[1-5]（method of moment, MOM）、时域有限差分

法[6-7]（finite difference time domain, FDTD）以及有

限元方法 [8-9]（finite element method, FEM）。矩量

法求解电磁流积分方程，使用格林函数自动满足辐

射边界条件，在电大尺寸开域散射和辐射计算方面

具有优势。后两种是求解麦克斯韦或亥姆霍兹波动

方程组的微分方程方法，在截断网格空间进行电磁

场的时空计算时，其波传播会带来累积耗散和色散

误差，但有适用问题广、易于编程的优点。从 1989
年开始，时域有限体积法 [10-14]（finite volume time 
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domain, FVTD）从计算流体力学逐步被引入计算电

磁学，FVTD使用共形网格能更好地贴近物面，以

及在尖点、边缘和缝隙等处进行网格加密，与有限

元法相似，有易于处理复杂外形、材料，网格划分

灵活，以及精度高、通用性和鲁棒性强的特点，目

前是计算流体力学商业软件中的主流算法，在电磁

计算中也备受关注。

宽频谱电磁信号的辐射、散射问题在时域处理

计算上更为便捷，但对于连续周期信号输入的单频

简谐电磁波相关问题，从计算效率和精度以及网格

量方面考虑，频域模拟更为合理。频域中复数型麦

克斯韦方程组物理时间导数项可直接求导，再消去

两端相同的时间相位项，则待求解场从时域实数型

时空四维转换为空间三维频域复数型变量，非定常

转化为定常问题。频域复数方程更紧凑和简洁，不

包含时频转换所需的傅里叶变换过程，同时该方程

的频域求解方法更为电子工程界所熟悉。

直接数值求解频域麦克斯韦方程组的微分方

法主要包括频域有限差分法 [15-18]（finite difference
frequency domain, FDFD）和频域有限体积法（finite
volume frequency domain, FVFD）[19-23]，它们离散后

需求解线性代数方程组，工程实践中方程组的迭代

算法被大量使用。FDFD目前主要应用在二维波导

及光学结构问题。在 FVFD相关研究中，文献 [19]
用紧致差分计算空间通量，六阶显式滤波添加人工

粘性，时间积分用四阶点隐式 Runge-Kutta法，计

算过程繁琐复杂；文献 [20]利用相位间几何关系

构建空间通量和 BICGSTAB法计算场量线性代数

方程组。文献 [21-23]利用模式降阶技巧，将方程

系统投影到 Krylov子空间以减少变量数目。

FVFD作为一种电磁偏微分方程组数值方法，采用

空间非均匀分布网格能很好地仿真部件、非均匀介

质和复杂外形目标，未知变量数目仅与网格数目相

关，也能解决工程问题。但该方法目前还不完善，

因此发展结合外形、材料、网格通用性和各种加速

技巧的 FVFD方法很有必要。

本文提供了一种全新的频域电磁场计算的完整

架构。直接求解散射场形式的麦克斯韦方程组，避

免在网格空间中计算解析入射场带来的误差。通过

添加虚拟时间导数项，FVFD频域定常问题作为

FVTD特殊情形，能灵活运用各种时间迭代推进技

巧。隐式化通量项能增大 CFL（courant friedrichs
lewyor）数并降低刚性对稳定性的影响，前后向迭代

求解的 LU-SGS（lower upper symmetric gauss siedel）

算法则消除了矩阵求逆环节，减少计算量和存储占

用。最后通过大 CFL数和典型介质、导体目标雷

达散射截面的计算对比，验证了 FVFD方法鲁棒的

无条件稳定性和结果可信性。 

1　数值方法
 

1.1　控制方程

e−j2π f t

频域麦克斯韦方程组法拉第电磁感应定律和安

培定理（时间因子取 ）分别为：

∇×E = j2π f B (1)

∇×H = −j2π f D+ J (2)

f B
D J

式中，j是复数符号； 为简谐波频率； 为复数型

磁感应强度矢量； 是复数型电位移矢量； 是外

加强迫电流。麦克斯韦方程组其余两个高斯定理散

度方程是无散的，根据文献 [24-25]，如果无散条

件初始就满足，则该条件在数值过程的所有时刻都

满足，因此不需列出求解。若入射电磁场满足真空

麦克斯韦方程组，式 (1)和式 (2)的总场减去入射

场的麦克斯韦方程组就得到散射场满足的频域麦克

斯韦方程组，其两个旋度方程用矩阵表示为：

∂Q
∂τ
−2πj f Q+ ∂

Fx

∂x
+
∂Fy

∂y
+
∂Fz

∂z
= −S (3)

Q =



Bx
By
Bz
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Dy
Dz


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
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(4)

S =


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
(5)

Q B D
τ F

µr εr

σm、 σe i

t

式中， 是由 、 组合的散射电磁场守恒变量；

是人工添加的虚拟时间； 是直角坐标系下的电

磁通量； 是相对磁导率； 是相对介电常数；

对应磁导、电导损耗；上标 对应入射场；

上标 对应总场。而且经过时间相关法数值过程收

敛后，虚拟时间导数项趋于零，控制方程等效于原

始方程组。

贴体多块结构网格构成复杂外形体计算空间，

482 电子科技大学学报 第 54 卷



ξ,η,ζ网格的曲线坐标系有 这 3个方向，在每个网

格单元进行虚拟时间和体积积分，应用高斯定理把

体积分转化为单元表面面积分，得到曲线坐标系麦

克斯韦方程组守恒方程：

∂Q̂
∂τ
−2πj f Q̂+

∂F̂ξ
∂ξ
+
∂F̂η
∂η
+
∂F̂ζ
∂ζ
= −Ŝ (6)

F̂k = V(kxFx + kyFy+ kzFz) k = ξ,η,ζ (7)

V式中， 是网格单元体积；上标^表示曲线坐标系

下的变量值，经坐标变换计算。 

1.2　定常虚拟时间推进

式 (6)的隐式化虚拟时间离散为：

(Q̂n+1
l,p,q− Q̂n

l,p,q)

∆τ
−2πj f Q̂n+Ω

 ∂F̂ξ
∂ξ
+
∂F̂η
∂η
+
∂F̂ζ
∂ζ

n+1

l,p,q
+

(1−Ω)
 ∂F̂ξ
∂ξ
+
∂F̂η
∂η
+
∂F̂ζ
∂ζ

n
l,p,q
= −Ŝ

(8)

n l, p,q

Ω Ω = 1

Ω = 0

Ω = 1

式中，上标 为虚拟时间迭代步；下标 是网格

单元编号； 是隐式格式控制参数， 对应全隐

式， 对应全显式，其他为混合格式。如果不

增加虚拟时间导数，采用牛顿法计算该非线性代数

方程组，将面临初值必须落在真解有限区域附近，

及直接计算大存储、大计算量两大难题[26]，因此应

用虚拟时间推进收敛到定常解，能排除对初值的严

格限制，此时时间精度已无物理意义，且问题是刚

性的，故本文采用 对应的全隐格式。

∆τ为满足稳定性要求的虚拟时间步长，由

CFL数、当地网格、特征值计算，虚拟时间全隐算

法是无条件稳定的，但计算过程包含的隐式通量项

线性化和近似算符因子分解，多维网格质量以及方

程刚性都对稳定性带来一定破坏，因此研究 CFL
数的影响还是有意义的。本文的频域定常计算不同

于时域非定常计算，它在网格单元间可采用不等的

局部虚拟时间，以加快场收敛。 

1.3　空间通量残差隐式 LU-SGS计算

F
有限体积法的空间精度由精确计算网格单元分

界面的状态变量，进而精确计算分界面通量 来保

证，通量使用 Steger-Warming分裂获取：

Fk = F+k +F−k (9)

F+k = S(QL)Λ+(QL)S−(QL) (10)

F−k = S(QR)Λ−(QR)S−(QR) (11)

k = ξ,η,ζ S,S− Λ+,Λ−

QL,QR

式中， ； 是相似矩阵； 是正负

特征值组成的对角矩阵； 代表左右状态

变量，经 MUSCL格式插值计算，精度最高可达

三阶。

由此式 (8)转化为：

∆Q̂n

∆τ
+


∂

∂ξ
[(A++ A−)∆Q̂n]+

∂

∂η
[(B++B−)∆Q̂n]+

∂

∂ζ
[(C++C−)∆Q̂n]

=−RHS

(12)

RHS = −2πj f Q̂n+

 ∂F̂ξ
∂ξ
+
∂F̂η
∂η
+
∂F̂ζ
∂ζ

n
l,p,q
+ Ŝ (13)

A+, A−,B+,B−,C+,C− RHS

∆Q̂ =

Q̂n+1− Q̂n LDU

式中， 是分裂的系数矩阵；

为上一个迭代时间步的空间通量残差；

为迭代电磁场增量。该方程表示为

近似因子分解：

D−∆Q̂−+ D∆Q̂+ D+∆Q̂+ = −RHS (14)

D =
[

1
∆τ
+β(γA+γB+γC)

]
I (15)

D−∆Q− = −
(

A+l−1∆Ql−1+B+p−1∆Qp−1+C+q−1∆Qq−1
)
(16)

D+∆Q+ =
(
A−l+1∆Ql+1+B−p+1∆Qp+1+C−q+1∆Qq+1

)
(17)

∆Q̂

LU-SGS算法计算复杂度小[27]，采用前后向迭

代消除矩阵求逆，得到相邻虚拟时间步电磁场增

量 ： 
(LD−1U)∆Q̂ = −RHS
L = D+ D−
U = D+ D+

(18)

LU-SGS采用的前向循环和后向循环为：{
L∆Q = −RHS
∆Q = D−1U∆Q̂

(19)
 

1.4　初始及边界条件

本文 FVFD方法采用零场初值条件、金属壁面

完全导电体边界条件以及无反射截断远场边界条

件。数值计算所涉及的电磁变量用自由空间入射电

磁场作无量纲归一化。收敛标准是等效电流积分面

相邻迭代步电磁场最大幅度差值小于一定标准，在

电流等效面使用 Stratton-Chu积分方程来计算目标

雷达散射截面。 
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2　算例验证
 

2.1　二维金属方柱电磁散射

λ

300

二维方柱长 10波长，宽 1波长，TE极化，入

射电磁波在 XY平面与 X轴成 20°角入射。图 1为
计算网格，由两块 201×353×2结构网格构成，物

面网格每波长取 30个网格点，壁面法向网格的一

层高度取 ，远场截断边界在距物面 10波长

处。二维问题作为三维特例，空间网格在 Z方向仅有

两层网格点即一层单元，Z方向通量赋零或采用

对称边界条件，从而程序实现二维、三维问题统一

计算。

  

Incident wave

X

Y

Z

图 1    二维金属方柱计算网格
 

图 2为二维散射磁场等值线云图，清晰可见

与 X轴成 160°角的长边镜面反射波，与短边法向

成 20°的镜面反射波以及前向传播的绕射波。

  
无量纲

Bsz: −1.5 −1.3 −1.1 −0.9 −0.7 −0.3−0.5 −0.1 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 1.1 1.3 1.5

X

Y

Z

图 2    二维金属方柱散射磁场等值线云图
 

ϕ

图 3为 FVFD计算的二维金属方柱双站雷达散

射截面分布，横坐标 表示平面内散射方向与 X轴

λ沿逆时针方向的夹角，纵坐标为以波长 为参考计

算的 RCS分贝值，与矩量法对比吻合良好，FVFD
能很好地数值模拟镜面反射、棱边绕射等电磁

现象。
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图 3    二维金属方柱双站雷达散射截面分布
  

2.2　三维金属橄榄球电磁散射

EMCC橄榄球外形长度 0.254  m，最大半径

0.025 4 m，半锥角 22.62°。网格（如图 4所示）块

维度为 40×46×65，远场在 3波长外，远场到物面

距离理论上越远越好，但要兼顾反射杂波幅度和网

格量[28-29]，频率 f=1.18 GHz，收敛标准是等效电流

积分面相邻步场最大幅度差值小于 0.005。
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Z

图 4    金属橄榄球计算网格
 

图 5为 FVFD计算空间某点复数电磁场幅值的

收敛过程，图 6为同一位置时域电磁场的连续波振

荡波形，可见频域 FVFD是定常计算，而时域有限

体积法（FVTD）是场非定常迭代计算。

通常显式算法因稳定性限制，等效 CFL数有

个位量级上限。一维均匀网格下的无条件稳定全隐

算法，多维情况因通量线性化、算符因子分解以及

网格质量和方程刚性等原因，实际计算所取 CFL
数并不能无限放大。为验证 FVFD隐式算法鲁棒的

稳定性，图 7为不同 CFL数的电磁场 FVFD计算

收敛过程，FVFD收敛随 CFL数的增加而加速，

但到一定程度后加速效果缓慢。对于这种连续波单
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频入射情况，相同 CFL数条件下，FVFD较 FVTD
需更少的迭代步和计算时间。本算例中 FVFD耗时

1 515.7 s，少于 FVTD的 2 604.5 s，但因场变量为

复数，FVFD需要更多计算内存。相反地，FVTD
方法具有处理宽带信号问题的优势，这是 FVFD不

具备的。
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图 8为 FVFD计算的橄榄球无量纲表面诱导电

流（磁场由入射磁场归一化），图 9为 FVFD计算

的双站雷达散射截面与 FVTD和MOM的对比，即

使在 RCS为−40 dB量级时依然吻合良好，说明

FVFD数值精度高。
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2.3　均匀介质壳体电磁散射

εr = 1.6+ j0.8

均匀球形介质壳层，内径 0.8 m，厚度 0.2 m，介

质参数 ，频率 300 MHz。不同参数单

元间有场间断，计算根据物理条件做通量修正[30-31]。

图 10为 FVFD计算的垂直极化双站雷达散射截面

分布，与精确的Mie级数解比较，结果符合很好。
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图 10    球形介质壳层双站雷达散射截面分布（VV极化）
  

2.4　介质覆盖金属球电磁散射

FVFD具有介质/导体混合目标计算能力，金属

球覆盖一层介质算例，球半径 0.152 8 m，外半径
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εr = 2+ j µr = 1.5+ j0.50.162 8 m，波长 0.32 m， ， 。

图 11为基于 FVFD的双站雷达散射截面分布与精

确Mie级数解比较，二者吻合很好。
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2.5　复杂外形目标电磁散射

f θi = 90◦, φi = 30◦

FVFD具有处理复杂外形几何目标的能力 [32]，

模拟带弹翼导弹（长 3.6 m）电磁散射，图 12为复

杂外形目标的网格，232块网格，305万网格点。

=600 MHz，垂直极化， 。图 13
为对称面及表面电感应矢量 Z分量实部等值线，

图 14为无量纲表面诱导电流密度，可见边缘绕

射有大场梯度和诱导电流，其他信息都可从频域

电磁场空间分布中提取。图 15为在当前条件下，

FVFD计算的水平面双站雷达散射截面分布结果，

与多层快速多极子方法（multilevel  fast  multipole
algorithm, MLFMA）计算结果进行比较，可见 FVFD
有较高的数值计算精度。

 
 

图 12    复杂外形目标计算网格
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3　结束语

本文通过定常虚拟时间推进和隐式 LU-SGS算

法，建立了一种全新数值求解频域麦克斯韦方程组

的 FVFD方法完整架构。多种算例表明 FVFD是一

种能采用大 CFL数计算的无条件稳定的、高精度

电磁解算器，能广泛应用介质、导体电磁问题。下

一步 FVFD可结合拼接网格技术为多尺度问题提供

一种技术途径，也可作为 Krylov子空间方法的预

处理算法，方便和其他频域技术结合形成混合算法。
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