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摘要：集群天线阵列由部署于无人平台的分布式天线单元构成，为无线感知与通信提供了前所未有的灵活性与环境适应

性。然而，分布式架构及无人平台位置的随机扰动削弱了多天线单元的协同增益，对实现相干信号合成构成了严峻挑战。集

群天线的空间拓扑结构、平台的位置扰动以及天线规模对信号聚合性能的影响机理尚不明确。该文从确定性与随机性双重视

角出发，探究集群天线阵列实现波束赋形的可行性。首先，针对多线性形式的集群天线阵列结构，构建了理论分析框架，推

导了该类天线拓扑在波束合成过程中产生栅瓣的充要条件。对于双线性天线阵列，在不引入栅瓣的前提下，可放宽经典的半

波长间距约束。该结论突破了传统均匀线性阵列设计中关于栅瓣抑制必须满足半波长间距的固有准则。随后，系统研究了天

线位置扰动对波束赋形性能的影响。结果表明，天线的位置扰动将导致主瓣增益下降，主瓣增益的衰减无法通过单纯增加天

线规模予以有效补偿；相反，增大天线规模的主要作用在于抑制旁瓣电平的波动方差，提升波束方向图的稳定性。最后，基

于欧几里得随机矩阵的谱分析方法，研究了大规模无序天线阵列中涌现的确定性行为。当天线位置服从某种完全随机的空间

分布时，其对应的欧几里得随机矩阵经验谱分布在天线数量趋于无穷时，几乎必然收敛于一个确定性极限。该结果揭示了无

序天线阵列结构中蕴含的内在规律性，为后续大规模无序天线阵的建模与性能分析提供了必要的数学工具。
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Abstract:  Swarm antenna arrays, composed of spatially distributed antennas mounted on unmanned agents,
offer  substantial  flexibility  for  wireless  sensing  and  communication.  However,  their  reconfigurable  architecture,
susceptibility to collisions, and inherently stochastic nature present significant challenges to achieving collaborative
gain.  This  paper  investigates  the  feasibility  of  achieving  coherent  beamforming  in  such  systems  from  both
deterministic  and stochastic  perspectives.  First,  a  rigorous theoretical  framework is  developed to  characterize  the
necessary and sufficient conditions for the emergence of grating lobes in multiple linear configurations and further
show  that  for  dual  linear  arrays,  the  classical  half-wavelength  spacing  constraint  can  be  safely  relaxed  without
introducing  spatial  aliasing.  Second,  a  theoretical  analysis,  supported  by  empirical  validation,  is  presented  and
demonstrated  that  coherent  gain  can  be  approximately  preserved  under  realistic  positional  perturbations.  The
proposed results reveal that spatial perturbations introduce measurable degradation in the main lobe, an effect that
cannot  be  mitigated  merely  by  increasing  the  number  of  antennas.  Instead,  the  primary  benefit  of  scaling  lies  in
reducing the  variance of  perturbation-induced fluctuations.  Finally,  the  emergent  deterministic  behavior  of  large-
scale  disordered  arrays  is  examined  by  analyzing  the  spectral  properties  of  the  associated  Euclidean  random
matrices.  These results  provide new theoretical  foundations and practical  design guidelines for  enabling coherent
functionality in swarm antenna arrays.
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无人平台凭借其固有的灵活性、机动性与环境

适应能力，已成为无线感知与通信领域的变革性使

能技术[1-2]。近期研究表明，无人飞行器作为集感知

与通信功能于一体的多功能平台展现出巨大潜力[3-4]。

借助其高机动性，无人飞行器可动态构建高质量的

视距链路 [5]，从而有效支撑高效数据中继 [6-7]、信

道探测 [8-9] 以及广域无线覆盖[10] 等关键任务。在无

线感知方面，无人飞行器已被广泛应用于信源定

位 [11-12] 与无线环境地图构建 [13-14]，其核心技术通常

包括基于接收信号强度的指纹识别[15]、到达时间估

计[16] 以及到达角估计[17]。在通信应用中，搭载基站

的无人飞行器已在灾后应急通信、偏远地区临时覆

盖等场景中得到广泛研究[18-19]。

无人平台凭借其良好的经济性与操作简易性，

易于以集群形式部署 [20-21]。在面向无线感知与通信

的应用场景中，一种极具前景的天线系统范式是

“集群天线阵列”（swarm antenna array）——即

由多个无人平台各自搭载独立天线单元，协同构建

大规模、空间分布式且可重构的天线阵列[22-26]。该

架构作为一种新型可重构天线系统，显著拓展了传

统天线阵的空间自由度与功能边界。

根据应用场景与任务需求的差异，集群天线阵

列的协同增益可从两个不同的理论视角进行研究。

在面向通信的应用中，集群天线系统可被视为经

典 MIMO架构的扩展  [20, 23, 26]。该视角依托通信领

域的研究理论工具，重点开展系统容量分析、信道

估计与网络性能的评估。另一类方法聚焦天线阵列

的物理本质，将集群天线阵列视为一个在电磁意义

上紧密耦合的整体系统，着重研究波长尺度下的阵

内相干增益 [22, 24-25, 27]。在此框架下，通常结合电磁

理论、阵列信号处理与统计建模解析等方法，系统

探究集群拓扑结构对协同增益的影响。相较于第一

类方法，该视角更为底层，基于第一性原理的研究

范式，利用基础电磁与信号理论[28-29]，直接分析空

间拓扑对天线阵列核心性能表征——辐射方向图的

影响，从而深化对大规模集群天线阵列中确定性行

为的理解。

本文研究集群天线阵列实现相干波束赋形的可

行性。在传统阵列处理理论中，对于均匀线阵或面

阵，存在一条基本设计准则——半波长间距约束，其

核心作用是抑制栅瓣、防止空间谱的采样混叠[30]。

在集群天线的实际部署中，为降低无人平台间的碰

撞风险，天线单元间距无法过小。由此引出一个基

础的尚未被充分研究的问题：能否在不引入栅瓣的

前提下，放宽半波长间距约束？第二个问题源于天

线单元的位置扰动。与传统位置固定且精确校准的

阵列不同，集群天线阵列部署于可自由运动的无人

平台，阵列拓扑具有不确定性。天线位置抖动会削

弱相干信号的叠加性能，导致辐射方向图出现随机

波动，波束赋形性能恶化。如何定量刻画位置不确

定性对系统性能的影响，对集群天线阵列的鲁棒设

计至关重要。此外，在某些应用场景中，无人平台

在给定空间区域内呈随机分布，形成完全无序的阵

列拓扑。当天线单元位置服从特定的随机分布（如

均匀分布）时，尽管天线单元的空间位置具有完全

随机性，其宏观统计特性（如相关矩阵的谱分布）

却在天线数量趋于无穷时几乎必然收敛于某一确定

性极限，呈现出显著的规律性。这一现象体现了大

规模系统的核心优势：微观层面的随机性可诱导

宏观层面有序性的涌现。该规律为大规模无序集群

天线阵列的性能建模与理论分析提供了可用的数学

工具。

本文主要研究内容如下。

1） 栅瓣存在的充分必要条件。针对多线性阵

列拓扑结构，构建了严格的理论分析框架，系统推

导了栅瓣出现的充要条件，并进一步给出了各线性

子阵内部单元间距及其首单元相对位置的显式约束

表达式。一个关键发现是：对于双线性阵列，在不

引入空间混叠（即栅瓣）的前提下，经典半波长间

距准则可放宽。该结果突破了传统均匀线阵设计中

“单元间距不超过半波长”的固有约束，为构建拓

扑更灵活的集群天线提供了理论支撑。

2） 空间扰动导致波动的统计分析。通过理论

分析证明了天线单元存在位置扰动的情况下，集群

天线阵列的相干增益仍可近似保持。显式刻画了辐

射方向图的波动与关键参数（如位置扰动方差、单

元间距）之间的定量依赖关系。结果表明，空间位

置扰动将导致主瓣增益出现损失，且该损失无法通

过增加天线单元数量予以补偿；阵列规模扩大的收

益在于有效抑制由扰动引起的旁瓣电平波动的方

差，提升波束赋形的稳定性。

3） 大规模无序天线阵列涌现的确定性行为。

针对大规模无序的天线阵列，本文通过分析与无线

信道关联的欧几里得随机矩阵，证明了当天线单元

在给定三维空间区域内服从均匀随机分布时，其特

征值的经验谱分布在天线数量趋于无穷时几乎必然
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收敛于某一确定性极限谱。该结果揭示了尽管天线

单元在微观层面具有完全的空间随机性，阵列在宏

观尺度上涌现出了稳定的统计有序性。这一涌现规

律为大规模无序天线阵列的建模和分析提供了可用

的数学工具与理论基础。

 1　波动方程与格林函数

考虑一个理想点源，以各向同性方式均匀辐射

能量。在此情形下，描述波传播的三维波动方程可

简化为仅依赖于径向距离的一维形式[31]：

∂2

∂r2 (rψ) =
1
c2

∂2

∂t2 (rψ) (1)

r c

ψ(r; t)

r t

式中， 表示场点到源点的距离； 为波在介质中的

传播速度；波函数记为 ，显式体现对空间变

量 和时间变量 的依赖关系。式 (1)的解为：

ψ(r; t) =
f (ct− r)

r

c

f

该解描述一个以恒定速度 从源向外传播的球

面波，其波形由任意函数 决定。对于单频谐振

波，波函数取复指数形式：

ψ(r; t) =
E0

r
ej(Ωt−2πr/λ) =

e−j2πr/λ

r
E0ejΩt (2)

E0式中， 表示源的振幅。

ejΩt
e−j2πr/λ

r

由式 (2)可见，谐振球面波可分解为时间因子

与空间传播项 两部分。其中，空间项

（相差一个常数因子）为自由空间中亥姆霍兹方程

的格林函数。众所周知，自由空间非齐次亥姆霍兹

方程的基本解（即格林函数）具有如下形式：

G(r, r′) =
e−j2π∥r−r′∥/λ

4π∥r− r′∥ (3)

∥r− r′∥ r r′式中，  表示观测点 与源 之间的欧氏距

离。格林函数刻画了单位复振幅点源在自由空间中

任意点所激发的场。

 2　集群天线阵列相干波束赋形的确定
性模型

本文重点探索集群天线阵列实现相干波束赋形

的可行性。为聚焦核心机理，首先考虑简化场景：

假设所有天线单元与目标均位于同一平面，如图 1
所示。该假设不失一般性，因其完整保留了波束赋

形的关键机理——正如均匀线阵可视为均匀面阵在

单一维度上的投影，二维集群天线阵列亦能有效表

征三维阵列的主要特性。

 

图 1    二维集群天线阵列
 

 2.1　远场区域中的协同波束赋形

n

rn

根据图 2 所示的几何关系，第 个天线单元与

目标之间的距离  可表示为：

rn =

√
(r sinθ− xn)2+ (r cosθ− yn)2 =√

r2−2rxn sinθ−2ryn cosθ+ x2
n + y2

n =

r

√
1−2

xn sinθ+ yn cosθ
r

+
x2

n + y2
n

r2 (4)

 
 

x

y

θ
r 

co
s 
θ−
y
n

r sin θ−xn
pn

r
rn

xn

yn

图 2    天线与目标间的几何关系示意图
 

xn sinθ+ yn cosθ≪ r

(xn sinθ+ yn cosθ)/r≪ 1
√

1+ x ≈
1+ x/2

在远场条件下，满足 ，即

。此时，利用泰勒展开

，并忽略高阶项，可得：√
1−2

xn sinθ+ yn cosθ
r

+
x2

n + y2
n

r2 ≈

1− xn sinθ+ yn cosθ
r

+
x2

n + y2
n

2r2 ≈

1− xn sinθ+ yn cosθ
r

(5)

rn将式 (5) 代入式 (4)，最终得到 的远场近似表

达式：

rn ≈ r− (xn sinθ+ yn cosθ)

1/r

当波束在远场区域进行相干叠加时，式 (2) 与
式 (3) 中由 项所表征的幅度衰减在各天线单元近
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wn n

θ

似相等，可视为常数。令   表示施加于第   个天

线单元的权重，那么叠加波束在方向   的归一化响

应可表示为：

fw(θ) =
1

N∑
n=1

|wn|

N∑
n=1

wnej2π[xn sinθ+yn cosθ]/λ (6)

fw(·) w
1/

∑N

n=1
|wn|

θ | fw(θ)| ⩽ 1

式中，函数 的下标 表示波束方向图由该权重

向量确定，归一化因子 确保对任意方向

，均有  。

如果将权重设置为：

wn = |wn|e−j2π[xn sinθs+yn cosθs]/λ (7)

θs fw(θs) =

1 θs

θs

|wn| = 1

则阵列在方向 处的归一化响应满足 
，表明波束主瓣指向  。其物理本质在于：该权

重通过引入与天线单元位置相关的共轭相位，有效

补偿了各天线单元因空间分布不同导致的在   方
向产生的传播相位差，从而实现叠加。一种被广泛

采用的权重是令所有单元等幅激励，即   ，

此时权重简化为：

wn = e−j2π[xn sinθs+yn cosθs]/λ (8)

尽管存在其他权重设计策略（如基于优化准则或

自适应波束形成的算法），鉴于相位差补偿方法形

式简洁便于分析，本文后续的分析将采用此方案。

 2.2　多线性阵列拓扑与栅瓣存在的充要条件

作为线阵的自然推广，多线性阵列拓扑是集群

天线阵列最具代表性的构型之一。在此拓扑中，天

线单元沿若干直线排列。尽管结构简单，多线性阵

列仍能有效反映波束扫描能力与方向图合成的关键

特性。多线性阵列拓扑为分析更复杂集群天线系统

提供了重要的理论基础和分析范式。

d ⩽ λ/2

在均匀线阵中，抑制栅瓣是一项基本设计约

束。栅瓣源于波前在空间上的周期性采样，表现为

方向图中非期望的极大值。旁瓣会引入角度模糊，

并削弱主瓣的能量集中度，显著劣化阵列的方向性

性能。为避免栅瓣，经典设计准则要求相邻单元间

距不超过半波长，即 。本文研究多线性阵列

构型下栅瓣存在的充要条件。

fw(·)
| fw(θ)| ⩽ 1 θ θs

| fw(θs)| = 1 θg , θs 2π

定义 1栅瓣　设   为归一化波束方向图函

数，满足  对所有 都成立，存在 使得

。若存在  （模  ）使得：

| fw(θg)| = 1

fw(·) θg

(θ1, θ2) M(·)
则称方向图    在   处存在栅瓣。更一般

地，对于某个区间 ，若存在非平凡映射  ，

w θ ∈ (θ1, θ2)使得对所有的   及任意   满足：

fw(θ) = fw
(
M(θ)

)
fw(·) (θ1, θ2) M(·)

θs ∈ (θ1, θ2) | fw(θs)| = 1

(M(θ1),M(θ2))

则称   对区间 呈现周期性，  称
为周期映射。如果 并满足 ，那

么该方向图在区间 内同时存在栅瓣。

对于图 3 所示的多线性阵列拓扑，式 (6) 中的

波束方向图可以简化为：

fw(θ) =
1

N1∑
n=1

|w1,n|+ · · ·+
NM∑
n=1

|wM,n|
×

( N1∑
n=1

w1,nej2π(n−1)d1 sinθ/λ+

ej2π[x2,1 sinθ+y2,1 cosθ]/λ
N2∑

n=1

w2,nej2π(n−1)d2 sinθ/λ+

· · ·+

ej2π[xM,1 sinθ+yM,1 cosθ]/λ
NM∑
n=1

wM,nej2π(n−1)dM sinθ/λ
)

(9)

ej2π[xM,1 sinθ+yM,1 cosθ]

ej2π(n−1)dM sinθ/λ

需要注意的是，上式中的

项仅仅依赖子阵列首单元位置，复指数函数

只与各子阵单元间距有关。
 
 

x

y

p1,1 p1,2 p1,N1p1,N1−1

p2,1 p2,2 p2,N2p2,N2−1

pM,1 pM,2 pM,NMpM,NM−1

d1

d2

dM

d1

d2

dM

图 3    多线性阵列拓扑结构示意图
 

fw(·)
(θ1, θ2)

M(·) θ ∈ (θ1, θ2) i = 1,2, · · · ,M

定理 1　多线性阵列的波束方向图  对区间

呈现周期性的充分必要条件是：存在非平凡

映射  ，对所有  和  满足：

(C1)
di
(
sinθ− sin(M(θ))

)
λ

∈ Z \ {0}

l = 2,3, · · · ,M以及对所有  满足：

(C2)
xl,1

(
sinθ− sin(M(θ))

)
+ yl,1

(
cosθ− cos(M(θ))

)
λ

∈ Z

fw(θ)证明：必要性证明如下。函数  可表示为

一系列复指数函数的加权和，见式 (9)。假设存在
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M(θ) , θ w
fw(θ) = fw(M(θ)) θ M(θ)

n1 = 1,2, · · · ,N1

非平凡映射  ，使得对任意权向量   均有

，各复指数基函数在   与   处
必须逐项相等。具体而言，对  ，有：

ej2π(n1−1)d1 sinθ/λ = ej2π(n1−1)d1 sin(M(θ))/λ (10)

l = 2,3, · · · ,M nl = 1,2, · · · ,Nl对   及  ，有：

ej2π(xl,1 sinθ+yl,1 cosθ)/λej2π(nl−1)dl sinθ/λ =

ej2π(xl,1 sin(M(θ))+yl,1 cos(M(θ)))/λej2π(nl−1)dl sin(M(θ))/λ (11)

nl = 1 nl−1

1 l = 2,3, · · · ,M
当   时，式 (11) 中与   相关的复指数

因子均为 ，因此对   可得：

ej2π(xl,1 sinθ+yl,1 cosθ)/λ = ej2π(xl,1 sin(M(θ))+yl,1 cos(M(θ)))/λ (12)

nl = 2,3, · · · ,Nl进一步，对  有：

ej2π(nl−1)dl sinθ/λ = ej2π(nl−1)dl sin(M(θ))/λ (13)

i = 1,2, · · · ,M由式 (10) 与式 (13) 可知，对每个  ，

di
(
sinθ− sin(M(θ))

)
λ

∈ Z \ {0}

l = 2,3, · · · ,M同理，由式 (12) 得，对  ，有：

xl,1
(
sinθ− sin(M(θ))

)
+ yl,1

(
cosθ− cos(M(θ))

)
λ

∈ Z

(C1) (C2)

θ M(θ)

w

对于充分性，若   与   成立，根据复指

数本身的周期性，式 (9) 中对应   与   的复指

数项相等，故对任意权向量   均有：

fw(θ) = fw(M(θ))

(C1)

(C2)

(C1)

(C2) (C1)

di/d j

di/d j

条件   规定了各子阵列内部单元间距必须

满足的周期性要求，而条件   则约束了各子阵

列首单元的相对位置。栅瓣的出现需同时满足 
与  。条件   进一步表明，栅瓣存在的必要

条件是任意两线阵单元间距之比   必须为有理

数。换言之，只要存在某对子阵列使得   为无

理数，就无法实现全局相位对齐，这种阵列拓扑天

然抑制了栅瓣的产生。

 2.3　双线性阵列拓扑

d1 = d2 = d

(C1) (C2)

为了深入理解定理 1，本文分析了一种由两个子

阵列构成的双线性阵列拓扑结构，且假设这两个子

阵列具有相同的单元间距（即  ），如图 4
所示。在此情形下，条件   与   可简化为：

d
λ

(
sinθ− sin(M(θ))

)
= p ∈ Z \ {0} (14)

以及
x2,1

λ

(
sinθ− sin(M(θ))

)
+

y2,1

λ

(
cosθ− cos(M(θ))

)
=

q ∈ Z (15)

(x2,1,y2,1)式中，  表示第 2个子阵列首单元相对于

第 1个子阵列首单元的位置坐标。

由式 (14) 可得：

sinθ− sin(M(θ)) =
p

d/λ

同理，由式 (15)可得：

cosθ− cos(M(θ)) =
qd/λ− p x2,1/λ

(d/λ)(y2,1/λ)

将两式联立可得：(
p

d/λ

)2

+

(
qd/λ− p x2,1/λ

(d/λ)(y2,1/λ)

)2

= 2−2cos
(
θ−M(θ)

)
(16)

利用式 (16) 可以得到非周期性波束方向图的

一个充分条件。
 
 

x

y

d

d

p2,1 p2,2

p1,1

y2,1

p1,2 p1,N
x2,1

p2,N−1

p1,N−1

图 4    双线性阵列拓扑结构示意图
 

d

(x2,1,y2,1) p ∈ Z \ {0} q ∈ Z

定理 2　给定两个具有相同单元间距   的线性

子阵列构成的双线性集群天线阵列，第 2个子阵列

的首单元相对于第 1个子阵列首单元的位置为

。若对所有   及   均满足：

(C3)
(

p
d/λ

)2

+

(
qd/λ− p x2,1/λ

(d/λ)(y2,1/λ)

)2

> 4

则该阵列的波束方向图是非周期的，不存在栅瓣。

(C3)

M(θ) M(θ)

(C3)

(C3) d < λ/2

(x2,1,y2,1) (C3)

d ⩽ λ/2

证明：如果条件   成立，那么一定不存在

映射   满足式 (16)。即不存在映射   能够同

时满足式 (14) 与 式 (15)。因此，波束方向图不具

有周期性，栅瓣亦不可能出现。需要指出的是，经

典的半波长间距准则亦可由条件 推出。从

的第一个平方项可知，一旦  ，无论坐标

 取何值，条件 均自动成立。也就是

说，当子阵列单元间距小于半波长时，无论双线性

阵列的间距是多少，波束方向图均无周期性，栅瓣

被天然抑制。这是经典均匀线阵采用   间距

以避免栅瓣的理论在多子阵列场景下的自然推广。

(C3)

定理 2 的核心启示在于，在双线性集群天线阵

列中，经典的“半波长”间距准则并非抑制栅瓣的

必要条件。条件   表明，即使单元间距大于半
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(x2,1,y2,1)波长，只要子阵列的相对位置   经适当选

取，仍可有效避免栅瓣的产生。该结论显著拓展了

集群天线阵列拓扑的设计空间。

d = 0.8λ x2,1 =

0.4λ

为了验证半波长限制的可突破性，取单元间距

，第二列子阵首单元的横向坐标为  
，若其纵坐标满足：

y2,1 <
1
√

9.75
≈ 0.320 3

(C3) p ∈ Z \ {0} q ∈ Z
y2,1 = 0.32λ

p2,1 p1,1

0.512 2λ

则条件  对任意   及   均成立。

为便于说明，取 。此时，第二个子阵列

首单元   与第一个子阵列首单元   之间的欧氏

距离约为  ，已超过半波长，如图 5所示。

θs (−π/2,π/2)

为验证该阵列拓扑下波束方向图无栅瓣，进行

如下数值实验：第一线阵包含 50 个天线单元，第

二线阵包含 49 个单元；阵列权重按式 (8) 选取，

扫描角   在区间   内变化。对应的扫描

波束方向图如图 6 所示。从图中可见整个扫描范围

内未出现栅瓣。尽管在某些扫描角度下存在较高的

旁瓣电平，但这些旁瓣并不满足栅瓣的定义（即方

向图在非扫描方向上出现与主瓣幅度相当的周期性

重复），因此不属于栅瓣。
  

p1,2

p2,1

d=0.8λ

0.
51

2 
2λ

0.512 2λ

a. d=0.8λ 

0.32λp1,1

b. d=
3
3√￣ λ

3
3√￣ λ

p1,1 p1,2

p2,1

≈0.577 4λ

3
3√￣
λ

3
3

√￣
λ

图 5    经典半波长间距约束的放宽

d =
√

3λ/3 ≈ 0.577 4λ x2,1 =
√

3λ/6 ≈
如果将两子阵列首单元约束为正三角构型，如

图 5b 所示，取  、

0.288 7λ y2,1=0.5λ p∈Z \ {0} q∈Z、 。对于任意   与  ，均有：(
p

d/λ

)2

+

(
qd/λ− p x2,1/λ

(d/λ)(y2,1/λ)

)2

= 3p2+ (2q− p)2 ⩾ 4

p = 1,q = 0 p = 1,q = 1等号仅在   或   时成立。对

应的扫描波束方向图示于图 7，可见整个扫描范围

内无栅瓣。该例进一步说明，在双线性阵列拓扑

中，经典半波长限制不再是抑制栅瓣的必要条件，

可以适当放宽。

M(·)
(−π/2,π/2)

(C3)

(−π/2,π/2)

需要进一步指出的是，定理 1 与定理 2 并未对

映射   施加任何限制。在实际中，角域通常被

限定在   范围内。这意味着，对于某些阵

列拓扑，即使条件   不满足，所产生的栅瓣也

可能位于感兴趣范围之外，从而在   观测

不到。对这一现象的深入分析超出本文的研究范

围，此处仅通过一个示例予以说明。
  

a. θ
s
∈(−π/2, π/2)

b. θ
s
=−90°, −70°, ··· , 70°, 90°

1.0

0.5

0
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90
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−10

−30
−50
−70

−90

θ s  
/(°

)

1.0

0.5

0
−90 −70 −50 −30 −10 10 30 50 70 90θ/(°)

90
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30

10
−10

−30
−50
−70

−90

θ s  
/(°

)

d = 0.8λ x2,1 = 0.4λ
y2,1 = 0.32λ

图 6    双线性阵列波束方向图， 、  与
 

d =

0.6λ >
√

3λ/3 x2,1 y2,1

p = 1,q = 0 p = 1,q = 1 (C3)

(−π/2,π/2)

(C3)

依然保持正三角拓扑，但将边长增至  
（同步放大   与  确保几何相似

性），对    及   ，  不再成

立。然而，图 8 的数值结果表明，在感兴趣的角域

视场  内仍未观测到栅瓣。这一现象说

明，即使   不满足，只要潜在的栅瓣方向落在

感兴趣视场之外，仍可保持无栅瓣特性。
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图 7    双线性阵列波束方向图， 、  与
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图 8    双线性阵列波束方向图，首单元呈正三角构型，

 3　天线位置扰动引发的波束方向图
波动

在集群天线阵列中，由机械振动与环境因素引

起的天线单元位置扰动是另一项不可忽视的挑战。

此类位置偏差会破坏信号的相干叠加，进而在辐射

方向图中引入随机波动。本节将系统分析此类扰动

对波束方向图的影响。

f̃w(θ)考虑扰动情况下的方向图函数 ，其表达

式为：

f̃w(θ) =

1
N∑

n=1

|wn|

N∑
n=1

wn ej2π
[
(xn+∆xn) sinθ+(yn+∆yn)cosθ

]
/λ (17)

[∆xn,∆yn]T

θs

θ = θs

一个合理的假设是扰动   服从某一特

定的概率分布。为便于分析，采用式 (7) 所定义的

相位补偿权重设计，该设计可确保在无扰动情况

下，阵列响应在指向方向   的实现相干叠加。在

此权重选择下，  处的受扰响应可简化为：

f̃w(θs)=
1

N∑
n=1

|wn|

N∑
n=1

|wn|ej2π(∆xn sinθs+∆yn cosθs)/λ (18)

f̃w(θs)下面将分析   的统计特性。

[∆xn,∆yn]T

N (0,Σn) f̃w(·) θs

定理 3　设扰动   服从二元高斯分布

，那么扰动方向图 在指向方向 处的

期望与方差分别为：

E
[
f̃w(θs)

]
=

1
N∑

n=1

|wn|

N∑
n=1

|wn|×

exp
(
−2π2

λ2

[
sinθs cosθs

]
Σn

[
sinθs
cosθs

])
(19)

Var
[
f̃w(θs)

]
=

1( N∑
n=1

|wn|
)2

N∑
n=1

|wn|2×

(
1− exp

(
−4π2

λ2

[
sinθs cosθs

]
Σn

[
sinθs
cosθs

]))
(20)

ej2π(∆xn sinθs+∆yn cosθs)/λ

[∆xn,∆yn]T

[∆xn,∆yn]T～N (0,Σn)

证明：首先计算复指数项 
的期望。该期望为随机向量   的特征函

数。由于  ，根据多元高斯分布

的特征函数，可得：
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E
[
ej2π(∆xn sinθs+∆yn cosθs)/λ

]
=

exp
(
−2π2

λ2

[
sinθs cosθs

]
Σn

[
sinθs
cosθs

])
(21)

将上述结果代入式 (18)，并利用期望的线性，

即可得到式 (19) 所示的期望。

f̃w(θs)下面计算   的方差。由于各天线单元的位

置扰动相互独立，且权重为确定性常数，由方差的

可加性可得：

Var
[
f̃w(θs)

]
=

1( N∑
n=1

|wn|
)2

N∑
n=1

|wn|2×

Var
[
ej2π(∆xn sinθs+∆yn cosθs)/λ

]
(22)

根据：

Var
[
ej2π(∆xn sinθs+∆yn cosθs)/λ

]
=E

[∣∣∣ej2π(∆xn sinθs+∆yn cosθs)/λ
∣∣∣2]−∣∣∣∣E[

ej2π(∆xn sinθs+∆yn cosθs)/λ]∣∣∣∣2 =
1− exp

(
−4π2

λ2

[
sinθs cosθs

]
Σn

[
sinθs
cosθs

])
即可得到式 (20)，证明完毕。

下面研究阵列方向图在非指向方向的统计特

性。与指向方向信号的相干叠加不同，非指向方向

上的响应呈现出更复杂的模式。

∆xn

∆yn

对于式 (17) 中的复指数项，如果位置扰动 
与   足够小，可以利用一阶泰勒展开对该项进行

线性近似，那么：

ej2π[(x+∆x) sinθ+(y+∆y)cosθ]/λ ≈ ej2π[xsinθ+ycosθ]/λ(
1+ j2π/λsinθ∆x+ j2π/λcosθ∆y

)
f̃w(θ) ≈ fw(θ)+∆ fw(θ)

fw(θ) ∆ fw(θ)

∆ fw(θ)

上述一阶近似代入式 (17)，得到阵列响应的扰

动模型  ，如 式 (24) 所示，其中

 表示理想（无扰动）阵列方向图，  表
征由空间位置扰动引入的方向图偏差。该模型的关

键优势在于将无扰动响应与扰动引起的失真项显式

解耦，便于对性能损失进行解析分析。定理 4给出

了偏差项  的统计特性。

[∆xn,

∆yn]T～N (0, Σn) θ , θs

∆ fw(θ)

定理 4　设各天线单元的位置扰动满足 
。当扰动足够小，对任意   ，

由位置扰动引起的方向图偏差   近似服从零

均值复高斯分布，其方差为：

Var
[
∆ fw(θ)

]
=

(2π)2

λ2

N∑
n=1

|wn|2
[
sinθ cosθ

]
Σn

[
sinθ
cosθ

]
( N∑

n=1

|wn|
)2

(23)

θ , θs

∆ fw(θ) ∆xn ∆yn

[∆xn,∆yn]T～N (0,Σn)

∆ fw(θ)

证明：由式 (24) 可知，对于任意  ，方向

图偏差   是各单元位置扰动   与   的线

性函数。由于  ，其线性组合仍

服从高斯分布。因此，  为零均值复高斯随机

变量。其均值为零可由式 (25)直接得出。方差由独

立高斯变量线性组合的方差可加性，并结合式 (26)
的推导，即可得到式 (23)。

f̃w(θ) ≈ fw(θ)+
j2π

λ

N∑
n=1

|wn|

N∑
n=1

(
wnej2π[xn sinθ+yn cosθ]/λ

)
(sinθ∆xn+ cosθ∆yn)

︸                                                                       ︷︷                                                                       ︸
∆ fw(θ)

(24)

E[∆ fw(θ)] = E


j2π

λ

N∑
n=1

|wn|

N∑
n=1

(
wnej2π[xn sinθ+yn cosθ]/λ

)
(sinθ∆xn+ cosθ∆yn)


= 0 (25)

Var
[
∆ fw(θ)

]
= Var


j2π

λ

N∑
n=1

|wn|

N∑
n=1

(
wnej2π[xn sinθ+yn cosθ]/λ

)
(sinθ∆xn+ cosθ∆yn)


=

(2π)2

λ2

N∑
n=1

|wn|2 Var
[
sinθ∆xn+ cosθ∆yn

]
 N∑

n=1

|wn|


2 =
(2π)2

λ2

N∑
n=1

|wn|2
[
sinθ cosθ

]
Σn

[
sinθ
cosθ

]
 N∑

n=1

|wn|


2 (26)
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|wn| = 1 n = 1,2, · · · ,N x y

为了直观阐述定理 3 与定理 4的物理意义，考虑

如下场景，采用式 (8) 所示的相位补偿策略，即取

( )，并假设各单元在   与   方向

的位置扰动相互独立。在此条件下，可得如下推论。

[∆xn,

∆yn]T～N (0,σ2I)

f̃w(·) θs

推论 1　设各天线单元的位置扰动满足 
，且采用式 (8) 所示的相位补偿策

略。则扰动方向图 在指向方向  处的期望与方

差分别为：

E
[
f̃w(θs)

]
= exp

(−2π2σ2/λ2) (27)

Var
[
f̃w(θs)

]
=

1
N

(
1− exp

(−4π2σ2/λ2)) (28)

N式中，  为天线单元总数。

θ , θs

∆ fw(θ)

对非指向方向  ，当扰动足够小，方向图

偏差   近似为零均值复高斯随机变量，其方

差为：

Var
[
∆ fw(θ)

]
=

(2π)2

N

(σ
λ

)2
(29)

进一步，其尾概率满足如下亚高斯型界：

P
(|∆ fw(θ)| ⩾ t

)
⩽ 2exp

(
− t2N

2(2π)2(σ/λ)2

)
(30)

|wn| = 1 n = 1,2, · · · ,N Σn =

σ2I

∆ fw(θ)

证明：将条件  （ ）及 
 代入定理 3 与定理 4 中均值与方差表达式，即

可得到式 (27)～式 (29)。进一步地，由于   为
零均值复高斯随机变量，式 (30) 可由复高斯变量

的亚高斯性质导出。

N λ σ2

θs

σ2

1/N

定理 3、定理 4 与推论 1 的意义在于，显式揭

示了位置扰动对阵列方向图的影响机制，特别是主

瓣增益衰减与非指向方向响应偏差如何依赖于关键

系统参数：天线数  、波长  、扰动强度   以及

权重。特别地，式 (19) 与 式 (27) 表明，空间扰动

会在指向方向   上引起主瓣增益的确定性衰减；

该衰减主要由扰动强度   决定，并且无法通过增

加天线单元数量予以补偿。相比之下，扩大阵列规

模的主要收益体现在方向图在抑制非指向方向（如

旁瓣区域）波动的方差：如式  (28) 与  式  (29) 所
示，方向图波动的方差以   的速率衰减。换言

之，随着阵列规模扩大，方向图在非主瓣区域的统

计行为趋于更加稳定。

x y

0.1λ

为验证天线位置扰动对阵列方向图的影响，本

文对图 5b 所示的正三角形阵列拓扑结构进行了仿

真。具体来说，对于每个天线单元，在   和   方向

上分别引入独立的高斯位置扰动，标准差均为

。仿真结果如图 9 所示，尽管在整个扫描范围

内方向图出现了随机波动，但主瓣指向与方向图的

整体形态基本保持不变。

N = 159、199、239、279

| fw(θ)− fw(θ)|

θs = 0◦

N

为验证天线单元数对阵列方向图的影响，对

 这 4种取值分别进行 500
次独立试验，记录方向图的绝对误差 
并计算均值。平均误差如图 10 所示。结果表明，

随着单元数量增加，非指向方向的随机波动显著减

弱。值得注意的是，在指向方向   处，绝对

误差水平基本保持不变，并不随   增大而减小，

这与式 (27) 的理论预测一致，进一步验证了指向

方向的增益降低由扰动强度决定，无法通过扩容阵

列予以缓解。
  

a. θ
s
∈(−π/2, π/2)
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图 9    双线性阵列波束方向图，首单元呈正三角构型，
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图 10    方向图绝对误差
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 4　无序天线阵列中的涌现确定性行为

本节探讨与大规模无序天线阵列相关的欧几里

得随机矩阵所呈现的“渐近确定性行为”——这一

特性尚未被广泛研究，却可能在通信与感知任务的

性能分析中发挥重要的作用。在若干实际场景中，

天线单元的位置在给定区域内随机分布，如图 11
所示。尽管天线位置微观上具有完全随机性，某些

宏观统计量却展现出确定性规律，在阵列规模趋于

无穷时几乎必然收敛于确定性极限。这一现象体现

了大规模随机系统的典型特征——微观随机性孕育

宏观有序性，此类涌现规律不仅揭示了无序系统的

内在结构，也为大规模无序天线阵列的建模与性能

分析提供了有效的数学工具。

 
 

ri

rj

L

G i
,j
=
e
−j2
π||r
i−
r j
||/λ

2π
||r i
−r j
||/λ

N

L

图 11    大规模无序天线阵列示意图：  个天线单元均匀随

机分布于边长为   的立方体
 

N

V ⊂ R3 rn =

[xn,yn,zn]T n = 1,2, · · · ,N V

GN ∈ CN×N

定义 2 欧几里得随机矩阵　设集群天线阵列

由    个天线单元组成，其位置随机分布于三

维正立方体    内。各天线单元的位置  
（ ）相互独立，且服从   上

的均匀分布。该阵列对应的欧几里得随机矩阵

 定义为：

GN(i, j) =


exp(−j2π∥ri− r j∥/λ)
−2π∥ri− r j∥/λ

i , j

0 i = j

i , j

对比式 (3)可知，欧几里得随机矩阵的非对角

元素与自由空间中的格林函数仅相差一个常数因

子，因而可表征自由空间中的传播信道。换言之，

该矩阵可视为阵列所在空间信道在离散位置上的采

样矩阵。欧几里得随机矩阵可分解为实部与虚部。

对任意  ，有：

GN(i, j) =CN(i, j)+ jS N(i, j) =
cos(−2π∥ri− r j∥/λ)
−2π∥ri− r j∥/λ

+ j
sin(−2π∥ri− r j∥/λ)
−2π∥ri− r j∥/λ

N→∞
CN SN

一项关键的理论结果表明，在满足适当统计假

设条件下，当天线单元数量   时，实部矩阵

 与虚部矩阵   的经验谱分布几乎必然收敛于

某一确定的极限分布。

MN ∈ CN×N定义 3 经验谱分布　设   为 Hermitian
矩阵，其经验谱分布定义为：

µMN (x) ≡ 1
N

N∑
i=1

1{λi(MN )⩽x}

λ1(MN) ⩽ λ2(MN) ⩽ · · · ⩽ λN(MN) MN

1{·}

式中，  表示   的
特征值；  为指示函数。

L V
ρ = N/L3

在下述命题中，记    为立方体区域    的边

长，并定义天线密度为  。

SN GN

β = 2.8N/(2πL/λ)2 β < 1 N→∞
SN

命题 1　设   为欧几里得随机矩阵   的虚

部，令 。若  ，则当  ，

 的经验谱分布几乎必然收敛于 Marčenko-Pastur
分布，其概率密度函数为：

dµ(x) =
1

2πβx

√
(x−a)+(b− x)+

a = (1−
√
β)2 b = (1+

√
β)2 a+ =max(0,a)

β > 1

SN

式中， ； ； 。

当   时，Marčenko–Pastur 分布不再能准确刻画

 的谱渐近行为。

CN ρλ3≪ 1

β≪ 1 0

2
√
β

对于实部矩阵  ，在低密度极限   且
 时，其经验谱分布几乎必然收敛于以   为中

心、半径为   的 Wigner 半圆律，对应的密度函

数为：

dµ(x) =

√
4β− x2

2πβ

ρλ3≪ 1 β≫ 1 CN而在   但   的情形下，  的经验谱

分布则收敛于标准 Cauchy 分布，其密度函数为：

dµ(x) =
1

π(1+ x2)

f = 1 GHz λ = 0.3 m

该命题的严格证明在数学上较为复杂，已超出

本文的研究范畴，详细推导可参见文献 [32]。为验

证欧几里得随机矩阵所呈现的确定性谱行为，本文

在如下参数设置下开展数值实验：载波频率设为

，对应波长  ，天线单元总数固
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N = 8 000 L = 20 m

L = 40 m V
CN SN

定为  ，并均匀分布于边长分别为 
与   的立方体区域   内。在此基础上，分

别计算矩阵实部   与虚部   的经验谱分布，并

与相应的极限谱律进行对比。结果如图 12 与图 13
所示。在各自对应的参数范围内，经验谱分布与

Wigner 半圆律及 Marčenko-Pastur 分布高度吻合，

验证了前述渐近理论的有效性。

 
 

−0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
x

x

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

f c
 (
x)

a. 实部 (β=0.127 7)

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

b. 虚部 (β=0.127 7)

f c
 (
x)

ESD
LSD

ESD
LSD

图 12    欧几里得随机矩阵经验谱分布及

极限谱分布（L=20 m）
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图 13    欧几里得随机矩阵经验谱分布及

极限谱分布（L=40 m）
 

 5　结束语

本文研究了在确定性布局与随机位置扰动条件

下，集群天线阵列实现相干波束赋形的可行性。理

论分析表明，在多重线性阵列结构中，传统半波长

间距约束可被显著放宽，且不会引发栅瓣。尽管空

间扰动会导致主瓣增益有所下降，阵列仍能近似维

持其相干增益。进一步地，通过欧几里得随机矩阵

经验谱分布的渐近收敛特性，本文在高度无序的阵

列构型中揭示出一种涌现的统计规律。上述结果不

仅为集群天线阵列的鲁棒波束赋形奠定了新的理论

基础，也为面向未来无线系统的大规模阵列设计提

供了工程启示。
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