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融合自适应 RBF模型和多模态优化重要

抽样的小失效概率可靠性分析方法
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摘要：可靠性分析的目的是估计结构在多种不确定因素作用下的失效概率，而传统的方法如有限元分析等在进行可靠性

分析时非常耗时。针对这一问题该文提出了一种新的主动学习（AL）结构可靠性分析方法，该方法结合了径向基函数

（RBF）模型和基于多模态优化的重要抽样（IS）技术，旨在高效准确地估计小失效概率。该方法采用 RBF模型建立基于

实验设计（DoE）的真实功能函数的元模型，得到代理极限状态平面（LSS），然后利用基于进化多目标优化的多模态优化

（EMO-MMO）方法获得代理 LSS上的最可能点（MPP），根据每个MPP的权重建立辅助概率密度函数（iPDF）。最后根

据收敛准则不断添加新的训练点让 RBF模型足够精确，利用最后一次训练的 RBF模型，求解出结构失效概率。算例验证结

果表明基于主动学习的径向基函数重要抽样（AL-RBF-IS）方法能够在保证准确度的同时显著减少所需的训练点数量和计算
时间，特别是在处理小失效概率问题时表现出色。
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Reliability analysis method with small failure probability incorporated
adaptive RBF model and multimodal optimization
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Abstract:  The  purpose  of  structural  reliability  analysis  is  to  estimate  the  failure  probability  of  a  structure
under  the  action  of  multiple  uncertainties,  and  traditional  methods  such  as  finite  element  analysis  are  very  time-
consuming  in  performing  reliability  analysis.  To  address  this  problem  a  new  active  learning  (AL)  method  for
structural  reliability  analysis  that  combines  a  radial  basis  function  (RBF)  model  and  an  important  sampling  (IS)
technique based on multimodal optimization is proposed, aiming at estimating small failure probabilities efficiently
and accurately. The method uses the RBF model to build a metamodel of the true performance function based on
the design of experiments (DoE), obtains the surrogate limit state surface (LSS), and then adopts the evolutionary
multi-objective  optimization-based  multimodal  optimization  (EMO-MMO)  method  to  acquire  the  most  probable
point  (MPP) on the  surrogate  LSS,  and builds  an  instrumental  probability  density  functions  (iPDF) based on the
weight of each MPP. Finally, new training points are continuously added according to the convergence criterion to
make the RBF model sufficiently accurate, and the structural failure probability is solved using the last trained RBF
model.  The  verification  results  compared  with  classical  reliability  analysis  and  a  complex  engineering  example
show that the AL-RBF-IS method can significantly reduce the number of required training points and computing
time  while  guaranteeing  the  accuracy,  especially  performing  well  when  dealing  with  small  failure  probability
problems.
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在实际工程中，引起结构失效的因素往往具有

不确定性。结构的可靠性分析就是估计不确定因素

下的失效概率。为了准确计算失效概率，一般需要

对功能函数进行多次函数计算。但在实际的工程应

用当中，功能函数通常需要通过有限元分析得到。

因此，可靠性分析领域近几十年的重要研究方向就

是如何最大限度地减少功能函数的计算次数[1]。

基于 Kriging模型的主动学习（AL-KRG）可

靠性分析方法，以其高效、高精度的优点，成为当

前可靠性分析领域的研究热点。其中，融合主动学

习与蒙特卡罗模拟（Monte Carlo simulation, MCS）
的 AK-MCS方法是最具代表性的方法[2]。近年来，

研究人员不断加深对 AL-KRG模型的研究，从而

提高了 AL-KRG方法的效率，丰富了其应用场

景。这些研究主要分为如下几个方面：1）加点准

则[3-4]；2）面向需求的收敛准则[5-6]；3）极小概率

失效问题[7-8]；4）系统可靠性分析问题[9-10]；5）包

含认知不确性的可靠性分析问题[11]。

除了 Kriging模型，其他类型的代理模型也在

结构可靠性分析领域有较多研究。根据代理模型的

预测值，选出极限状态平面附近的点，同时定义拥

挤度函数，防止添加的训练点过于拥挤。文献 [12]
提出了一种用于径向基函数（radial basis function,
RBF）模型的主动学习函数，并利用 Jackknife交
叉验证方法得到的失效概率构造了相应的收敛准

则。文献 [13]提出了基于 RBF的顺序代理可靠性

方法，该方法经算例验证可以利用较少的样本数量

使代理模型在失效边界附近的重要区域的精度得到

提高，进而也提高了可靠性分析的效率。文献 [14]
提出采用自适应 RBF模型来近似功能函数，然后

用遗传算法来求解 MPP（most  probable  point），

并将这种可靠性分析方法命名为 RBF-GA。文献 [15]
提出的各向异性技术和快速交叉验证方法提高了

RBF的局部精度，降低了 RBF模型训练中的计算

强度。上述方法均采用蒙特卡罗方法进行失效概率

的估计，在面对小失效概率问题时会非常耗时。另

外，Jackknife交叉验证技术需要建立多个 RBF子

模型并多次预测子模型的标准差，这也会导致计算

时长增加。

因此，本文提出主动学习 BRF模型与多模态优

化重要抽样相结合的小失效概率可靠性分析方法，

先用 Jackknife交叉验证方法得到 RBF模型的不确

定参数，根据 RBF模型的不确定参数获得代理的极

限状态平面（limit state surface, LSS），然后利用基

于进化多目标优化的多模态优化（evolutionary multi-
objective  optimization-based  multimodal  optimization,
EMO-MMO）[16] 算法获取MPP，考虑MPP的权重建

立辅助概率密度函数（instrumental probability density
functions, iPDF）。最后根据收敛准则不断添加新的

训练点让 RBF模型足够精确，利用最后一次训练

的 RBF模型，求解得出结构失效概率。

 1　重要抽样与 RBF模型理论基础

 1.1　重要抽样

结构失效概率的定义为：

P f =P {G (x) < 0} =w
Rn

IF (G (x) < 0) f (x)dx (1)

Rn n x = [x1, x2, · · · , xn]

x ∈ Rn G (x)

P{·} f (x)

IF (x)

式中， 表示 维实向量； 为随机

变量，且满足 ； 为结构的功能函数；

为一个事件发生的概率； 为联合概率密

度函数； 为失效指示函数。

u

G (x) G (u)

h (u)

重要抽样方法是在标准正态空间中进行。标准

正态空间可以通过等概率变换得到，如 Rosenblatt
变换、近似正态分布变换和 Nataf变换等。用 表

示变换后的变量，则功能函数就从 变为 。

引入辅助概率密度函数（iPDF） ，式 (1)可表

示为：

P f =P {G (u) < 0} =w
Rn

IF (G (u) < 0)
ϕ (u)
h (u)

h (u)du (2)

ϕ (u)式中， 为标准正态空间的概率密度函数

（probability density functions, PDF）。失效概率可

以被估计为：

PIS
f =

1
NIS

NIS∑
i=1

IF(u(i))
ϕ(u(i))
h(u(i))

(3)

{
u(i), i = 1,2, · · · ,NIS

}
h (u)式中， 是 产生的重要样本。

变异系数可以表示为：

Cov(PIS
f ) ≈

√
Var(PIS

f )

PIS
f

(4)

失效概率的方差可以表示为：

Var(PIS
f ) ≈ 1

NIS

 1
NIS

NIS∑
i=1

I
[
G(u(i)) < 0

] (ϕ(u(i))
h
(
u(i)) )2− (PIS

f )
2


(5)
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 1.2　RBF模型

RBF模型使用了一系列以训练点为中心且对

称的基函数。径向基函数的特殊之处在于函数响应

随着离中心点的距离而单调增加或减少，所以径向

基函数模型的参数就是中心点、距离和径向基函数

的精确形状。

G (u)功能函数 用 RBF模型表示为：

G (u) =
k∑

i=1

φ
(
ru,i,c

)
βi = φβ (6)

φ =
[
φ
(
ru,1,c

)
,φ
(
ru,2,c

)
, · · · ,φ (ru,k,c

)]
β =
[
β1,β2, · · · ,βk

]T k

ϕ(·) ru,i =∥∥∥u−u(i)
∥∥∥ u u(i) c

式中， 表示基函

数向量； 表示权重系数向量； 为

径向基函数的个数； 即为径向基函数。

表示任意点 与 之间的空间距离； 是径

向基函数的形状参数。{
u(i), i = 1,2, · · · ,k

}
G(u(i))

将训练样本 和对应的响应

代入式 (6)，有：
G(u(1))
G(u(2))
...

G(u(k))

 =
φ (r11,c) φ (r12,c) · · · φ (r1,k,c

)
φ (r21,c) φ (r22,c) · · · φ (r2,k,c

)
...

...
...

φ
(
rk,1,c

)
φ
(
rk,2,c

) · · · φ (rk,k,c
)


β1
β2
...
βk

 (7)

其矩阵形式为：

G =Φβ (8)

G =
[
G(u(1)),G(u(2)), · · · ,G(u(k))

]T
Φ式中， ； 是训练点

位置的 RBF矩阵，表达式为：

Φ =


φ (r11,c) φ (r12,c) · · · φ (r1,k,c

)
φ (r21,c) φ (r22,c) · · · φ (r2,k,c

)
...

...
...

φ
(
rk,1,c

)
φ
(
rk,2,c

) · · · φ (rk,k,c
)
 (9)

β则系数向量 为：

β =Φ−1G (10)

β

c

利用权重系数向量 和式 (6)即可对未知点处

的预测响应进行估计。形状参数 对 RBF模型的精

度有较大的影响，采用 Jackknife交叉验证技术获

取最优形状参数表达式为：

min
c

1
k

k∑
i=1

(
βi
/

r̃(i)
)2

(11)

βi β i r̃(i) Φ−1 i式中， 为 的第 个元素； 是 的第 对角线

元素。

 1.3　RBF模型的预测标准差

模型预测标准差可以作为判断代理模型在未知

样本处拟合精度的标准，但 RBF模型本身不能估

计预测标准差。RBF模型的预测均值和方差可以

采用 Jackknife交叉验证方法获取。

{
u(i),G(u(i))

}
(i = 1,2, · · · ,m)

(u(i),G(u(i)))

当前实验设计（design  of  experiments,  DoE）
为 。如果除去一个训练点

，则径向基函数模型变为：

G(−i) =Φ(−i)β(−i) (12)

G(−i) G G(u(i)) Φ(−i)

Φ β(−i)

(u(i),G(u(i)))

u

式中， 表示 去掉 后的向量； 是删

除 的第 i行和第 i列元素得到的矩阵， 是新

的系数向量。去除一个训练点 后，RBF
模型在未知点 处的预测值为：

Ĝ(i) (u) = φ(i) (u) (Φ(−i))−1G(−i) (13)

φ(i) φ (x)

Φ(−i) O(m3)

m O(m4)

O(m3)

式中， 由删掉 的第 i列元素得到。式 (13)
中存在 的逆求解，计算复杂度为 。

Jackknife方法估计模型的预测均值和标准差需要

次逆运算。因此，总的时间复杂度为 。通

过借助分块求逆运算，可以将总体的时间复杂度降

至 ，如式 (14)所示。

(Φ(−i))−1 = Φ̃(−i)− ũ(−i)ũ(−i)T/d̃(−i) (14)

k

u
得到 个子模型的预测值后，可以按照

Jackknife方法来定义 的预测均值和预测标准差：

µG (u) =
1
k

k∑
m=1

Ĝ(m) (u) (15)

σ2
G (u) =

1
k (k−1)

k∑
m=1

(Ĝ(m) (u)−µG (u))
2 (16)

G (u)～

N
(
µg (u) ,σ2

g (u)
)并且与 Kriging模型类似，可以认定
[17-19]。

 2　AL-RBF-IS
 2.1　代理的 LSS

极限状态平面 LSS可以将随机空间划分为失

效区和安全区。但预测的不确定性使得 RBF模型

无法将失效区与安全区区分开来。考虑不确定性，

具有较大概率或置信度成为失效区域的为：

Ω̃F = {u |µG (u) ⩽ −ασG (u) } (17)

α α式中， 是一个常数，控制着置信度。如果将 设

置为 1.96，置信度将会是 95%。功能函数正负号有

较大可能性被错误预测的区域为：
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Ω̃U =

{
u
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ µG (u)
σG (u)

∣∣∣∣∣ ⩽ α} (18)

Ω̃F Ω̃U如图 1所示，使用 和 的集合能够保证任

何潜在的失效区域不发生遗漏，表示为：

Ω̃S = Ω̃F∪ Ω̃U = {u |µG (u) ⩽ ασG (u) } (19)

Ω̃S代理失效区域 的控制函数为：

ĜS (u) = µG (u)−ασG (u) (20)

ĜS (u) = 0就是本文的代理 LSS。
 
 

0 x1

x2

ΩU=
~

x
μG(x)
σG(x)

≤α

ΩF={x|μG(x)≤−ασG(x)}

G(x)~N(μG(x), σG(x))

μG(x)≤−ασG(x)
μG(x)=0

μG(x)≤ασG(x)

~

Ω̃F

Ω̃U

图 1    有较大可能性失效的区域 和正负号被错误预测的

区域
 

 2.2　搜寻多个MPP
在标准正态空间中，约束优化问题的最优解就

是MPP，表示为：
min

u
∥u∥

s.t.ĜS (u) ⩽ 0,u ∈
[
U, Ū
] (21)

[
U, Ū
]

G (u) ĜS (u)

式中， 是规定的搜索区域；在实际应用中，

很可能是一个多模态函数，因而 也是多

模态的。

G (u) ĜS (u)

ĜS (u)

此外，从初始 RBF模型得到的 LSS会非常不

准确，这时尽管 是单峰的，不代表 也是

单峰， 很有可能是多模态的，因此式 (21)可
能存在多个全局最优解。即使式 (21)只存在一个

全局最优解，某些局部最优解对于失效概率积分的

贡献不能直接忽略掉。如果仅以一个 MPP为中心

构建 iPDF，会使有偏估计的误差变得很大。所以

搜寻代理 LSS上所有的 MPP对于提高模型估计的

准确度是有意义的。

本文利用基于进化多目标优化的多模态优化

（EMO-MMO）[16] 算法对式 (21)进行求解。式 (21)
是一个约束优化问题，将它转换为无约束问题：

min P (u) =∥u∥+λmax(ĜS (u) ,0)2

s.t.u ∈
[
U, Ū
]

(22)

λ式中， 是一个非常大的惩罚因子。将式 (22)转化

为多目标优化问题：

min F (u) = (P (u) ,d (u))

s.t.u ∈
[
U, Ū
]

(23)

d (u)

d (u) u u

式中， 是一个保持候选解方案多样性的多样性

函数。利用非支配排序遗传算法Ⅱ（non-dominated
sorting genetic  algorithms-Ⅱ,  NSGA-Ⅱ），可以求

解式 (23)，得到在两个目标函数之间权衡的最优

解。在 EMO-MMO中， 是根据 与 所属的生

态位（即邻域）中所有其他解之间的距离来定义的[1]。

在 EMO-MMO中，历史候选解决方案被存储

在档案中。可以通过局部优化器进一步将多个最优

解细化。具体程序如下。

ĜS (u) ⩽ 0

D =
{
u−k ,k = 1,2, · · ·

}1）在历史候选解中，选择满足 的

点。记为 。

D
Nclust {D1,D2, · · · ,Dclust} {D1,D2, · · · ,Dclust}

ĜS (u) = 0 Nclust{
u(1)

F ,u
(2)
F , · · · ,u

(Nclust)
F

}
2）通过 K-means聚类算法，将 划分为

聚类 。在 中

获得最靠近代理 LSS 的最优点。记 最

优点为 。

u(i)
F

(i = 1,2, · · · ,Nclust)

u(i)
F

u(i)
F[

u(i)
F −0.1U, u(i)

F +0.1Ū
]

3）通过局部优化器细化最优解。输入

作为起始点，采用基于梯度的优

化方法进行局部搜素。由于 已经非常接近真正

的最优解，所以搜索空间可以定义为一个以 为

中心的非常小的超立方体，如 。

{
u∗i , i = 1,2, · · · ,k

}4）排除距离代理 LSS较远的解，得到代理

LSS的多个最优解（MPPs），记为 。

 2.3　考虑MPP的权重建立 iPDF

{
u∗i , i = 1,2, · · · ,k

}
EMO-MMO算法能够找到混合全局最优解、

局部最优解甚至劣等解的多个解。这就需要建立一

个能够考虑每个解的权重的 iPDF，避免训练点分

配到不重要的失效区域而造成浪费。

表示用 EMO-MMO算法得到的MPPs，将每个MPP
的权重定义为：

wi =
ϕ(−
∥∥∥u∗i ∥∥∥)

k∑
i=1

ϕ(−
∥∥∥u∗i ∥∥∥)

(24)

ϕ(−
∥∥∥u∗i ∥∥∥)

−
∥∥∥u∗i ∥∥∥

式中， 为标准正态分布累计函数在

处计算的函数值，则 iPDF可以表示为：
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h̃ (u) =
k∑

i=1

wiφ(u
∣∣∣u∗i ) (25)

其中：

φ(u
∣∣∣u∗i ) =

1
√

2π
exp

− (u−u∗i )2

2

 (26)

NIS h̃ (u)

然后根据文献 [20]中使用的采样方法即可生

成 个服从 的重要样本。

 2.4　收敛准则

Ω̃S

Ω̃U Ω̃U

Ω̃U

Ω̃S Ω̃F

由式 (19)可知代理失效区域 已经包含了区

域 ，因此添加的训练点将基本位于 中。随着

不断地加入新的训练点，区域 的大小将会不断

减小， 将不断地趋近于 。因此收敛条件定义为：

εP f =
P̃IS

fP

P̃IS
fB
> γ (27)

P̃IS
fP P̃IS

fB

γ = 0.95

P̃IS
fP P̃IS

fB

式中， 和 分别为系统失效区域的合理性度

量和相信度度量； 为本文规定的公差。

和 的计算公式为：

P̃IS
fP =

1
NIS

NIS∑
i=1

IF(u(i) ∈ Ω̃F)
ϕ(u(i))
h̃
(
u(i)) (28)

P̃IS
fB =

1
NIS

NIS∑
i=1

IF(u(i) ∈ Ω̃S)
ϕ(u(i))
h̃
(
u(i)) (29)

 2.5　AL-RBF-IS
本文提出的 AL-RBF-IS方法的流程如图 2所

示，具体过程如下。

1）将随机变量转化为标准正态空间。

[−5,5]n

2）采用拉丁超立方抽样（Latin  hypercube
sampling, LHS）方法生成少量初始训练点，对于中

低维问题，一般为 12个，对于高维问题应适当增

加初始训练点数量。采样空间选择 ，然后根

据初始 DoE构建初始 RBF模型。

3）使用欧式距离矩阵运算方法计算 RBF矩

阵，获得 RBF模型预测均值和标准差。

4）根据文献 [1]的 EMO-MMO算法获取多个

MPP。

NIS h̃ (u)

5）计算每个 MPP的权重并建立 iPDF，生成

个服从 的重要样本。

6）根据当前的 RBF模型的预测信息和式 (20)
得到代理 LSS。

NIS

u(∗)
7）在 个重要样本中找出 ERF最大的点，

记为 。

εP f > γ

u(∗)

u(∗)

8）如果 ，则说明 RBF模型足够精确，

可以执行步骤 9），否则，计算在 处功能函数

的真实值，将 加入 DoE中，更新 RBF模型。

9）根据 RBF模型预测失效概率。

 
 

LHS生成初始训练点

定义初始DoE, 训练RBF

模型
根据RBF模型预测均值
和标准差获得代理LSS

利用EMO-MMO算法
获取多个MPP

计算每个MPP的权重
建立iPDF, 生成NIS个

重要样本

估计失效概率

从重要样本中选
出ERF最大的点,

记为u(*)

将u(*)加入DoE中,

更新RBF模型

No

Yes

计算训练点位置功能
函数的值

初始化 留一交叉验证 主动学习

使用欧氏距离矩阵运算
方法计算RBF矩阵

使用矩阵运算获取所有
RBF子模型预测值

交叉验证方法获取RBF

模型预测均值和标准差

考虑MPP权重建立iPDF

获取RBF模型最优形状
参数

计算在u(*)处功能
函数的真实值

εPf 
>γ

图 2    AL-RBF-IS算法流程图

 

 3　数值算例

本节展示了 3个数值算例和 1个工程算例来体

现该算法的性能，每个数值算例均用该算法独立执

行 10次，求出平均结果。

 3.1　二维 4失效区域算例

k1 = 7,k2 = 6/
√

2+4

该算例是文献 [7]中的算例，该算例相较文献 [21]

中的经典算例，修改了参数 。

功能函数定义为：

G (u1,u2) =min



k1+
(u1−u2)2

10
− u1+u2√

2

k1+
(u1−u2)2

10
+

u1+u2√
2

u1−u2+ k2
u2−u1+ k2


(30)

u1,u2式中， 服从标准正态分布，失效概率的参考
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p f = 5.596×10−9

107

值为 ，参考值是基于子集模拟算

法 100次独立运行得到的[7]，样本大小为 。不同

方法的计算结果见表 1。
  

表 1    不同方法的二维 4失效区域算例结果
 

方法 P f失效概率 Ncalls功能函数调用次数 变异系数Cov/%

子集模拟[7] 5.596×10−9 107 0.04

eAK-MCS[7] 5.58×10−9 61.9 1.57

ALK-EMO-IS 5.63×10−9 12+29.9 4.00

AL-RBF-IS 5.6211×10−9 12+26.6 2.58
 

从表 1可以看出虽然该算例经过调整后失效概

率很小，但 eAK-MCS方法和本文提出的算法仍然

可以估计出较为准确的失效概率，而 AL-RBF-

IS相较于 eAK-MCS使用的训练点更少。AL-RBF-
IS在一次计算中的学习过程如图 3所示。从图中

可以看出，除去初始样本点外，其他多数训练点都

在失效区域与安全区域的边界附近，EMO-MMO
算法能够识别出所有的 MPP，从而能够有效识别

出极限状态平面。图 3为 AL-RBF-IS在一次测试

中的学习过程，图 4为其学习结果，第 4次和最后

的学习结果非常接近，这是因为第 4次学习，

RBF模型已经非常接近收敛准则。从图中可以看

出利用 EMO-MMO算法在每次学习过程中都能够

识别出所有的 MPP，使得 RBF模型在达到收敛准

则时，能够预测所有的失效区域。
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5

5

0

0
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u
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b. 第2次学习

u
2
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−5
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0

0

c. 第3次学习

u
2

u1

−5
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−10

−10

10
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5

5

0

0

d. 第4次学习

u
2

u1

−5

−5
−10

−10

真实功能函数
RBF模型预测

初始训练点
增加的训练点
MPP

真实功能函数
RBF模型预测

初始训练点
增加的训练点
MPP

真实功能函数
RBF模型预测

初始训练点
增加的训练点
MPP

图 3    AL-RBF-IS某一次学习过程
 

 
 

10
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5

5

0

0

u
2

u1

−5

−5
−10

−10

真实功能函数
RBF模型预测

初始训练点
增加的训练点
MPP

图 4    AL-RBF-IS算法测试结果

 3.2　非线性振荡器算例

该算例是一个六维的非线性无阻尼的振荡器，

如图 5所示。功能函数定义为：

G (c1,c2,m,r, t1,F) = 3r−
∣∣∣∣∣∣∣ 2F
mω2

0

sin(
ω0t1

2
)

∣∣∣∣∣∣∣ (31)

ω0 =

√
c1+ c2

m

F

P f = Pu (G (c1,c2,m,r, t,F) < 0)

P f = 1.514×10−8

式中， 。6个独立随机变量的分布情

况见表 2。变量 的标准差改为 0.075后，失效概

率 变得更小。参考值

为 。
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c1

c2 m

F(t)

F(t)

F1

tt1

图 5    非线性振荡器系统
 

 
 

表 2    非线性振荡器系统输入随机变量分布
 

随机变量 m c1 c2 r F t

均值 1 1 0.1 0.5 0.45 1

标准差 0.05 0.1 0.01 0.05 0.075 0.2

 

不同方法的计算结果见表 3。结果表明，本文

提出的 AL-RBF-IS方法在求解非线性振荡器算例

时，有较好的表现，与 AK-IS、eAK-MCS等方法

相比优势明显。本文提出的 AL-RBF-IS方法的功

能函数调用次数虽然略多于 ALK-EMO-IS方法，

但变异系数更小。AL-RBF-IS方法与 ALK-EMO-
IS方法的某一次学习过程对比如图 6所示，图中

展示了失效概率和估计误差的变化情况，所提方法

预测的失效概率逐渐收敛于真实的失效概率，误差

逐渐达到收敛准则的要求，同时迭代次数更少。

 
 

表 3    不同方法下非线性振荡器系统计算结果
 

方法 失效概率 功能函数调用次数 变异系数Cov/%

MCS[7] 1.51×10−8 107 0.04

AK-MCSi[7] 1.44×10−8 77 <5.00

AK-IS[15] 1.53×10−8 29+38 2.70

eAK-MCS[7] 1.51×10−8 44.7 8.35

AK-DIS[1] 1.58×10−8 48 —

ALK-EMO-IS[1] 1.54×10−8 36.6 4.08

AL-RBF-IS 1.57×10−8 12+27.4 2.88
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图 6    估计失效概率和估计误差的演变

 3.3　23杆桁架结构

E1 E2

A1 A2

23杆桁架结构如图 7所示，结构受到 6个垂

直力作用，该算例有 10个独立的随机变量，分别

为横杆和斜杆的弹性模量（ 和 ）和横截面积

（ 和 ）以及 6个垂直力，具体分布情况见表 4。
功能函数定义为：

G (u) = 160−∆ (u) (32)

∆式中， 是桁架底部中点处的挠度。

 
 

P1 P2 P3 P4

Δ(x)

P5 P6

2
 m

6×4 m

图 7    23杆桁架结构
 
 

表 4    23杆桁架结构随机变量分布
 

变量 分布类型 均值 标准差

E1,E2/MPa弹性模量 对数正态 2.1×105 2.1×104

A1/mm2横截面积 对数正态 2.0×103 200

A2/mm2横截面积 对数正态 1.0×103 100

P1～P6/N载荷 极值分布 5.0×104 7.5×103

 

表 5为不同方法的计算结果。参考文献 [1]提
出了结合 Kriging模型和基于多模态优化的重要抽

样可靠性分析方法，该方法能够得到准确的结果，

但调用了 164.8次功能函数，而本文提出的方法仅

调用了 87.3次功能函数，同样得出了准确的结

果。这再一次体现了 AL-RBF-IS方法的优势。AL-
RBF-IS方法与 ALK-EMO-IS方法的学习过程对比

如图 8所示，从图中可以看出失效概率逐渐收敛于

真实的失效概率，精度逐渐提高，同时本文方法的

迭代次数更少。

 
 

表 5    不同方法下 23杆桁架结构计算结果
 

方法 P f失效概率 Ncalls功能函数调用次数 变异系数Cov/%

IS[1] 6.17×10−7 5×105 —

FORM[1] 1.91×10−7 120 —

SORM[1] 6.45×10−7 252 —

Full PCE[1] 3.71×10−7 443 —

Sparse PCE[1] 2.58×10−8 207 —

ALK-EMO-IS[1] 6.10×10−7 164.8 4.93

AK-PMC[22] 6.24×10−7 160.2 2.37

AL-RBF-IS 6.0358×10−7 12+75.3 5.05
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图 8    估计失效概率和估计误差的演变
 

 3.4　工程应用

在工程实际中，发动机的管路之间通过接头和

螺母进行连接，然后通过卡箍和支架固定到发动机

上，形成发动机的管路系统。发动机的工作状态一

般处于随机振动的环境中，而且管路系统一般都比

较长，且跨度较大，这进一步导致管路系统的不稳

定性。因此，一般需要额外的支撑约束来增强其稳

定性。本文以实际发动机燃油管路为研究对象，研

究其在随机振动激励下的可靠性问题。

本文采用 ANSYS APDL命令建立管路的有限

元模型，采用 pipe单元模拟管路，支撑约束用刚

度为 1.72×106 N/m的弹簧单元建立。管路系统节

点总数为 44个，单元总数为 43个，具体模型如

图 9所示。在本文中随机激励以加速度功率谱密度

函数（PSD）的形式给出，如图 10所示，其数值

根据 GJB 150.18A-2009中冲击试验要求进行随机

振动试验获得。激励施加在图 9所示 P12和 P15端
口的节点上，方向为全局坐标系的 x方向。通过

ANSYS软件获得的管路系统 x轴方向的应力云图

如图 11所示。

  
弯管2

弯管3

弯管1
支架2

支架1

图 9    管路系统模型
 

本文考虑管路系统的几何尺寸、材料 10个不

确定性因素的影响，随机输入变量的设置情况见

表 6，其中部分直管是指图 9中 L2、L3、L4、L9
和 L12。基于最大应力的管路系统的功能函数定

义为：

G (u) = σs−σmax (u) (33)

σs σmax

u = (u1,u2, · · · ,un)

G (u) ⩽ 0

式中， 为最大许用应力，本文取 63 MPa；
为基于有限元分析的最大应力； 表

示输入的随机变量， 表示结构失效。
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图 10    加速度功率谱密度函数
 
 
 

图 11    管路系统应力响应云图
 

 
 

表 6    管路系统随机变量分布
 

随机变量 分布类型 均值 标准差

E1/MPa管路材料弹性模量 正态分布 2×105 1×104

ρ1/kg ·m−3管路材料密度 正态分布 7 916 395.8

E2/MPa堵头材料弹性模量 正态分布 2×105 1×104

ρ2/kg ·m−3堵头材料密度 正态分布 7 850 392.5

D1/m部分直管外径 正态分布 0.025 4 1.27×10−3

t1/m部分直管壁厚 正态分布 7.012×10−4 3.506×10−5

D2/m堵头外径 正态分布 0.033 1.65×10−3

D3/m三通外径 正态分布 0.033 1.65×10−3

t2/m三通壁厚 正态分布 3.6×10−3 1.8×10−4

k/N ·m−1弹簧线刚度 正态分布 1.72×106 8.6×104
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P f = 1.673 5×10−5 CoV = 2.41%

管路系统的可靠性分析属于小失效概率问题，

分别采用 ALK-EMO-IS方法和 AL-RBF-IS方法计

算 10次，取平均值，结果见表 7。ALK-EMO-IS
方法平均调用了 192.2次真实功能函数，求解出失

效概率 ，变异系数 。
 
 

表 7    管路系统计算结果
 

方法 P f失效概率 Ncalls功能函数调用次数 变异系数Cov/%

ALK-EMO-IS 1.67×10−5 192.2 2.41
AL-RBF-IS 1.64×10−5 63.1 3.43

 

P f =

1.635 3×10−5 CoV = 3.43%

AL-RBF-IS方法平均仅调用了 63.1次真实功

能函数，初始样本点为 20个，之后在学习过程中

添加了 43.1个新的样本点。求解出失效概率

，变异系数为 。从结果可

以看出本文方法计算的失效概率精度较好，同时调

用的功能函数次数很少，说明此方法能够较好地解

决工程可靠性分析问题。如图 12所示，给出了

AL-RBF-IS方法与 ALK-EMO-IS方法在一次主动

学习过程中的对比结果。可以看出即使面对复杂的

工程问题，AL-RBF-IS在不断加点学习的过程中，

其误差逐渐达到收敛准则的要求，估计失效概率也

逐渐逼近参考值，与 ALK-EMO-IS方法相比，本

文方法在达到相同精度时所需的迭代次数更少，表

现出更高的学习效率。
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图 12    估计失效概率和估计误差的演变
 

 4　结束语

为了解决可靠性分析中的小失效概率问题，本

文提出了一种结合径向基函数（RBF）和基于多模

态优化的重要抽样的结构可靠性分析方法。该方法

采用 RBF模型建立基于 DoE的真实功能函数的元

模型，得到代理 LSS，然后利用 EMO-MMO方法

获得代理 LSS上的MPP，根据每个MPP的权重建

立 iPDF。最后根据收敛准则不断添加新的训练点

让 RBF模型足够精确，利用最后一次训练的 RBF
模型，求解得出结构失效概率。通过算例测试得到

以下结论。

1）通过交叉验证方法得到 RBF模型预测均值

和标准差，结合 EMO-MMO方法使 AL-RBF-IS方

法的效率得到了很大的提高。

2）与已有的 ALK-EMO-IS方法相比，本文所

提的 AL-RBF-IS方法保证了失效概率的计算精

度，同时效率有较好的提升。

3）AL-RBF-IS方法在面对极小失效概率问题

时也能得到准确的结果，另外，在解决实际工程中

的隐式问题时，AL-RBF-IS方法也有出色的表现。
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