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摘　要：长接地导线源的一维解析解可以通过对电偶极源解沿导线方向积分获得，而三维模型

中则难以直接加载。这里将长接地导线源看作多个电偶极源的组合，利用交错采样有限差分法，

进行了直接计算电场总场的有限长接地导线源电磁场三维正演研究，并验证了算法的正确性。

正演模拟时为消除场源奇异性，用电流密度呈伪ｄｅｌｔａ函数分布的等效源来代替点源。

关键词：有限长接地导线源；电偶极源；三维正演；交错采样有限差分；伪ｄｅｌｔａ函数
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０　引言

可控源电磁法（ＣＳＥＭ）于２０世纪７０年代发展

至今，广泛运用于矿产、油气、环境水文调查与检测

等领域［１－３］。

可控源电磁法常采用长接地导线源作为激发

源，其一维层状模型电磁场解析解可由电偶极子源

解沿导线方向进行积分得到［４］；而三维模型中，难以

直接加载，大多将长接地导线源看作多个电偶极源

的组合来处理，Ａｎｓａｒｉ等
［５］基于磁矢量势 Ｈｅｌｍ

ｈｏｌｔｚ方程将接地长导线源看作有限多个水平电偶

源的组合实现了接地长导线源的频率域电磁法三维

正演；李建慧等［６］同样将长接地导线源看作多个电

偶极源的组合的方式实现了基于电场总场矢量有限

元法的接地长导线源三维正演。可控源电磁法三维

正演模拟方面主要有两类思路：①分一二次场法和

直接计算总场法，早期第一类思路研究较多，有

Ｆａｒｑｕｈａｒｓｏｎ等
［７］采用积分方程法、Ｗｅｉｓｓ等

［８］采用

有限体积法、Ｓｔｒｅｉｃｈ
［９］采用交错有限差分法进行电

磁场数值模拟，这类思路克服了场源奇异性，但难以

适用于复杂模型；②另一类现今较为流行，张继

峰［１０］基于电场矢量波动方程以伪ｄｅｌｔａ函数方式加

载电性源，实现了水平电偶源的频率域电磁法三维

正演；Ａｎｓａｒｉ等
［５］、徐志峰等［１１］利用有限元法实现

了基于磁矢量势 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程的频率域发三维正

演，这类方法计算速度快，适用于复杂模型，但难以

有效加载场源。笔者利用多个电偶源代替长接地导

线源，引入伪ｄｅｌｔａ函数处理场源，采用满足能量守

恒定律的交错采样有限差分法进行了直接计算电场

总场的频率域电磁场三维正演研究。

１　交错采样有限差分法

１．１　麦克斯韦方程

可控源电磁法涉及的频率通常小于１０５ Ｈｚ，传

导电流σ犈 远大于位移电流犻εω犈，常忽略位移电

流。因此，电性源频率域麦克斯韦方程组如（１）



图１　交错采样示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｋｅｔｃｈｏｆｆｉｅｌｄｃｏｎｓｔｉｔｕｅｎｔｓ

　　ｉｎａｓｔａｇｇｅｒｅｄ－ｇｒｉｄ

式所示。

×犈＋犻ωμ０犎 ＝０

×犎 ＝σ犈＋犑犲 （１）

式中：犈 为电场强度；犎 为磁场强度；犑犲 为电流密

度；σ为电导率；ω为圆频率；μ０ 为磁导率。

１．２　交错采样网格离散化

进行网格离散化时，交错采样有限差分其采样

点不在网格节点上，而是在网格单元的面中心或棱

边的中间，在每个单元体的面中心定义磁场分量，在

棱的中心定义电场分量，如图１所示，计算时单元体

面上的电导率由两相邻单元电导率的算术平均值来

代替，而棱上的电导率由共棱的四个单元的电导率

算术平均值来代替，这种网格离散化方式遵守电磁

场能量守恒定律。

求解区域进行网格化后，利用差分近似微分对

式（１）进行离散化，获得单元格（犻，犼，犽）电场分量沿

犡方向关系式（３）及磁场分量与电场分量关系式

（４）～式（７）。将式（４）～式（７）带入式（３），消除磁场

分量，可建立起犈狓（犻，犼，犽）与周围相邻１２电场分量

犈狓（犻，犼－１，犽）、犈狓（犻，犼，犽－１）、犈狓（犻，犼＋１，犽）、

犈狓（犻，犼，犽＋１）、犈狔（犻，犼－１，犽）、犈狔（犻，犼－１，犽）、

犈狔（犻＋１，犼－１，犽）、犈狔 （犻，犼，犽）、犈狔 （犻＋１，犼，犽）、

犈狕（犻，犼，犽－１）、犈狕（犻＋１，犼，犽－１）、犈狕（犻，犼，犽）、

犈狕（犻＋１，犼，犽）的线性方程（８）。同理可获得犢、犣方

向的线性方程（９）、方程（１０）。

　　σ·犈狓（犻，犼，犽）＋犑犲狓（犻，犼，犽）＝
犎狕（犻，犼，犽）－犎狕（犻，犼－１，犽）

Δ^狔犼
－
犎狔（犻，犼，犽）－犎狔（犻，犼，犽－１）

Δ^狕犽
（２）

犻ωμ·犎狕（犻，犼，犽）＝
犈狔（犻＋１，犼，犽）－犈狔（犻，犼，犽）

Δ^狓犻
－
犈狓（犻，犼＋１，犽）－犈狓（犻，犼，犽）

Δ^狔犼
（３）

犻ωμ·犎狕（犻，犼－１，犽）＝
犈狔（犻＋１，犼－１，犽）－犈狔（犻，犼－１，犽）

Δ^狓犻
－
犈狓（犻，犼，犽）－犈狓（犻，犼－１，犽）

Δ^狓犼－１
（４）

犻ωμ·犎狔（犻，犼，犽）＝
犈狓（犻，犼，犽＋１）－犈狓（犻，犼，犽）

Δ^狕犽
－
犈狕（犻＋１，犼，犽）－犈狕（犻，犼，犽）

Δ^狓犻
（５）

犻ωμ·犎狔（犻，犼，犽－１）＝
犈狓（犻，犼，犽）－犈狓（犻，犼，犽－１）

Δ^狕犽
－
犈狕（犻＋１，犼，犽－１）－犈狕（犻，犼，犽－１）

Δ^狕犻
（６）

犆１·犈狓（犻，犼，犽－１）＋犆２·犈狓（犻，犼－１，犽）＋犆３·犈狓（犻，犼，犽）＋犮４·犈狓（犻，犼＋１，犽）＋

犆５·犈狓（犻，犼，犽＋１）＋犆６·犈狔（犻，犼－１，犽）＋犆７·犈狔（犻＋１，犼－１，犽）＋犆８犈狔（犻，犼，犽）＋

犆９·犈狔（犻＋１，犼，犽）＋犆１０·犈狕（犻，犼，犽－１）＋犆１１·犈狕（犻＋１，犼，犽－１）＋犆１２·犈狕（犻，犼，犽）＋

犆１３·犈狕（犻＋１，犼，犽）＝－犻ωμ·犑犲狓 （７）

式中：犆１ ＝－１／（Δ狕犽－１·Δ^狕犽）；犆２ ＝－１／（Δ狔犼－１·

Δ^狔犼）；犆４ ＝－１／（Δ狔犼·Δ^狔犼）；犆５＝－１／（Δ狕犽·Δ^狕犽）；

犆６ ＝１／（Δ^狔犼·Δ^狓犻），犆７＝犆８＝－犆９＝－犆６；犆１０＝

１／（Δ狕犽·Δ^狓犻）；犆１１＝犆１２＝－犆１３＝－犆１０；犆３＝－犆１

－犆２－犆４－犆５＋犻ωμ·σ（犻，犼，犽）。其中：Δ狔犼 ＝

狔（犼＋１）－狔（犼）；Δ狔犼－１ ＝狔（犼）－狔（犼－１）；Δ狕犽 ＝

狕（犽＋１）－狕（犽）；Δ狕犽－１ ＝狕（犽）－狕（犽－１）；Δ^狓犻 ＝

狓（犻＋１）－狓（犻）；Δ^狔犼 ＝ （狔（犼＋１）－狔（犼－１））／２；

Δ^狕犽 ＝ （狕（犽＋１）－狕（犽－１））／２。

　犆１·犈狔（犻，犼，犽－１）＋犆２·犈狔（犻－１，犼，犽）＋犆３·犈狔（犻，犼，犽）＋犆４（犻＋１，犼，犽）＋犆５·犈狔（犻，犼，犽＋１）＋

　犆６·犈狓（犻－１，犼，犽）＋犆７·犈狓（犻－１，犼＋１，犽）＋犆８·犈狓（犻，犼，犽）＋犆９·犈狓（犻，犼＋１，犽）＋

　犆１０·犈狕（犻，犼，犽－１）＋犆１１·犈狕（犻，犼＋１，犽－１）＋犆１２·犈狕（犻，犼，犽）＋犆１３·犈狕（犻，犼＋１，犽）＝－犻ωμ·犑犲狔 （９）

犆１·犈狕（犻，犼－１，犽）＋犆２·犈狕（犻－１，犼，犽）＋犆３·犈狕（犻，犼，犽）＋犆４犈狕（犻＋１，犼，犽）＋犆５·犈狕（犻，犼＋１，犽）＋

犆６·犈狓（犻－１，犼，犽）＋犆７·犈狓（犻，犼，犽）＋犆８·犈狓（犻－１，犼，犽＋１）＋犆９·犈狓（犻，犼，犽＋１）＋

犆１０·犈狔（犻，犼－１，犽）＋犆１１·犈狔（犻，犼，犽）＋犆１２·犈狔（犻，犼－１，犽＋１）＋犆１３·犈狔（犻，犼，犽＋１）＝－犻ωμ·犑犲狕 （１０）

８９４ 　　　　物探化探计算技术 ４５卷



１．３　长导线源的加载

交错采样有限差分法对求解区域进行网格单元

化后，长接地导线源会涉及多个网格单元。拟将长

接地导线源进行分段，每段等效为用电偶极源，通过

多个电偶极源场的直接叠加来等效长导线源场。

直接计算电场总场时为避免场源奇异性，引入

在一定体积内电流密度呈伪ｄｅｌｔａ函数分布的等效

源，加载在麦克斯韦方程的右端场源项，可表示为

犑犲＝δ（狓－狓０）·δ（狔－狔０）·δ（狕－狕０），式中狓、狔、狕

为网格节点坐标；狓０、狔０、狕０ 为电偶极子坐标。伪

ｄｅｌｔａ函数为式（１１）。

δ（狓－狓０）＝
１

２τ

０　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　狓－狓０ ≤－２τ

（（狓－狓０＋２τ）／τ）
２／２ －２τ＜狓－狓０ ≤－τ

－（（狓－狓０＋２τ）／τ）
２／２＋２（狓－狓０＋２τ）／τ－１ －τ＜狓－狓０ ≤τ

（（狓－狓０＋２τ）／τ）
２／２－４（狓－狓０＋２τ）／τ＋８ τ＜狓－狓０ ≤２τ

０ ２τ＜狓－狓

烅

烄

烆 ０

（１１）

１．４　边界条件与大型稀疏复数方程组求解

数值模拟时外拓范围远大于研究区域，电磁波

随距离迅速衰减，研究区域内的异常体在边界处的

影响很小，忽略不计，可将模型近似成一维模型，采

用接地长导线源一维模型响应公式来计算边界节点

的电磁场值，并在边界节点加载狄利克雷边界条

件［９］。

大型稀疏复数方程组采用广义最小残差法来求

解［１２－１４］，设定的残差限为１０－９，最大迭代次数为

４０００次。

２　算法验证与算例分析

２．１　算法验证

为了充分验证正演算法的准确性和多个电偶极

子代替长导线源的可行性，设计了一均匀半空间和

一层状模型。

２．１．１　均匀半空间模型

在１００ｐ·ｍ均匀半空间中采用频率为１０Ｈｚ

的４００ｍ接地导线源，沿狓方向放置，其中心位于

网格（０，－３０００，０）处。求解区域按７２×７２×４３进

行网格划分，正演时用５个电偶极子来代替长导线

源。从图２可看出，距源２０００ｍ处沿狓方向上的

三维正演计算结果与长导线源解析解无论是形态还

是大小吻合得很好，两者相对误差较小。

２．１．２　层状模型

层状模型第一地层厚度为１０００ｍ，电阻率为

１００Ω·ｍ；第二层厚度为２０００ｍ，电阻率为５Ω·

ｍ；第三层电阻率为２０Ω·ｍ。场源与均匀半空间

模型一样。

图３～图６为狓、狔观测方向的对比，发现狓方

向曲线吻合，相对误差较小。狔方向上曲线几乎重

图２　狓方向电磁场分量与解析解的对比
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图３　距源２５００ｍ狓方向上电场分量与解析解的对比
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图４　距源２５００ｍ狓方向上磁场分量与解析解的对比

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｍａｇｎｅｔｉｃｆｉｅｌｄｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆ

　　３ＤＣＳＥＭｍｏｄｅｌｉｎｇａｎｄｔｈｅｔｈｅｏｒｙｒｅｓｐｏｎｓｅ

　　ｏｆｌａｙｅｒｅｄｍｏｄｅｌｂｅ２．５ｋｉｌｏｍｅｔｅｒｓａｗａｙ

　　ｆｒｏｍｔｈｅｓｏｕｒｃｅｉｎｔｈｅｘｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

图５　狔方向上电场分量与解析解的对比
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合，近源的观测点相对误差稍偏大点。通过对比不

同方向上电磁场分量，发现正演计算结果与解析解

相近，相对误差较小。

为了充分验证不同频率下多个电偶极子代替长

接地导线源的可行性，选取观测点（－９５０，－１９５０，

０）不同频率的数值模拟解与解析解进行对比。共选

取２６个频点１Ｈｚ、１．５Ｈｚ、２Ｈｚ、３．２Ｈｚ、５Ｈｚ、７．５

Ｈｚ、１０Ｈｚ、１６Ｈｚ、２０Ｈｚ、３６Ｈｚ、５０Ｈｚ、７５Ｈｚ、１００

Ｈｚ、１２０Ｈｚ、１７５Ｈｚ、２４０Ｈｚ、３６０Ｈｚ、４８０Ｈｚ、６４０

Ｈｚ、９６０Ｈｚ、１２００Ｈｚ、１７５０Ｈｚ、２４００Ｈｚ、４８００

图６　狔方向上磁场分量与解析解的对比

Ｆｉｇ．６　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｍａｇｎｅｔｉｃｆｉｅｌｄｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆ
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图７　不同频点下视电阻率对比图

Ｆｉｇ．７　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎＣａｇｎｉａｒｄｒｅｓｉｓｔｉｖｉｔｙｏｆ３Ｄ

　　　ＣＳＥＭｍｏｄｅｌｉｎｇａｎｄｔｈｅｔｈｅｏｒｙｒｅｓｐｏｎｓｅ

　　ｉｎｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

Ｈｚ、６４００Ｈｚ、９６００Ｈｚ。对比卡尼亚视电阻率和相

位曲线发现两者相对误差较小，均小于１０％，如图７

～图８所示。

为了更好地验证多个电偶极子代替长接地导线

源的可行性，采用同样的三层地电模型用１１个偶极

子来代替１０００ｍ长接地导线源。计算结果如表１

所示，距源中心２０００ｍ狓方向测线上的数值模拟结

果与解析解的卡尼亚视电阻率和相位相对误差较小。

通过不同观测方向、不同频率、不同长度的多方

面对比，说明三维正演程序的正确性以及多个电偶

极子代替长导线源的可行性。
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表１　视电阻率与相位相对误差分析表

Ｔａｂ．１　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎＣａｇｎｉａｒｄｒｅｓｉｓｔｉｖｉｔｙａｎｄｉｍｐｅｄａｎｃｅｐｈａｓｅｏｆ３Ｄｍｏｄｅｌｉｎｇａｎｄｔｈｅｔｈｅｏｒｙｒｅｓｐｏｎｓｅ

点号（狓坐标） 视电阻率（模拟值） 视电阻率（解析解） 相对误差／％ 相位（模拟值） 相位（解析解） 相对误差／％

５０．００ １０２．７９ １０３．６９ ０．８７ ５８．２０ ５８．８３ １．０９

１５０．００ １０２．８０ １０３．７０ ０．８８ ５８．２３ ５８．８６ １．０９

２５０．００ １０２．８２ １０３．７２ ０．８８ ５８．２８ ５８．９２ １．０９

３５０．００ １０２．８４ １０３．７５ ０．８９ ５８．３７ ５９．０１ １．１０

４５０．００ １０２．８７ １０３．７９ ０．８９ ５８．４８ ５９．１３ １．１１

５５０．００ １０２．９２ １０３．８４ ０．９０ ５８．６１ ５９．２７ １．１３

６５０．００ １０２．９７ １０３．９１ ０．９１ ５８．７７ ５９．４４ １．１４

７５０．００ １０３．０４ １０３．９９ ０．９２ ５８．９５ ５９．６３ １．１５

８５０．００ １０３．１３ １０４．０９ ０．９３ ５９．１４ ５９．８４ １．１７

９５０．００ １０３．２４ １０４．２１ ０．９３ ５９．３６ ６０．０６ １．１９

１０５０．００ １０３．３７ １０４．３４ ０．９４ ５９．５８ ６０．３０ １．２１

１１５０．００ １０３．５２ １０４．４９ ０．９４ ５９．８２ ６０．５５ １．２２

１２５０．００ １０３．７０ １０４．６７ ０．９３ ６０．０７ ６０．８１ １．２４

１３５０．００ １０３．９１ １０４．８６ ０．９２ ６０．３２ ６１．０８ １．２６

１４５０．００ １０４．１５ １０５．０８ ０．９０ ６０．５８ ６１．３５ １．２７

１５５０．００ １０４．４１ １０５．３２ ０．８７ ６０．８３ ６１．６１ １．２９

１６５０．００ １０４．７１ １０５．５８ ０．８３ ６１．０８ ６１．８８ １．３０

１７５０．００ １０５．０５ １０５．８７ ０．７８ ６１．３３ ６２．１４ １．３１

１８５０．００ １０５．４２ １０６．１８ ０．７２ ６１．５７ ６２．３９ １．３３

１９５０．００ １０５．８３ １０６．５１ ０．６４ ６１．８０ ６２．６３ １．３４

２０５０．００ １０６．２８ １０６．８６ ０．５５ ６２．０２ ６２．８６ １．３５

２１５０．００ １０６．７８ １０７．２４ ０．４４ ６２．２３ ６３．０８ １．３６

２２５０．００ １０７．３２ １０７．６５ ０．３０ ６２．４２ ６３．２７ １．３６

２３５０．００ １０７．９２ １０８．０７ ０．１４ ６２．６０ ６３．４６ １．３７

２４５０．００ １０８．５８ １０８．５３ ０．０５ ６２．７６ ６３．６２ １．３７

图８　同频点下相位对比图

Ｆｉｇ．８　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｉｍｐｅｄａｎｃｅｐｈａｓｅｏｆ３Ｄ
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图９　异常体分布示意图及其相对误差

Ｆｉｇ．９　Ｓｈｅｔｃｈｏｆｒｅｓｉｓｔｉｖｉｔｙｍｏｄｅｌ

２．２　算例分析

笔者设计了四个简单的三维异常体模型，分析

了多个电偶极子代替长接地导线源情况下，不同异

常体电磁场卡尼亚视电阻率和相位的变化。

２．２．１　低、高阻异常体

在１００Ω·ｍ的均匀半空间中存在４００×４００×

１０５４期 万文涛，等：有限长接地导线源电磁场三维正演研究 　　　　



图１０　低阻异常体视电阻率和相位图拟断面图
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图１１　高阻异常体视电阻率和相位图拟断面图
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图１２　异常体分布示意

Ｆｉｇ．１２　Ｓｈｅｔｃｈｏｆｒｅｓｉｓｔｉｖｉｔｙｍｏｄｅｌ

２００的１０Ω·ｍ低阻体和５００Ω·ｍ的高阻体，具

体如图９所示。长接地导线源长１０００ｍ，三维正演

计算时用１１个偶极子代替。

从图１０～图１１上可看出，卡尼亚视电阻率和

相位对低阻反映明显，视电阻率对高阻反映明显，而

相位对高阻反映较差，不明显，说明了电磁法对高阻

体反映不灵敏的特性。

２．２．２　低－高阻异常体和高－低阻异常体

设计两个体积相同的异常体模型，低阻为１０

Ω·ｍ，高阻为５００Ω·ｍ，具体分布如图１２所示。

从图１０、图１１、图１３、图１４可以看出，不论是

低－高阻还是高－低阻模型，正演模拟结果表明对

低阻体的反映更明显，在低频时高阻受场源效应影

响。在低－高阻模型中，两异常体均能得到较好地

反映，低阻尤其明显；而高－低阻模型中，高阻距源

越近反映越不明显。从图１３～图１４可看出，不论

是视电阻率还是相位等值线图，其异常不是规则的，

异常的中心往远离场源方向偏移。

３　结论

采用交错采样有限差分法进行长接地导线源三

维正演研究表明：

１）直接计算电场总场的可控源电磁法三维正

演，不必计算一次场，计算效率高。

２）实现了将有限长接地导线源看作多个电偶源

组合的三维数值模拟，与其解析解对比，发现不同观

测方向、频率的数值模拟结果电场和磁场分量与解

析解较吻合，误差较小。论证了将有限长接地导线

源看作多个电偶源组合的可行性。

３）通过算例分析了异常体电磁场的卡尼亚视电

阻率和相位响应，发现视电阻率对低高阻都反映明

显，而相位对低阻反映明显，高阻较差。
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图１３　低－高阻异常体模型视电阻率和相位拟断面图
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图１４　高－低阻异常体模型视电阻率和相位拟断面图
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