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拟 ＭＱ函数在物探数据处理中的应用
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摘　要：拟 ＭＱ函数是一种保形、稳定、快速的插值方法，可改善地球物理数据处理效果。笔者首

先介绍了ＭＱ函数的基本原理，给出拟ＭＱ函数及其导数的表达式，并将该函数应用于物探数据处

理案例中以检验应用效果。发现在拟合地表高程数据时，利用该函数能够很好地逼近地表形态，最

大程度保留原始数据特征；在对高密度电法数据处理中，利用该函数能很好地压制噪声，从而更有

利于数据的分析与解释；在对电测深数据处理中，利用该函数进行一维插值和数值微分，能够较好

地提取地下弱异常信息，从而展示出拟ＭＱ函数在物探数据处理中的实用性及潜力。
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０　引言

地球物理观测的数据都可视为空间、时间域离

散的数字信号。在点距稀疏不均匀（如航空物探）、因

客观条件造成数据缺失（如地形因素）、仪器设备不稳

定造成部分坏记录的情况下，往往需要通过有效插值

方法尽量规律性补足观测数据集。另外，为避免数据

解释得到错误的认识，强噪音引起的异常数据需在数

据处理中剔除，并尽量采用一种保光滑、保形状的插

值方法对真实数据进行恢复。线性插值、样条插值等

常规插值方法在地球物理数据处理中应用广泛，但对

于一些特殊场景，其插值光滑效果还需改进。

ＭＱ函数（Ｍｕｌｔｉｑｕａｄｒｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ）最早由 Ｈａｒ

ｄｙ
［１］于１９７１年提出，Ｆｒａｎｋｅ

［２］发现在２９类散乱数

据插值中，ＭＱ函数的精确性、有效性、稳定性优于

其它方法，然而利用 ＭＱ函数需要求解线性方程组

且系数矩阵通常是病态的。因此，对 ＭＱ函数进行

某种近似且避免求解线性方程组的方法逐渐引起重

视，这种逼近函数被称为拟 ＭＱ函数。Ｂｅａｔｓｏｎ和

Ｐｏｗｅｌｌ
［３］利用 ＭＱ函数提出了三种单变量的拟ＭＱ

插值算子犙犃、犙犅、犙犆，并得到了它们的误差，同时证

明拟插值算子犙犆 具有很好的线性再生性和插值精

度。Ｗｕ和Ｓｃｈａｂａｃｋ
［４］对犙犆 进行改进，提出了一种

新的拟 ＭＱ插值算子犙犇，并讨论了它们的逼近阶

和保形性。后来，该插值算子被广泛应用于求解偏

微分方程［５－９］。此外，Ｌｉｎｇ
［１０］在 Ｗｕ和Ｓｃｈａｂａｃｋ工

作的基础上，提出了一种多水平单变量拟 ＭＱ插值

算子。Ｌｉｎｇ
［１１］还利用空间维数分离方法，构造了拟

ＭＱ插值算子犙犚。Ｊｉａｎｇ等人
［１２］在拟插值算子犙犇

的基础上构造了一种高精度的拟插值算子犙犠，该

算子具有保线性且具有很高的精度。高文武［１３］讨

论了基于导数信息的拟 ＭＱ插值的构造方法，并用

该方法构造了一个拟 ＭＱ插值算子，证明了该算子

的收敛性及保形性。

拟 ＭＱ函数无需求解线性方程组，根据离散节



点能快速直接给出插值结果，还具有良好的保形性、

计算稳定、计算量小等优点。因此，在过去的几十年

里，拟 ＭＱ函数取得了一定的发展
［１４－１６］。但整体

而言，该函数在地球物理领域的应用研究较少。

笔者利用 Ｗｕ和Ｓｃｈａｂａｃｋ
［４］提出的拟 ＭＱ插值

算子犙犇，分析整理了其在物探数据处理中的应用，主

要包括拟合地表高程、高密度电法数据插值与平滑、

电测深曲线插值与求导等，取得了良好的处理效果，

证实了该函数在物探数据处理中的有效性和实用性。

１　基本理论

１．１　ＭＱ函数

已知点集｛（狓犻，犳（狓犻））｝
狀
犻＝０，构建插值函数使其

满足插值条件：

犘（狓犼）＝∑
狀

犻＝０

犮犻φ（狓犼－狓犻）＝

犳（狓犼），犼＝０，１，…，狀 （１）

式中：φ（狓－狓犻）为 ＭＱ函数，对于一维插值问题，其

形式为：

φ犻（狓）＝φ（狓－狓犻）＝ （狓－狓犻）
２
＋狊槡

２ （２）

式中：狊为形状参数，决定了曲线的锐度。若相邻插

值结点的最大间隔为犺，狊相对犺保持相关且趋于零

可获得更高的准确性［１］。将式（１）写成矩阵形式：

犃犮＝狕 （３）

其中：

犃＝

狊 （狓０－狓１）２＋狊槡 ２ … （狓０－狓狀）２＋狊槡 ２

   

（狓狀－狓０）２＋狊槡 ２ （狓狀－狓１）２＋狊槡 ２ …

熿

燀

燄

燅狊

，

犮＝

犮０

犮１



犮

熿

燀

燄

燅狀

，狕＝

犳（狓０）

犳（狓１）



犳（狓狀

熿

燀

燄

燅）

求解线性方程（３），即可求得解向量犮狀×１。将解

向量犮狀×１及待插点狓犼 代入式（１），便可计算出待插

点狓犼的值犳（狓犼）。

１．２　拟 ＭＱ函数

为避免求解线性方程组，Ｂｅａｔｓｏｎ和 Ｐｏｗｅｌｌ
［３］

利用 ＭＱ 函数提出了三种单变量拟插值算子犙犃、

犙犅、犙犆。Ｗｕ和Ｓｃｈａｂａｃｋ
［４］在此基础上给出了逼近

阶和保形性较好的拟插值算子犙犇。

对于拟 ＭＱ函数，若插值结点：犪＝狓０＜狓１＜…

＜狓狀＝犫，犺＝ｍａｘ
１≤犻≤狀

｛狓犻－狓犻－１｝，对于给定函数犳（狓）∈

犆１［犪，犫］和数据｛（狓犻，犳（狓犻））｝
狀
犻＝０，引入拟插值算子

犙，使其满足犙犳（狓）＝∑犳（狓）·ψ犻（狓），其中ψ犻
（狓）是φ（狓－狓犻）的线性组合：

ψ犻（狓）＝
φ犻＋１（狓）－φ犻（狓）

２（狓犻＋１－狓犻）
－φ

犻（狓）－φ犻－１（狓）

２（狓犻－狓犻－１）
（４）

拟插值算子犙犅 满足：

犙犅犳（狓）＝犳（狓０）β０（狓）＋∑
狀－１

犻＝１

犳（狓犻）ψ犻（狓）＋

犳（狓狀）β狀（狓） （５）

式中：β０（狓）＝
１

２
＋φ

１（狓）－φ０（狓）

２（狓１－狓０）
，β狀（狓）＝

１

２
－

φ狀（狓）－φ狀－１（狓）

２（狓狀－狓狀－１）
。由（５）式可知，犙犅犳（狓）可视为以

犳（狓）离散点为系数的 ＭＱ函数φ（狓）的线性组合，

并加上常数项［犳（狓０）＋犳（狓狀）］／２。该常数项可能

因狓狀 的增加而导致误差发散，为了降低插值误差，

Ｂｅａｔｓｏｎ 和 Ｐｏｗｅｌｌ
［３］ 提 出 该 常 数 项 与

φ０（狓）－φ狀（狓）

狓狀－狓０
－（ ）１ 相乘，从而定义了插值算子

犙犃：

犙犃犳（狓）＝犳（狓０）α０（狓）＋∑
狀－１

犻＝１

犳（狓犻）ψ犻（狓）＋

犳（狓狀）α狀（狓） （６）

式中：α０ （狓）＝φ
１（狓）－φ０（狓）

２（狓１－狓０）
＋φ

０（狓）＋φ狀（狓）

２（狓狀－狓０）
，

α狀（狓）＝φ
狀（狓）－φ狀－１（狓）

２（狓狀－１－狓狀）
＋φ

０（狓）＋φ狀（狓）

２（狓狀－狓０）
。

为了进一步提高插值精度，相较于拟插值算子

犙犃 和犙犅，还可以引入更多条件定义拟插值算子

犙犆：

犙犆犳（狓）＝犙犅犳（狓）＋犳′（狓０）γ０（狓）＋

犳′（狓狀）γ狀（狓） （７）

将其改写为：

犙犆犳（狓）＝犳（狓０）β０（狓）＋犳′（狓０）γ０（狓）＋

∑
狀－１

犻＝１

犳（狓犻）ψ犻（狓）＋犳′（狓狀）γ狀（狓）＋

犳（狓狀）β狀（狓） （８）

其中，β０（狓）、β狀（狓）与 犙犅 中一致，γ０（狓）＝

狓－狓０－φ０（狓）

２
，γ狀（狓）＝

狓－狓狀＋φ狀（狓）

２
。

Ｂｅａｔｓｏｎ和Ｐｏｗｅｌｌ
［３］对三种拟插值算子进行了

大量测试，表明犙犆 的插值精度最高。但应用犙犆 需

要事先知道边界点的导数，实际应用中很难满足此

条件。为克服这一缺点，Ｗｕ和Ｓｃｈａｂａｃｋ
［４］对其进

行改进，定义了一种具有保单调性和保凸性且不需

２９ 　　　　物探化探计算技术 ４６卷



要知道边界点的导数值的拟插值算子犙犇，它的逼近

效果与犙犆 相当。拟插值算子犙犇 的定义如下：

犙犇犳（狓）＝犳（狓０）犪０（狓）＋犳（狓１）犪１（狓）＋

∑
狀－２

犻＝２

犳（狓犻）·ψ犻（狓）＋

犳（狓狀－１）犪狀－１（狓）＋犳（狓狀）犪狀（狓）（９）

式中：犪０（狓）＝
１

２
＋φ

１（狓）－（狓－狓０）

２（狓１－狓０）
，犪１（狓）＝

φ２（狓）－φ１（狓）

２（狓２－狓１）
－ φ

１（狓）－（狓－狓０）

２（狓１－狓０）
，犪狀－１ （狓）＝

（狓狀－狓）－φ狀－１（狓）

２（狓狀－狓狀－１）
－φ

狀－１（狓）－φ狀－２（狓）

２（狓狀－１－狓狀－２）
，犪狀（狓）＝

１

２

＋φ
狀－１（狓）－（狓狀－狓）

２（狓狀－狓狀－１）

可将式（９）展开为：

犙犇犳（狓）＝
１

２
犳０－

狓－狓０
２（狓１－狓０）

犳０＋

狓－狓０
２（狓１－狓０）

犳１＋

∑
狀－１

犻＝１

φ犻（狓）

２（狓犻－狓犻－１）
犳犻－１－ φ犻（狓）

２（狓犻＋１－狓犻）
犳犻－

φ犻（狓）

２（狓犻－狓犻－１）
犳犻＋ φ犻（狓）

２（狓犻＋１－狓犻）
犳犻＋

烄

烆

烌

烎
１

＋

１

２
犳狀＋

狓狀－狓

２（狓狀－狓狀－１）
犳狀－１－

狓狀－狓

２（狓狀－狓狀－１）
犳狀 ＝

１

２

犳０＋犳狀＋
犳１－犳０
狓１－狓０

（狓－狓０）＋

犳狀－１－犳狀
狓狀－１－狓狀

（狓－狓狀）

＋∑
狀－１

犻＝１

犳犻＋１－犳犻
狓犻＋１－狓犻

－
犳犻－犳犻－１
狓犻－狓犻－（ ）

１
φ犻（狓

熿

燀

燄

燅
）

（１０）

由于大量实际工程数据均无法给出插值端点处

的导数值，相比之下犙犇 具有更好的应用价值。

１．３　拟 ＭＱ函数的导数形式

常规插值方法往往只保证函数值插值精度，但

很多地球物理方法需要对数据的数值微分进行分析

以突出弱异常，这对插值方法提出了更高的要求。

对于式（１０），其一阶导数为：

犙犇犳′（狓）＝

１

２

犳１－犳０
狓１－狓０

＋
犳狀－１－犳狀
狓狀－１－狓狀

＋∑
狀－１

犻＝１

犳犻＋１－犳犻
狓犻＋１－狓犻

－
犳犻－犳犻－１
狓犻－狓犻－（ ）

１
φ′犻（狓

熿

燀

燄

燅
）

（１１）

其中φ′犻（狓）＝
狓－狓犻

狓－狓（ ）犻
２
＋狊槡

２
；

二阶导数为：

犙犇犳″（狓）＝
１

２
∑
狀－１

犻＝１

犳犻＋１－犳犻
狓犻＋１－狓犻

－
犳犻－犳犻－１
狓犻－狓犻（ ）

－１
φ″犻（狓）

（１２）

式中：φ″犻（狓）＝
狊２

（狓－狓犻）
２＋狊［ ］２

３
２

。

通过式（１１）、式（１２），便能推算出离散点的导数

值，从而在观测曲线中发挥提取弱异常的优势。

２　拟 ＭＱ函数在物探数据处理中的

应用

２．１　在地表高程插值中的应用

以山东某金矿地球物理勘查剖面的地表高程数

据为例，该剖面已知的地表高程点有６４个，横向分

布范围为［０～４４６０］，并且呈不等间距分布。以

１０ｍ为间隔从０到４４６０均匀采样作为待插结点，

采用三次样条函数及拟 ＭＱ函数对地表高程点分

别进行插值。插值结果如图１、图２所示。

可以看出：在利用三次样条函数进行插值时，当

函数值变化较大且插值结点较稀疏时，会在插值结

点附近引起插值曲线的震荡（如３１６０ｍ～３２６０ｍ），

而拟ＭＱ函数则避免了这一缺陷。当形状参数狊＝０

时，插值曲线与原始高程曲线完全重合。当狊相对

犺（相邻插值结点的最大间隔）逐渐增大时，插值曲

线在阶跃点处的光滑程度也随之增大，但总体形态
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图３　高密度视电阻率断面处理前后对比图
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与原曲线保持一致。因此，说明拟 ＭＱ函数具有良

好的保形性和保单调性。对于形状参数狊的选择问

题，目前没有一个量化的选择依据，但为了获得更高

的准确性，狊与犺 保持相关且趋于零时是最有利

的［１］。若将拟 ＭＱ函数用于高程拟合，形状函数不

宜取得过大（狊＜犺／１０），否则插值曲线将过于平滑。

２．２　在高密度电法数据处理中的应用

在高密度电法勘探中，常常因电极接地电阻过

大或浅地表不均匀体的影响，使得观测数据含有一

定程度的干扰噪声（浅部因素也会影响深部数据）。

在布设的电极阵列中，同一根电极可能会作为供电

电极或测量电极，如果某个电极接地电阻大，对于供

电回路，将导致供电电流不稳定对于测量回路，将产

生读数不稳定，直接影响着数据的观测精度，最终造

成绘制的视电阻率拟断面图存在虚假或冗余异常。

为压制高密度电法数据的干扰噪声，笔者尝试采用

拟 ＭＱ函数对高密度数据进行降噪处理。

以邵怀高速公路某段高密度电法勘查为例，以

检验拟 ＭＱ函数的降噪效果。该勘查段测线长度

５９５ｍ，１２０道电极，点距５ｍ，测量层数３９层，

图３（ａ）为原始高密度数据绘制的拟断面图，可以看

出在断面图中存在较多冗余异常。采用拟 ＭＱ函

数对该数据断面进行逐层降噪处理，考虑高密度电

法的观测特点，以观测点距（５ｍ）作为形状参数，图

３（ｂ）为处理后的高密度数据绘制的拟断面图，从断

面图中可以看出，视电阻率等值线的平滑特征得到

明显改善，更有助于数据分析和解释。

２．３　在电测深曲线数据处理中的应用

由于利用数值微分可以提取地球物理原始数据

曲线中的弱异常信息的特点，对新疆清河县地下水

的分布情况研究分析。以其中一条电测深曲线为

例，利用拟 ＭＱ 函数对其进行计算一维加密插值

（Ｆｉｔｔｉｎｇｃｕｒｖｅ），进而获得更可靠的一阶导数（ＦＤ）

和二阶导数（ＳＤ），具体如图４所示。
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图４　基于拟 ＭＱ函数的电测深数值微分曲线
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可以看出：在极距ＡＢ／２为９０ｍ和１２５ｍ的位

置存在微弱的低阻异常，通过对电测深曲线计算一

维插值、一阶导数和二阶导数，使这两个位置的弱异

常幅度得到增大。结合该区地质资料及钻探施工条

件，在此处开展了钻孔工作。发现在深度２０ｍ以

内为第四系，２０ｍ～７５ｍ以内为凝灰质砂岩，７５ｍ

～１３０ｍ以内为花岗岩，在深度１３０ｍ处打到构造

破碎带，含水量较大，由于水压过大导致冲击钻探方

法难于施工，并于１３５ｍ深度处终孔，未打穿断层

破碎带，终孔孔径１１０ｍｍ。采用３２ｍ３／ｈ水泵进

行抽水试验，静水位２．１ｍ，动水位２８ｍ，水位降深

２５．９ ｍ，经 计 算 该 钻 孔 出 水 量 为 ４６．３ ｍ３／ｈ

（１１１１．２ｍ３／ｄ）。因此，利用拟 ＭＱ函数可以较好

提取物探原始数据曲线中的弱异常信息。

３　结论

通过拟 ＭＱ函数在物探数据处理中的应用研

究，得到以下结论：

１）利用拟 ＭＱ函数拟合地表高程，整体曲线较

光滑，能很好地逼近地表形态，并随着形状参数的增

大光滑程度加大，仍能保留原始数据的整体特征，验

证了拟 ＭＱ函数具有良好的保形性及保单调性。

４９ 　　　　物探化探计算技术 ４６卷



２）利用拟 ＭＱ函数对高密度数据进行插值平

滑处理，能达到很好的降噪效果，从而有利于后续数

据的分析与解释。

３）利用拟 ＭＱ函数对电测深曲线进行插值、一

阶求导、二阶求导处理，能明显放大地下弱异常的幅

度，有利于提取物探原始数据曲线中的弱异常信息。

随着理论研究和工程实践的共同进步，拟 ＭＱ

函数有望在地球物理数据处理中发挥更大作用，显

示出更多优势，成为一种常规数学工具。
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