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黎曼流形间的两类广义调和映照的 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定理
曹祥志

(南京晓庄学院信息工程和人工智能学院ꎬ江苏 南京 ２１１１７１)

[摘要] 　 在本文中ꎬ我们主要利用守恒定律推导广义映射的单调性公式ꎬ包括从度量测度空间出发的带有 ｍ形

式和位势函数的 φ￣Ｆ－调和映照耦合 φ￣Ｆ－交响映射. 我们用关于度量测度空间的 Ｒｉｃｃｉ 曲率上界和截面曲率上

界的条件得到了 φ￣Ｆ￣Ｖ－调和映照的 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定理.
[关键词] 　 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定理ꎬφ￣Ｆ－交响映照ꎬ带有 ｍ形式和位势函数的 φ￣Ｆ－调和映照
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１　 前言

调和映照有很多推广ꎬ例如 Ｆ－调和映照. Ａｒａ 等[１－３]引入 Ｆ－调和映照且研究了 Ｆ－调和调照的稳定性

和不稳定性.关于用守恒律的方法得到 Ｆ－调和映照的 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定理ꎬ参考这些工作[４－７] . 用守恒律也可以

研究微分形式的 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定理ꎬ比如文献[８－９] .
设 ｕ:(Ｍꎬｇ) → (Ｎꎬ ｈ) 为黎曼流形之间的光滑映照. Ｎａｋａｕｃｈｉ[１０－１２] 研究了交响映照ꎬ它是泛函

∫
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ｄｖ的临界点. 受到 Ｎａｋａｕｃｈｉ 这些工作的启发ꎬＨａｎ 等[１３] 研究了如下泛函 ∫
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的单调性公式. 该泛函的临界点被称为 Ｆ 交响映照.特别地ꎬ当 Ｆ(ｘ)＝ ｘꎬ它被叫做交响映照. Ｈａｎ 等[１４]和

Ｆｅｎｇ 等[１５]研究了带有位势函数的 Ｆ－稳态映照的单调性和稳定性.

Ｆｅｎｇ 等[１５]引入 φＳꎬＦ－调和映照ꎬ它是泛函 ∫
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们也研究了这类映照的单调性和稳定性. 这类映照的压力能量张量为
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其中 σｕ ＝ｈ(ｄｕ(􀅰)ꎬｄｕ(ｅｉ))ｄｕ(ｅｉ) . 直接计算它的散度 (参考[１５])ꎬ得到 ｄｉｖ(Ｔ)(Ｘ)＝ ｈ( Ｆꎬｄｕ(Ｘ))ꎬ
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—１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



南京师大学报(自然科学版) 第 ４８ 卷第 ６ 期(２０２５ 年)

Ｈａｎ 等[１６]研究了泛函 ∫
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它的散度是 ｄｉｖ(Ｔ)(Ｘ)＝ ｈ( Ｆꎬｄｕ(Ｘ))ꎬ其中ꎬ Ｆ(ｕ)＝ ｄｉｖ(σＦꎬｕ)ꎬσＦꎬｕ ＝ Ｆ′
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上的向量场. Ｈａｎ 等[１７]定义了能量泛函
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(１－ ｜ ｕ ｜ ２) ２ｄｖｇ .

这个泛函的临界点叫做 ΦＳꎬｐꎬε－调和映照.
设 ｕ:(Ｍꎬｇ)→(Ｎꎬｈ)ꎬＮ带有 Ｋａｈｌｅｒ 结构ꎬ受 Ｆａｄｄｅｅｖ￣Ｎｉｅｍｉ 模型[１８]的强耦合极限的启发ꎬＳｐｅｉｇｈｔ 和

Ｓｖｅｎｓｓｏｎ[１９－２０]研究了能量泛函
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进一步ꎬＨａｎ[２１]导出了微分形式拉回的 Ｆ－能量的单调公式 ∫
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函数ꎬω 是子流形 (Ｎꎬｈ) 的第二基本形式.
Ｂｒａｎｄｉｎｇ[２２]引入带有二形式和位势函数的调和映照并且研究了相应的 Ｄｉｒｃｈｌｅｔ 问题的存在性. 文献

[２３]研究了从带边的黎曼面出发的带有二形式和位势函数的调和映照的 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 问题的存在性.
受到上述结果的启发ꎬ在本文ꎬ文献[９]中列出的径向曲率条件被用来研究广义调和映照的单调

性. 我们主要考虑如下泛函
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其中 Ｂ是 Ｎ上的 ｍ形式ꎬＦ≥０ꎬＨ≥０.
我们先给出两个定义.
定义 １.１　 令 ｕ:(Ｍｍꎬｇ)→(Ｎｎꎬｈ) 为黎曼流形之间的光滑映照. 如果映照 ｕ满足
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(１－ ｜ ｕ ｜ ２)ｕ＋Ｚ(ｄｕ(ｅ１)∧􀆺∧ｄｕ(ｅｍ))－∇Ｈ(ｕ)＝ ０. (１.３)

我们称 ｕ为 Ｇｉｎｚｂｕｒｇ￣Ｌａｎｄａｕ 型 φ￣Ｆ－调和映照耦合带有 ｍ形式和位势函数的 φ￣Ｆ－交响映照.
我们将在引理 ２.７ 中证明泛函(１.２)的 Ｅｕｌｅｒ￣Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程为式(１.３) .对于该映照ꎬ我们将在定理 ３.１

中用文献[９]中的曲率条件导出它的单调性公式.
Ｊｏｓｔ 等[２４]引入 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 调和映照. Ｖ－调和映照是 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 调和映照的自然推广. 在过去的几十年

里ꎬＶ－调和映照被深入研究了ꎬ例如存在性ꎬ唯一性ꎬ读者可以参考文献[２５] .
Ｗａｎｇ 等[２６]得到了从度量测度空间出发的 φ－调和映照的 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定理.在文献[４]ꎬ定理 Ｃ 中ꎬ如果

出发流形 (Ｍꎬｇ) 满足曲率条件 －ａ２≤ＫＭ≤０ꎬＲｉｃＭ(ｇ)≤－ｂ２ꎬＬｉｕ 得到了从黎曼流形(Ｍꎬｇ)出发的具有慢

发散 Ｆ－能量的 Ｆ－调和映照的 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定理.然而ꎬ这两篇文章中的曲率条件不同于通常文献中的曲率条

件ꎬ如文献[９]、文献[２７] .
定义 １.２(φ￣Ｆ￣Ｖ 调和映照) . 映照 ｕ叫做 φ￣Ｆ￣Ｖ－调和映照ꎬ如果
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对于这类映射ꎬ我们将使用 Ｗａｎｇ 等[２６]中的方法得到定理 ４.１.从我们的证明中可以看出ꎬ我们的条件

也可以用来研究 φ￣Ｆ－调和映照与 φ￣Ｆ－交响映照的 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定理.
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本文的主要目的是通过守恒律建立两类广义调和映射在一般曲率条件下的 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定理ꎬ比如定理

３.１ 的曲率条件ꎬ我们的主要结果是定理 ３.２ 和定理 ４.２.
本文主要使用如下记号[５]

ｄＦ ＝ｓｕｐ
ｔ≥０

ｔＦ′( ｔ)
Ｆ( ｔ)

ꎬｌＦ ＝ ｉｎｆ
ｔ≥０

ｔＦ′( ｔ)
Ｆ( ｔ)

.

本文的证明中ꎬ如果没有特别说明ꎬ我们选取的标架都是关于 (Ｍꎬｇ) 的么正标架{ｅｉ} ｎｉ＝１ . Ｈｅｓｓ( ｒ) 表

示 ｒ的 Ｈｅｓｓｉａｎ 矩阵. Ｘ＃和 Ｘｂ 均表示 Ｘ的关于度量 ｇ的对偶微分形式.

２　 预备知识

对于黎曼流形 (Ｍꎬｇ)ꎬ我们选取关于度量 ｇ的么正标架{ｅｉ}∞
ｉ＝１ꎬ如果没有特殊说明ꎬ都默认选取这样

的标架. 对于 (ｋ＋１)－形式 Ω∈Γ(ＡＮ＋１Ｔ∗Ｎ)ꎬ通过

‹ηꎬＺｘ(ξ１∧􀆺∧ξｋ)› ｇ ＝Ωｘ(ηꎬξ１ꎬ􀆺ꎬξｋ)ꎬ　 ｄＢ＝Ω.
我们可以定义向量丛 Ｈｏｍ(ΛｋＴＮꎬＴＮ) 的截面 Ｚꎬ其中 ｘ∈Ｍ 和 ηꎬε１ꎬ􀆺ꎬεｘ∈ＴｘＮ.

引理 ２.１[２８] 　 设 ｕｔ:(Ｍｍꎬｇ)→(Ｎｎꎬｈ)为 ｕ的光滑形变使得 ｕ０ ＝ｕꎬ
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其中(ｄｕ)ｍ(ｖｏｌ＃ｇ):＝ｄｕ(ｅ１)∧ｄｕ(ｅ２)􀆺∧ｄｕ(ｅｍ) .

引理 ２.２(第一变分公式) 　 设 ｕｔ:(Ｍｍꎬｇ)→(Ｎｎꎬｈ)为 ｕ的光滑形变使得 ｕ０ ＝ｕꎬ
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证明　 我们知道ꎬ证明第一变分公式的主要工具是散度定理. 命 Ψ:(－δꎬδ)×Ｍ→Ｎ 的定义为 Ψ( ｔꎬｘ)＝

ｕｔ(ｘ) . 众所周知ꎬ我们可以延拓定义在 (－δꎬδ) 上的向量场
∂
∂ｔ

和 Ｍ 上的向量场 Ｘ 到 (－δꎬδ) ×Ｍ. 跟随

[３０]的做法ꎬ通过表达式 ｇ(Ｘ ｔꎬＹ)＝ ‹ｄΨ ∂
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬｄｕ(Ｙ)›ꎬ我们可以定义向量场 Ｘ ｔꎬ通过标准的计算ꎬ可以

得出

ｄ
ｄｔ ∫Ｍ Ｆ

‖ｄΨ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－φｄｖｇ＋

ｄ
ｄｔ ∫Ｍ Ｈ(Ψ)ｅ－φｄｖｇ ＝ ∫

Ｍ
Ｆ′ ‖ｄΨ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

ｄ
ｄｔ
ｈ(ｄΨ(ｅｉ)ꎬｄΨ(ｅｉ))

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－φｄｖｇ＋

∫
Ｍ
‹∇Ｈ(Ψ)ꎬｄΨ ∂

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ›ｅ－φｄｖｇ ＝ － ∫

Ｍ
‹δ∇ Ｆ′ ‖ｄΨ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｕæ

è
ç

ö

ø
÷ －Ｆ′ ‖ｄΨ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄΨ(∇φ)－∇ＨꎬｄΨ ∂

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ›ｅ－φｄｖｇ

(２.２)

其中∇
~
是诱导联络. 结合引理 ２.１ꎬ不难完成证明.

从文献[１３]中的证明过程ꎬ不难得到

引理 ２.３[１３]、[３１] 　 设 ｕｔ:(Ｍｍꎬｇ)→(Ｎｎꎬｈ) 为 ｕ光滑形变使得 ｕ０ ＝ｕꎬ
∂ｕｔ
∂ｔ ｔ＝０

＝Ｖꎬ

ｄ
ｄｔ ｔ＝０

∫
Ｍ
Ｆ ‖ｕ∗ｈ‖２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－φｄｖｇ ＝ － ∫

Ｍ
‹ｄｉｖｇ(σＦꎬｕ)－Ｆ′

‖ｕ∗ｈ‖２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｕ(∇φ)ꎬＶ›ｅ－φｄｖｇꎬ

其中 σＦꎬｕ(􀅰)＝ Ｆ′ ｜ ｕ∗ｈ ｜ ｜ ２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷σｕ(􀅰)ꎬσｕ(􀅰)＝ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
(ｄｕ(􀅰)ꎬｄｕ(ｅｉ))ｄｕ(ｅｉ) .

引理 ２.４[１３]) 　 设 ｕ:(Ｍｍꎬｇ)→(Ｎｎꎬｈ) 为黎曼流形间的光滑映照.考虑如下张量

—３—
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Ｔ１(􀅰ꎬ􀅰)＝ Ｆ ‖ｕ∗ｈ‖２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇ(􀅰ꎬ􀅰)－Ｆ′ ‖ｕ∗ｈ‖２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｈ(σｕ(􀅰)ꎬｄｕ(􀅰))ꎬ

那么ꎬ对于 (Ｍꎬｇ) 上的向量场 Ｘꎬ有 ｄｉｖ(Ｔ１)(Ｘ)＝ －ｈ(ｄｉｖｇ(σＦꎬｕ)ꎬｄｕ(Ｘ)) .

引理 ２.５[１７] 　 设 ｕｔ:(Ｍｍꎬｇ)→(Ｎｎꎬｈ)为 ｕ的光滑形变使得 ｕ０ ＝ｕꎬ
∂ｕｔ
∂ｔ

｜ ｔ＝０ ＝Ｖꎬ

ｄ
ｄｔ ｔ＝０

∫
Ｍ

１
４εｎ

(１－ ｜ ｕｔ ｜ ２) ２ｅ－φｄｖｇ ＝ － ∫
Ｍ
‹ １
εｎ

(１－ ｜ ｕ ｜ ２)ｕꎬＶ)ｅ－φｄｖｇ .

引理 ２.６[１７] 　 对于(Ｍꎬｇ)上的向量场 Ｘꎬ那么可得

ｄｉｖｇ
１

４εｎ
(１－ ｜ ｕ ｜ ２) ２ｇæ

è
ç

ö

ø
÷ (Ｘ)＝ －‹ １

εｎ
(１－ ｜ ｕ ｜ ２)ｕꎬｄｕ(Ｘ)› .

综合引理 ２.４. 引理 ２.５ꎬ引理 ２.６ꎬ可得

引理 ２.７　 设 ｕ:(Ｍｍꎬｇ)→(Ｎｎꎬｈ)为黎曼流形间的光滑映照. 能量泛函(１.２)的 Ｅｕｌｅｒ￣Ｌａｇｒａｎｇｅ 方

程为

δ∇ Ｆ′ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｕæ

è
ç

ö

ø
÷ －Ｆ′ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｕ(∇φ)＋ｄｉｖｇ(σＦꎬｕ)－Ｆ′

｜ ｕ∗ｈ ｜ ２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷σｕ(∇φ)＋

１
εｎ

(１－ ｜ ｕ ｜ ２)ｕ＋Ｚ(ｄｕ(ｅ１)∧􀆺∧ｄｕ(ｅｍ))－∇Ｈ(ｕ)＝ ０. (２.３)

３　 带有位势和 ｍ 形式的 φ￣Ｆ－调和映照耦合 φ￣Ｆ－交响映照

在本节我们将导出方程(１.３)的解的单调性公式ꎬ利用这一公式ꎬ得到 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定理.
引理 ３.１　 定义 φ￣Ｆ－压力能量张量

Ｓ＝Ｆ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇ－Ｆ′ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕ∗ｈ＋Ｈ(ｕ)ｇꎬ

以及

Ｔ(􀅰ꎬ􀅰)＝ Ｆ ‖ｕ∗ｈ‖２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇ(􀅰ꎬ􀅰)－Ｆ′ ‖ｕ∗ｈ‖２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｈ(σｕ(􀅰)ꎬｄｕ(􀅰))＋ １

４εｎ
(１－ ｜ ｕ ｜ ２) ２ｇ(􀅰ꎬ􀅰)

如果 ｕ是方程(１.３)的解ꎬ对于 Ｍ上的向量场 Ｘꎬ可得

ｄｉｖ(Ｓ＋Ｔ)(Ｘ)＝ －‹ｄｕ(Ｘ)ꎬＦ′ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｕ(∇φ)－Ｆ′ ‖ｕ∗ｈ‖２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷σｕ(∇φ)› .

证明　 由文献[１ꎬ８]中的相关公式ꎬ可得

(ｄｉｖ Ｓ)(Ｘ)＝ －‹ Ｆꎬｕ－∇Ｈ(ｕ)ꎬｄｕ(Ｘ)›ꎬ

其中 Ｆꎬｕ ＝ δ
∇ Ｆ′ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｕæ

è
ç

ö

ø
÷ . 由引理 ２.４ 和引理 ２.６ꎬ可知

(ｄｉｖＴ)(Ｘ)＝ －‹ｄｉｖｇ(σＦꎬｕ)＋
１
εｎ

(１－ ｜ ｕ ｜ ２)ｕꎬｄｕ(Ｘ)› .

因此ꎬ我们有

ｄｉｖ(Ｔ＋Ｓ)(Ｘ)＝ ‹Ｚ(ｄｕ(ｅ１)∧􀆺∧ｄｕ(ｅｍ))ꎬｄｕ(Ｘ)›

－‹ｄｕ(Ｘ)ꎬＦ′ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｕ(∇φ)－Ｆ′ ‖ｕ∗ｈ‖２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｕ(∇φ)›ꎬ

利用张量 Ｚ 的反对称性ꎬ我们可以完成证明.
引理 ３.２　 设 (Ｍｍꎬｇ ＝ η２ｇ０ꎬｅ

－φ ｄｖｇ) 为带有极点 ｘ０ 的完备黎曼流形. 假设存在两个函数 ｈ１( ｒ)和

ｈ２( ｒ)使得

ｈ１( ｒ)[ｇ０－ｄｒ⊗ｄｒ]≤Ｈｅｓｓｇ０( ｒ)≤ｈ２( ｒ)[ｇ０－ｄｒ⊗ｄｒ] .

进一步ꎬ如果 ｒｈ２( ｒ)≥１ꎬ∂ｌｏｇ η
∂ｒ

≥０ꎬＨ≥０ꎬ那么

—４—
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‹Ｓ＋Ｔꎬｇ∇Ｘｂ›≥ Ｆ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

４εｎ
(１－ ｜ ｕ ｜ ２) ２＋Ｆ ‖ｕ∗ｈ‖２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｈ(ｕ)æ

è
ç

ö

ø
÷ ×

１ ＋ (ｍ － １) ｒｈ１( ｒ) － ４ｒｄＦｈ２( ｒ) ＋ ｒ
∂ｌｏｇ η

∂ｒ
(ｍ － ４ｄＦ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ . (３.１)

其中 ＳꎬＴ 和引理 ３.１ 中的记号含义一致.

证明　 ＳꎬＴ 和引理 ３.１ 中的记号一致ꎬＸ＝∇ １
２
ｒ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬｇ＝η２ｇ０ꎬ那么我们有

ｇ∇Ｘｂ ＝ ｒ ∂ｌｏｇ η
∂ｒ
ｇ＋ １

２
η２L Ｘ(ｇ０) . (３.２)

设 {ｅｉ}ｍｉ＝１关于度量 ｇ０的一组么正标架ꎬｅｍ ＝
∂
∂ｒ
. 注意到{ ｅ^ｉ ＝η

－１ｅｉ}关于度量 ｇ 的一组么正标架. 因此

通过常规的计算可得

η２‹Ｓꎬ １
２

L Ｘ(ｇ０)› ｇ≥ Ｆ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｈæ

è
ç

ö

ø
÷ １ ＋ (ｍ － １) ｒｈ１( ｒ) － ２ｒｄＦｈ２( ｒ)( ) (３.３)

以及

ｒ ∂ｌｏｇ η
∂ｒ

‹Ｓꎬｇ›≥ｒ ∂ｌｏｇ η
∂ｒ

(ｍ－２ｄＦ) Ｆ
‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｈ(ｕ)æ

è
ç

ö

ø
÷ .

注意到‖ｕ∗ｈ‖２ ＝ ∑
ｍ

ｉꎬｊ ＝ １
ｈ(ｄｕ(ｅｉ)ꎬｄｕ(ｅｊ)) ２ ＝ ∑

ｍ

ｉꎬｊ ＝ １
ｈ(σｕ(ｅｉ)ꎬｄｕ(ｅｊ))ꎬ类似于(３.３)的推导过程ꎬ可知

‹η２Ｔꎬ １
２

L Ｘ(ｇ０)› ｇ≥ Ｆ ‖ｕ∗ｈ‖２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

４εｎ
(１－ ｜ ｕ ｜ ２) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ １ ＋ (ｍ － １) ｒｈ１( ｒ) － ４ｒｄＦｈ２( ｒ)( ) (３.４)

以及

ｒ ∂ｌｏｇ η
∂ｒ

‹Ｔꎬｇ› ＝ ｒ ∂ｌｏｇ η
∂ｒ

‹Ｆ ‖ｕ∗ｈ‖２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇ－Ｆ′ ‖ｕ∗ｈ‖２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｈ(σｕ(􀅰)ꎬｄｕ(􀅰))＋ １

４εｎ
(１－ ｜ｕ ｜ ２)２ｇ(􀅰ꎬ􀅰)ꎬｇ(􀅰ꎬ􀅰)›≥

ｒ ∂ｌｏｇ η
∂ｒ

(ｍ－４ｄＦ) Ｆ
‖ｕ∗ｈ‖２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

４εｎ
(１－ ｜ ｕ ｜ ２) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ .

综合以上几个式子ꎬ不难完成证明.
定理 ３.１　 设 (Ｍｍꎬｇ＝η２ｇ０ꎬｅ

－φｄｖｇ)为带有极点 ｘ０ 的完备黎曼流形ꎬ(Ｎｎꎬｈ) 为黎曼流形. 设 ｕ:Ｍ→Ｎ
为方程(１.３)的解ꎬ设

∂ｒφ≤０ꎬＨ>０ꎬｒ ∂ｌｏｇ η
∂ｒ

≥０ꎬｄＦ≤
ｍ
４
ꎬｒｈ２( ｒ)≥１.

进一步ꎬ假设流形 Ｍ的径向曲率 Ｋｒ满足下列条件之一

(１)知果 －Ａ(Ａ－１)
ｒ２

≤Ｋｒ≤－
Ａ１(Ａ１－１)
ｒ２

ꎬ其中 Ａ≥Ａ１≥１ꎬ１＋(ｍ－１)Ａ１－４ｄＦＡ>０.

(２)如果 － Ａ
ｒ２
≤Ｋｒ≤－

Ａ１

ｒ２
其中 Ａ１≤Ａ 以及 １＋(ｍ－１)

１＋ １＋４Ａ１

２
－２ｄＦ(１＋ １＋４Ａ )>０.

(３)
Ｂ１

ｒ２
≤Ｋｒ≤－ Ｂ

ｒ２
ꎬ０≤Ｂ１≤Ｂ≤

１
４
ꎬ且 １＋(ｍ－１)１

＋ １－４Ｂ
２

－(１＋ １＋４Ｂ１ )２ｄＦ>０.

(４)
Ｂ１(１－Ｂ１)
ｒ２

≤ Ｋｒ ≤ － Ｂ(１－Ｂ)
ｒ２

其中ꎬ ０ ≤ Ｂ１ꎬ Ｂ≤１ꎬ以及 １ ＋ (ｍ － １) Ｂ－ １
２

＋ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ２ｄＦ ( １ ＋

１＋４Ｂ１(１－Ｂ１) )>０.
(５)－α２≤Ｋｒ≤－β２ꎬ其中ꎬα>０ꎬβ>０ 以及 (ｍ－１)β－α４ｄＦ>０.
(６)Ｋ＝ ０ꎬ且 ｍ－４ｄＦ>０.

(７)－ Ａ
(１＋ｒ２) １＋ε≤Ｋｒ≤

Ｂ
(１＋ｒ２) １＋ε 且 ε>０ꎬＡ≥０ꎬ０<Ｂ<２ε 且 ｍ－(ｍ－１) Ｂ

２ε
－ ４ｄＦｅ

Ａ
２ε>０.

—５—
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那么ꎬ对于 Ｒ１≤Ｒ２ꎬ可得

∫ ＢＲ１(ｘ) Ｆ
‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｆ ‖ｕ∗ｈ‖２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

４εｎ
(１－ ｜ ｕ ｜ ２) ２＋Ｈ(ｕ)æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－φｄｖ

Ｒσ１
≤

∫
ＢＲ２(ｘ)

Ｆ ‖ｄｕ‖
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｆ ‖ｕ∗ｈ‖２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

４ε ｎ
(１ －｜ ｕ ｜ ２) ２ ＋ Ｈ(ｕ)æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ －φｄｖ

Ｒσ２
ꎬ (３.５)

σ＝

１＋(ｍ－１)Ａ１－４ｄＦＡꎬ 如果 Ｋｒ 满足(１)

１＋(ｍ－１)
１＋ １＋Ａ１

２
－２ｄＦ(１＋ １＋４Ａ )ꎬ 如果 Ｋｒ 满足(２)

１＋(ｍ－１)１
＋ １－４Ｂ

２
－２ｄＦ(１＋ １＋４Ｂ１ )ꎬ 如果 Ｋｒ 满足(３)

１＋(ｍ－１) Ｂ－ １
２

＋ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －２ｄＦ(１＋ １＋４Ｂ１(１－Ｂ１) )ꎬ 如果 Ｋｒ 满足(４)

(ｍ－１)β－４ｄＦαꎬ 如果 Ｋｒ 满足(５)
ｍ－４ｄＦꎬ 如果 Ｋｒ 满足(６)

ｍ－(ｍ－１) Ｂ
２ε

－４ｄＦｅ
１
２εꎬ 如果 Ｋｒ 满足(７)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

证明　 众所周知ꎬ下式成立

∫
ＢＲ(ｘ)

ｄｉｖ( ｉＸ(Ｓ＋Ｔ))ｅ
－φｄｖｇ ＝ ∫

ＢＲ(ｘ)
‹Ｓ＋Ｔꎬ∇Ｘｂ› ｇｅ

－φｄｖｇ＋ ∫
ＢＲ(ｘ)
ｉＸ(ｄｉｖ(Ｓ＋Ｔ))ｅ

－φｄｖｇ . (３.６)

根据黎曼流形上的散度定理ꎬ可知

∫
ＢＲ(ｘ)

ｄｉｖ(ｅ－φ ｉＸ(Ｓ＋Ｔ))ｄｖｇ ＝ ∫
ＢＲ(ｘ)

‹Ｓ＋Ｔꎬ∇Ｘｂ›ｅ－φｄｖｇ－ ∫
ＢＲ(ｘ)

(Ｓ＋Ｔ)(Ｘꎬ∇φ)ｅ－φｄｖｇ＋

∫
ＢＲ(ｘ)
ｉＸ(ｄｉｖ(Ｓ＋Ｔ))ｅ

－φｄｖｇ . (３.７)

于是

　 ∫
∂ＢＲ(ｘ)

(Ｓ＋Ｔ)(Ｘꎬｎ)ｅ－φｄｖｇ≤Ｒ
ｄ
ｄＲ ∫ＢＲ(ｘ) Ｆ

‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｆ ‖ｕ∗ｈ‖２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

４εｎ
(１－ ｜ｕ ｜ ２)２＋Ｈ(ｕ)æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－φｄｖｇ . (３.８)

另一方面ꎬ利用公式(２.３)ꎬ以及 Ｓ 和 Ｔ的定义ꎬ可知

　 ｅ－φ[－(Ｓ＋Ｔ)(Ｘꎬ∇φ)＋ｉＸ(ｄｉｖ(Ｓ＋Ｔ))] ＝－ Ｆ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｈ＋Ｆ ‖ｕ∗ｈ‖２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

４εｎ
(１－ ｜ｕ ｜ ２)æ

è
ç

ö

ø
÷ ∇Ｘｅ

－φ . (３.９)

因此ꎬ由(３.９)ꎬ式(３.７)的右边等于

∫
ＢＲ(ｘ)

‹Ｓ＋Ｔꎬｇ∇Ｘｂ›ｅ－φｄｖｇ＋ ∫
ＢＲ(ｘ)

Ｆ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｈ＋Ｆ ‖ｕ∗ｈ‖２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

４ｅｎ
(１－ ｜ ｕ ｜ ２) ２æ

è
ç

ö

ø
÷

ö

ø
÷ (∇Ｘｅ

－φ)ｄｖｇ .

注意到∂ｒφ≥０ꎬ由式(３.１)ꎬ我们得到

∫
ＢＲ(ｘ)

‹Ｓ＋Ｔꎬｇ∇Ｘｂ›ｅ－φｄｖｇ≥ ∫
ＢＲ(ｘ)

１ ＋ (ｍ － １) ｒｈ１( ｒ) － ４ｄＦｒｈ２( ｒ) ＋ ｒ
∂ｌｏｇ η

∂ｒ
(ｍ － ４ｄＦ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ×

Ｆ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｆ ‖ｕ∗ｈ‖２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

４εｎ
(１－ ｜ ｕ ｜ ２) ２＋Ｈ(ｕ)æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－φｄｖｇ . (３.１０)

根据定理中的条件(１)－(７)和文献[９]ꎬ可知

１＋ｒ(ｍ－１)ｈ１( ｒ)－４ｄＦｒｈ２( ｒ)≥０.
把式(３.８)ꎬ(３.１０)代入式(３.６)ꎬ得到

Ｒ ｄ
ｄＲ

∫ ＢＲ(ｘ) Ｆ
‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｆ ‖ｕ∗ｈ‖２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

４εｎ
(１－ ｜ ｕ ｜ ２) ２＋Ｈ(ｕ)æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－φｄｖｇ≥

—６—
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σ ∫
ＢＲ(ｘ)

Ｆ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｆ ‖ｕ∗ｈ‖２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

４εｎ
(１－ ｜ ｕ ｜ ２) ２＋Ｈ(ｕ)æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－φｄｖｇꎬ (３.１１)

两边积分后ꎬ不难完成证明.

接下来ꎬ我们给出广义慢发散的定义. 如果存在正函数 ψ(ｘ) 使得 ∫∞
Ｒ０

１
ｒψ( ｒ(ｘ))

ｄｘ＝∞ ꎬ使得 ｌｉｍ
Ｒ→∞∫ＢＲ(ｘ０))

Ｆ ｜ ｄｕ ｜ ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｆ ‖ｕ∗ｈ‖２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

４εｎ
(１－ ｜ ｕ ｜ ２) ２＋Ｈ(ｕ)æ

è
ç

ö

ø
÷

ψ( ｒ(ｘ))
ｅ－φｄｖｇ<∞ . 那么称 ｕ具有广义慢发散的能量. 这个定义

推广了通常调和映照的能量慢发散的观念[２７] .

定理 ３.２　 在定理 ３.１ 相同的条件下ꎬ设 ｕ:Ｍ→Ｎ 为方程(１.３)的解. 设 ｜ ∇φ ｜ ≤ Ｃ
２ｒ
. 其中 Ｃ 是一个常

数ꎬＣ<σꎬσ同(３.５)定义的一致. 如果当 Ｒ→∞ ꎬ

∫
ＢＲ(ｘ)

Ｆ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｆ ‖ｕ∗ｈ‖２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

４εｎ
(１－ ｜ ｕ ｜ ２) ２＋Ｈ(ｕ)æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－φｄｖｇ ＝ ｏ(Ｒσ) .

那么ꎬｕ为常值映照.
证明　 我们只需要在能量广义慢发散条件下证明 ｕ 是常数. 同定理 ３.１ 中的证明过程类似ꎬ也可得

(３.８)式. 如果能量密度 ｅ(ｕ) 不恒等于 ０ꎬ那么存在 Ｒ０>０ 使得当 Ｒ>Ｒ０ꎬ有

Ｒ ∫
ＢＲ(ｘ０)

Ｆ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｆ ‖ｕ∗ｈ‖２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

４εｎ
(１－ ｜ ｕ ｜ ２) ２＋Ｈ(ｕ)æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－φｄｖｇ≥Ｃ′ꎬ

其中常数 Ｃ′>０. 由(３.１１)ꎬ可得

∫
∂ＢＲ(ｘ０)

Ｆ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｆ ‖ｕ∗ｈ‖２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

４εｎ
(１－ ｜ ｕ ｜ ２) ２＋Ｈ(ｕ)æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－φｄＳ≥σＣ′

Ｒ
.

选取函数 ψ(ｘ)>０ꎬ使得

ｌｉｍ
Ｒ→∞∫ＢＲ(ｘ０)

Ｆ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｆ ‖ｕ∗ｈ‖２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

４εｎ
(１－ ｜ ｕ ｜ ２) ２＋Ｈ(ｕ)æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－φ

ψ( ｒ(ｘ))
ｄｖｇ≥σＣ′∫ ∞

Ｒ０

ｄＲ
Ｒψ(Ｒ)

＝ ∞ ꎬ

这显然和定理的条件矛盾.
注 ３　 我们推广了[[２７]ꎬ定理 ３.１ꎬ３.２]ꎬ[[２２]ꎬ命题 ３.４] . 另外ꎬ虽然定理 １ 类似于[[２９]ꎬ定理

４.１] . 但是ꎬ在这里ꎬ我们使用的曲率条件不同.
由定理 ３.２ 易证:
定理 ３.３　 在定理 ３.１ 相同的条件下ꎬ设 Ｄ⊂Ｍ是带有 Ｃ１ 边界和极点的有界的星状区域. 设 ｕ:Ｍ → Ｎ

是(１.３)的解且 ｕ ｜ ∂Ｄ ＝ ｙ ∈ Ｎꎬ那么 ｕ在 Ｄ上是常值.

４　 φ￣Ｆ￣Ｖ－调和映照

在本节ꎬ我们使用文献[[２６]ꎬ定理 １.３]中的曲率条件处理 φ￣Ｆ￣Ｖ－调和映照

δ∇ Ｆ′ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｕæ

è
ç

ö

ø
÷ －Ｆ′ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｕ(∇φ－Ｖ)＝ ０. (４.１)

定理 ４.１　 设(Ｍｍꎬη２ｇ０ꎬｅ
－φｄｖ) 为带有极点 ｘ０ 的度量测度空间.设 ｒ(ｘ)＝ ｄｇ０(ｘꎬｘ０) . 假设(Ｍꎬｇ０)为非正

截面曲率的单连通完备非紧黎曼流形ꎬ且 －ａ２≤ＫＭ(ｇ０)≤０. 设(Ｎꎬｈ)为黎曼流形ꎬｂ>０ꎬ和∂φ
∂ｒ

≤０ꎬ∂ｌｏｇ η
∂ｒ

≥０ꎬ

‖Ｖ‖∞ ≤
δ０
４Ｒ
. ｕ:(Ｍｍꎬη２ｇ０ꎬｅ

－φｄｖ)→(Ｎꎬｈ)为 φ－Ｆ－Ｖ调和映射.

假设(Ｍꎬη２ｇ０ꎬｅ
－φｄｖ)满足下列条件之一:

(１)ＲｉｃＭ(ｇ０)≤－ｂ２ꎬｄＦ<１ꎬｂ≥２ａꎬｄＦ≤
ｍ
２
ꎻ

—７—
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(２)Ｒｉｃ∞φ (ｇ０)≤－ｂ２ꎬｄＦ<１ꎬｂ≥２ａꎬｄＦ≤
ｍ
２
ꎻ

(３)Ｒｉｃ∞φ (ｇ０)≤－ｂ２或 ＲｉｃＭ(ｇ０)≤－ｂ２ꎬ

ｒ ∂φ
∂ｒ

≤１＋(ｂｒ)ｃｏｔｈ(ｂｒ)＋ｒ ∂ｌｏｇη
∂ｒ

(ｍ－２ｄＦ)－２ｄＦａｒｃｏｔｈ(ａｒ) .

那么对于 Ｒ２≥Ｒ１≥ｒ０>０ꎬ可得

∫
ＢＲ１(ｘ０) ＼Ｂｒ０(ｘ０)

Ｆ(ｅ(ｕ)ｅ －φｄｖ

Ｒ
δ０
２ ｌＦ
１

≤
∫
ＢＲ２(ｘ０) ＼Ｂｒ０(ｘ０)

Ｆ(ｅ(ｕ)ｅ －φｄｖ

Ｒ
δ０
２ ｌＦ
２

.

因此能量有限的 φ￣Ｆ￣Ｖ－调和映照 ｕ:(Ｍꎬη２ｇ０ꎬｄｖｇ)→(Ｎꎬｈ)一定是常值映照.
证明　 我们在 ＢＲ(ｘ０)上选取关于 ｇ０ 的一组么正标架 {ｅｉ} ＝{ｅｓꎬ∂ｒ}ꎬ设 ｒ(ｘ)为 ｘ到 ｘ０ 的测地距离函

数.定义张量 ＳＦ为

ＳＦ ＝Ｆ
‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇ－Ｆ′ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕ∗ｈ.

设 Ｘ＝ ｒ ∂
∂ｒ

ꎬ那么

∫
ＢＲ(ｘ)

ｄｉｖ( ｉＸＳＦ)ｅ
－φｄｖｇ ＝ ∫

ＢＲ(ｘ)
‹ＳＦꎬ∇Ｘ＃› ｇｅ

－φｄｖｇ＋ ∫
ＢＲ(ｘ)
ｉＸ(ｄｉｖＳＦ)ｅ

－φｄｖｇ . (４.２)

因此可得

∫
ＢＲ(ｘ)

ｄｉｖ(ｅ－φＳＦ)ｄｖｇ ＝ ∫
ＢＲ(ｘ)

‹ＳＦꎬｇ∇Ｘ＃› ｅ
－φｄｖｇ－ ∫

ＢＲ(ｘ)
Ｓ(Ｘꎬ∇φ)ｅ－φｄｖｇ＋ ∫

ＢＲ(ｘ)
ｉＸ(ｄｉｖＳＦ)ｅ

－φｄｖｇ . (４.３)

利用散度定理ꎬ式(４.３)中等号左边可以被估计为

∫
∂ＢＲ(ｘ)

ＳＦ(Ｘꎬｎ)ｅ
－φｄｖｇ≤Ｒ ∫

∂ＢＲ(ｘ)
Ｆｅ－φｄＳ. (４.４)

直接计算可得:

‹ＳＦꎬｇ∇Ｘ＃› ｇ－Ｓ(Ｘꎬ∇φ)＋ｉＸ(ｄｉｖＳＦ)＝ ‹ＳＦꎬｇ∇Ｘ＃› ｇ－ Ｆ
‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷∇Ｘφ＋Ｆ′

‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕ∗ｈ(Ｘꎬ∇φ)－‹ｄｕ(Ｘ)ꎬ

 Ｆ(ｕ)› ＝‹ＳＦꎬｇ∇Ｘ＃› ｇ－ Ｆ
‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∇Ｘφ＋Ｆ′

‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｈ(ｄｕ(Ｘ)ꎬｄｕ(Ｖ)) .

因此ꎬ式(４.３)的右边为

　 ∫
ＢＲ(ｘ)

‹ＳＦꎬｇ∇Ｘ＃› ｇｅ
－φｄｖｇ－Ｆ

‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ (∇Ｘφ)ｅ

－φｄｖｇ＋ ∫
ＢＲ(ｘ)
Ｆ′ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｈ(ｄｕ(Ｘ)􀅰ｄｕ(Ｖ))ｅ－φｄｄｖｇꎬ

(４.５)
同前ꎬ我们有

‹Ｓꎬｇ∇Ｘ＃› ＝‹Ｓꎬｒ ∂ｌｏｇη
∂ｒ
ｇ＋ １

２
η２L Ｘ(ｇ０)› .

式(４.５)中的被积函数

‹η２ｅ－φＳꎬ １
２

L Ｘ(ｇ０)› ｇ－ｅ
－φＦ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∇Ｘφ＝ ｅ

－φ Ｆ ｜ ｄｕ ｜ ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ (１＋ｒΔφｒ(ｅｉꎬｅｉ))－

ｅ－φＦ′ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｕ ∂

∂ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ｅ－φ∑
ｍ－１

ｉꎬｊ ＝ １
Ｆ′ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒＨｅｓｓｇ０( ｒ)(ｅｉꎬｅｊ)‹ｄｕ(ｅｉ)ꎬｄｕ(ｅｊ)› .

因此ꎬ可得

ｅ－φ‹ＳＦꎬ∇Ｘ＃› ｇ－ｅ
－φＦ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∇Ｘφ≥

－ｅ－φ １－ １
２ｄＦ

１＋ｂｒｃｏｔｈ(ｂｒ)－ｒ ∂φ
∂ｒ

＋ｒ ∂ｌｏｇ η
∂ｒ

(ｍ－２ｄＦ)
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúＦ′

‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｕ ∂

∂ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－

—８—
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　 ｅ－φ∑
ｍ－１

ｉ ＝ １
ａｒｃｏｔｈ(ａｒ)－ １

２ｄＦ
１＋ｂｒｃｏｔｈ(ｂｒ)－ｒ ∂φ

∂ｒ
＋ｒ ∂ｌｏｇ η

∂ｒ
(ｍ－２ｄＦ)

é

ë
êê

ù

û
úú

æ

è
ç

ö

ø
÷ ×Ｆ′ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‹ｄｕ(ｅｉ)ꎬｄｕ(ｅｉ›ꎬ (４.６)

其中 ｄＦ≤
ｍ
２
ꎬｒ>０.

设 ｒ０满足 ｒ０ｃｏｔｈ( ｒ０)>０. 利用定理中的条件 ｄＦ<１ꎬｂ≥２ａꎬｄＦ≤
ｍ
２
ꎬ利用函数 Ｈ( ｒ)＝ ｒｃｏｔｈ( ｒ)的导数性

质ꎬ可知存在正常数 δ０ꎬｒ０使得[２６]

－ ａｒ ｃｏｔｈ(ａｒ)－ １
２ｄＦ

１＋ｂｒｃｏｔｈ(ｂｒ)－ｒ ∂φ
∂ｒ

＋ｒ ∂ｌｏｇ η
∂ｒ

(ｍ－２ｄＦ)
é

ë
êê

ù

û
úú

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥
δ０
２
ꎬ

－ １－ １
２ｄＦ

１＋ｂｒｃｏｔｈ(ｂｒ)－ｒ ∂φ
∂ｒ

＋ｒ ∂ｌｏｇ η
∂ｒ

(ｍ－２ｄＦ)
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ≥
δ０
２
.

其中 ｒ(ｘ)≥ｒ０ .因此ꎬ我们对式(４.５)如下估计

(４.５)式≥(δ０－２Ｒ‖Ｖ‖∞ ) ∫
ＢＲ(ｘ０) ＼Ｂｒ０(ｘ０)

Ｆ′ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ(ｕ)ｅ－φｄｖꎬ (４.７)

其中 δ０>０ 依赖于 ｒ０ 的正数. 结合(４.４)ꎬ(４.５)ꎬ(４.７)ꎬ对于 Ｒ≥ｒ０ꎬ可得

Ｒ ∫
∂ＢＲ(ｘ０)

Ｆ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－φｄＳ≥(δ０－２Ｒ‖Ｖ‖∞ ) ∫

ＢＲ(ｘ０)
Ｆ′ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ(ｕ)ｅ－φｄｖｇ≥

２ｌＦ(δ０－２Ｒ‖Ｖ‖∞ ) ∫
ＢＲ(ｘ０)

Ｆ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－φｄｖｇ . (４.８)

这给出

ｄ
ｄＲ ∫ＢＲ(ｘ０) ＼Ｂｒ０(ｘ０)

Ｆ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－φｄｖ≥

δ０ ｌＦ
２Ｒ ∫ＢＲ(ｘ０) ＼Ｂｒ０(ｘ０)

Ｆ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－φｄｖꎬ　 Ｒ≥Ｒ０ .

因此对于 Ｒ２≥Ｒ１≥Ｒ０ꎬ可得

∫
ＢＲ(ｘ０) ＼Ｂｒ０(ｘ０)

Ｆ(ｅ(ｕ)ｅ －φｄｖ

δ ０ ｌＦ
２Ｒ

≤
∫
ＢＲ(ｘ０) ＼Ｂｒ０(ｘ０)

Ｆ(ｅ(ｕ)ｅ －φｄｖ

Ｒ
δ０
２ ｌＦ
２

由(４.８)ꎬ同[２６]的做法类似ꎬ可知 ｕ 是常值.
其次ꎬ假设条件(２)成立.由[[２６]ꎬ推论 Ａ.１]ꎬ可知

ｅ－φ‹ＳＦꎬｇ∇Ｘ＃› ｇ－ｅ
－φＦ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∇Ｘφ≥

－ｅ－φ １－ １
２ｄＦ

１＋ｂｒｃｏｔｈ(ｂｒ)＋ｒ ∂ｌｏｇ η
∂ｒ

(ｍ－２ｄＦ)
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúＦ′

‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｕ ∂

∂ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－

ｅ－φ∑
ｍ－１

ｉ ＝ １
Ｆ′ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ａｒｃｏｔｈ(ａｒ)－ １

２ｄＦ
１＋ｂｒｃｏｔｈ(ｂｒ)＋ｒ ∂ｌｏｇ η

∂ｒ
(ｍ－２ｄＦ)

é

ë
êê

ù

û
úú

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‹ｄｕ(ｅｉ)ꎬｄｕ(ｅｉ)› (４.９)

设 ｒ０ 满足 ｒ０ｃｏｔｈ(ｒ０)>０.然而ꎬ条件 ｄＦ<１ꎬｂ≥２ａꎬｄＦ≤
ｍ
２

意味着存在正复数使得 δ０ꎬｒ０ 使得[２６]当 ｒ(ｘ)≥

ｒ０ 时ꎬ

－ ａｒｃｏｔｈ(ａｒ)－ １
２ｄＦ

１＋ｂｒｃｏｔｈ(ｂｒ)＋ｒ ∂ｌｏｇ η
∂ｒ

(ｍ－２ｄＦ)
é

ë
êê

ù

û
úú

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥
δ０
２
ꎬ

－ １－ １
２ｄＦ

１＋ｂｒｃｏｔｈ(ｂｒ)＋ｒ ∂ｌｏｇ η
∂ｒ

(ｍ－２ｄＦ)
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ≥
δ０
２
.

其余步骤同条件(１)的情形的证明.
最后ꎬ我们在条件(３)下证明.根据(４.６)ꎬ同文献[２６]的做法那样ꎬ我们可以证明 ｕ 独立于 ｒ. 由[２６ꎬ

推论 Ａ.２]ꎬ可知

—９—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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∫
Ｍ
Ｆ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－φｄｖ≥ ∫Ｒ

ｒ０
∫
Ｓｎ－１
Ｆ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ａ( ｒꎬθ)ｅ－φｄｒｄθｎ－１≥ＣｅｂＲ∫

Ｓｎ－１
Ｆ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄθｎ－１ .

因此如果 ∫
Ｓｎ－１
Ｆ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄθｎ－１≠０ꎬ我们有 ∫

Ｍ
Ｆ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－φｄｖ＝∞ . 因此 ｅ(ｕ)≡０ꎬ因此 ｕ 是常值映照.

首先ꎬ给出 φ￣Ｆ－Ｖ－慢发散的定义. 如果存在正函数 ψ(ｘ) 使得

∫∞
Ｒ０

１
ｒ(ｘ)ψ( ｒ(ｘ))

ｄｘ＝∞ .

使得

ｌｉｍ
Ｒ→∞∫Ｂｋ(ｘ０)

Ｆ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ψ( ｒ(ｘ))
ｅ－φｄｖｇ<∞ .

那么ꎬ称 ｕ具有 φ￣Ｆ￣Ｖ－慢发散的能量. 这个定义推广了通常调和映照的能量慢发散的观念[２７] .
定理 ４.２　 同定理 ４.１ 的条件ꎬ另外ꎬ如果当 Ｒ→ ∞ ꎬｕ的 Ｆ－能量满足渐近条件

∫
ＢＲ(ｘ０)

Ｆ ‖ｄｕ‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－φｄｖｓ ＝ ｏ(Ｒδ０)ꎬ

那么 ｕ是一个常值映照. 特别地ꎬ如果 ｕ的能量是有限的或者慢发散ꎬ那么具有有限 Ｆ－能量的 φ￣Ｆ￣Ｖ
－调和映照 ｕ:(Ｍꎬｇ＝η２ｇ０ꎬｄｖｇ)→ (Ｎꎬｈ)一定是常值映照.

同调和映照类似ꎬ易证:
推论 ４.２　 在定理 ４.２ 相同的条件下ꎬ另外取 φ(ｘ)＝ ０ꎬＦ(ｘ)＝ ｘꎬ可得能量有限或慢发散的 Ｖ －调和映

照 ｕ:(Ｍꎬｇ＝η２ｇ０ꎬｄｖｇ) → (Ｎꎬｈ)ꎬ一定是常值映照.
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