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求解多重线性 ＰａｇｅＲａｎｋ 问题的切比雪夫加速法

蒋贺兰ꎬ谈雪媛

(南京师范大学数学科学学院ꎬ江苏 南京 ２１００２３)

[摘要] 　 论文提出了一种求解多重线性 ＰａｇｅＲａｎｋ 问题的切比雪夫加速方法ꎬ改进了已有的移位不动点迭代ꎬ并
给出了收敛性分析. 数值实验表明ꎬ提出的算法具有可行性和有效性.
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多重线性 ＰａｇｅＲａｎｋ 问题[１] 是将经典的 ＰａｇｅＲａｎｋ 模型[２] 推广到高阶马尔可夫链上所提出的一类问

题ꎬ该问题的解被定义为多重线性 ＰａｇｅＲａｎｋ 向量.
为了求解多重线性 ＰａｇｅＲａｎｋ 向量ꎬＧｌｅｉｃｈ 等学者在[１]中提出了 ５ 种方法:不动点迭代ꎬ移位不动点

迭代ꎬ内外迭代ꎬ逆迭代ꎬ以及牛顿法. 此后ꎬ为寻求更高效的求解算法ꎬ大量学者在此基础上做进一步的

研究ꎬ其中基于不动点迭代和基于牛顿法是常用的两类方法. 一方面ꎬ求解多重线性 ＰａｇｅＲａｎｋ 是一个寻

求不动点的过程ꎬ部分学者基于此提出了一些改进ꎬ包括松弛策略[３]ꎬｅｐｓｉｌｏｎ 算法[４]ꎬＡｎｄｅｒｓｏｎ 加速技

术[５]ꎬ向量 Ａｉｔｋｅｎ 外推[６]ꎬ以及多项式方法[７－８] . 另一方面ꎬ由于多重线性 ＰａｇｅＲａｎｋ 问题本质上涉及到非

线性方程组的求解ꎬ故牛顿法及其改进方法也是解决该问题的一个基本工具. 多重线性 ＰａｇｅＲａｎｋ 向量可

以解释为 Ｐｅｒｒｏｎ 特征向量ꎬＭｅｉｎｉ 等学者因此将多重线性 ＰａｇｅＲａｎｋ 问题进行重述ꎬ提出了 Ｐｅｒｒｏｎ 牛顿

法[９] . 为了避免在每次迭代中对 Ｆｒéｃｈｅｔ 导数产生的雅可比条件进行 ＬＵ 分解ꎬＧｕｏ 等学者设计了改进的

牛顿法[１０] . 而 Ｂｕｃｃｉ 等学者则讨论了解的几何结构和全局性质ꎬ给出了相应的预测－校正－牛顿法[１１] . 此

外ꎬ因为多重线性 ＰａｇｅＲａｎｋ 问题可以进一步改写为 Ｚ－特征向量问题ꎬ所以处理非负 Ｚ－特征对的相关理

论和算法也适用该问题ꎬ详细内容可以参考文献[１２－１３] .
移位不动点迭代是不动点迭代的一种优化策略ꎬ其移位因子的最优选择影响着算法的收敛速度. 为

改善求解多重线性 ＰａｇｅＲａｎｋ 问题的算法的收敛性能ꎬ本文考虑将移位不动点迭代的常数因子替换为周期

因子序列ꎬ经过分析ꎬ该序列的最优选择是一个极大极小值的最佳逼近问题ꎬ可利用仿射平移后的切比雪

夫多项式求解. 由此本文提出了求解多重线性 ＰａｇｅＲａｎｋ 问题的切比雪夫加速法.

１　 多重线性 ＰａｇｅＲａｎｋ 模型

定义 １[１] 　 对于任意 ｍ 阶 ｎ 维实张量 P ＝(ｐｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｍ∈ℝ ｎ×ｎ×􀆺×ｎ)ꎬ如果

—１—
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ｐｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｍ≥０ꎬ∑
ｎ

ｎ１ ＝ １
ｐｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｍ

＝ １ꎬ∀ｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｍ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ

则 P 是一个随机张量.
定义 ２[１４] 　 令 P∈ℝ ｎ×ｎ×􀆺×ｎ是一个 ｍ 阶 ｎ 维的实张量ꎬｘ∈ℝ ｎꎬ定义 P ｘｍ－１∈ℝ ｎ 是一个 ｎ 维向量ꎬ其

分量满足

(Pｘｍ－１) ｎ１
＝ ∑

ｎ

ｎ２ꎬｎ３ꎬ􀆺ꎬｎｍ ＝ １
ｐｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｍｘｎ２􀆺ｘｎｍꎬｎ１∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ} .

定义 ３[１] 　 令 P∈ℝ ｎ×ｎ×􀆺×ｎ是一个 ｍ 阶 ｎ 维随机张量ꎬ则多重线性 ＰａｇｅＲａｎｋ 向量 ｘ∗是一个随机向

量ꎬ且满足下列方程

ｘ＝αPｘｍ－１＋(１－α)ｖꎬ (１)
其中 ｖ∈ℝ ｎ 是随机向量ꎬα∈[０ꎬ１)是固定的概率常数.

注 １　 当 ｍ＝ ２ 时ꎬ多重线性 ＰａｇｅＲａｎｋ 问题可以简化为传统的 ＰａｇｅＲａｎｋ 问题.
注 ２[１５] 　 令 Ｒ:＝P (１)∈ℝ ｎ×ｎｍ－１

是张量 P 按第一个指标展开的随机矩阵. 那么ꎬ式(１)等价为

ｘ＝αＲ(ｘ⊗􀆺⊗ｘüþ ýï ï

ｍ－１个

)＋(１－α)ｖ＝αＲｘ⊗(ｍ－１) ＋(１－α)ｖ. (２)

如果 ｍ＝ ３ꎬ则

Ｒ＝

ｐ１１１ 􀆺 ｐ１ｎ１ ｐ１１２ 􀆺 ｐ１ｎ２ 􀆺 ｐ１１ｎ 􀆺 ｐ１ｎｎ

ｐ２１１ 􀆺 ｐ２ｎ１ ｐ２１２ 􀆺 ｐ２ｎ２ 􀆺 ｐ２１ｎ 􀆺 ｐ２ｎｎ

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
ｐｎ１１ 􀆺 ｐｎｎ１ ｐｎ１２ 􀆺 ｐｎｎ２ 􀆺 ｐｎ１ｎ 􀆺 ｐｎｎｎ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

∈ℝ ｎ×ｎ２ .

注 ３[１] 　 当 α< １
ｍ－１

时ꎬ多重线性 ＰａｇｅＲａｎｋ 问题的解是唯一的. 除非特殊说明ꎬ本文假定 α< １
ｍ－１

.

求解多重线性 ＰａｇｅＲａｎｋ 问题的不动点迭代(简写为 ＦＰ)形如

ｘｋ＋１ ＝αＲｘ⊗(ｍ－１)
ｋ ＋(１－α)ｖꎬ (３)

移位不动点迭代(简写为 ＳＦＰ)形如

ｘｋ＋１ ＝
α

１＋γ
Ｒｘ⊗(ｍ－１)

ｋ ＋１－α
１＋γ

ｖ＋ γ
１＋γ

ｘｋꎬ (４)

其中ꎬ移位参数 γ 是一个常数. 在某些情况下ꎬ移位不动点迭代较不动点迭代有更好的收敛表现.

记 ω＝ １
１＋γ

ꎬ令 ｆ:ℝ ｎ→ℝ ｎ 是一个非线性映射ꎬ满足:

ｆ(ｘ)＝ αＲｘ⊗(ｍ－１) ＋(１－α)ｖꎬ (５)
将 ω 和 ｆ 代入到式(４)ꎬ则有替代格式

ｘｋ＋１ ＝ωｆ(ｘｋ)＋(１－ω)ｘｋꎬ (６)
其中ꎬ实系数 ω 称为该迭代的因子.

本文对上述式子产生的非线性序列进行改进ꎬ利用切比雪夫插值ꎬ分析并选择合适的因子ꎬ提出求解

多重线性 ＰａｇｅＲａｎｋ 问题的切比雪夫加速法.

２　 多重线性 ＰａｇｅＲａｎｋ 问题的切比雪夫加速法

２.１　 选择移位因子

假设一组标量因子序列{ωｋ}满足

ωｐＴ＋ｉ ＝ωｉꎬｉ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＴ－１ꎬ
其中ꎬｐ 是任意非负整数ꎬＴ 是任意正整数ꎬＴ 是这组因子序列的一个周期. 将(６)式中的 ω 替换成 ωｋ 得到

ｘｋ＋１ ＝ωｋ ｆ(ｘｋ)＋(１－ωｋ)ｘｋ . (７)
令 ｇｋ:ℝ ｎ→ℝ ｎ 是第 ｋ 步迭代后的更新函数ꎬ并定义 ｇｋ(ｘ)＝ ωｋ ｆ(ｘ) ＋(１－ωｋ)ｘꎬ则由(７)生成的序列

{ｘｋ}等价于

—２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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ｘｋ＋１ ＝ｇｋ(ｘｋ) . (８)
对于任意非负整数 ｋꎬ序列{ｘｋ}都收敛到 ｇｋ 的不动点 ｘ∗ꎬ即多重线性 ＰａｇｅＲａｎｋ 问题(１)的解. 由于

ｇｋ 的导数是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的ꎬ可利用泰勒公式将 ｇｋ 在点 ｘ∗展开ꎬ得到引理 １.
引理 １　 由(８)式定义的迭代序列收敛到多重线性 ＰａｇｅＲａｎｋ 问题的唯一解ꎬ误差满足

ｅｋ＋１ ＝(Ｉ－ωｋＢ)ｅｋ＋Ｏ(‖ｅｋ‖２)ꎬｋ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ (９)
其中ꎬｅｋ ＝ｘｋ－ｘ∗是第 ｋ 步迭代的误差向量. Ｂ＝ Ｉ－∇ｆ(ｘ∗)是一个 ｎ 阶方阵ꎬ并且

∇ｆ(ｘ∗)＝ αＲ( Ｉ⊗ｘ∗⊗􀆺⊗ｘ∗＋ｘ∗⊗Ｉ⊗ｘ∗⊗􀆺⊗ｘ∗＋􀆺＋ｘ∗⊗􀆺⊗ｘ∗⊗Ｉ) .
证明　 对非线性系统 ｇｋ 在点 ｘ∗应用泰勒公式展开ꎬ得到

ｇｋ(ｘ)＝ ｇｋ(ｘ∗)＋∇ｇｋ(ｘ∗)(ｘ－ｘ∗)＋Ｏ(‖ｘ－ｘ∗‖２) .
由于 ｘ∗是 ｇｋ 的不动点ꎬ且在点 ｘ∗的雅可比矩阵∇ｇｋ(ｘ∗)＝ Ｉ－ωｋ( Ｉ－∇ｆ(ｘ∗))ꎬ令 Ｂ ＝ Ｉ－∇ｆ(ｘ∗)ꎬ

得到

ｇｋ(ｘ)＝ ｘ∗＋(Ｉ－ωｋＢ)(ｘ－ｘ∗)＋Ｏ(‖ｘ－ｘ∗‖２) .
令 ｘ＝ｘｋꎬ并由迭代关系得到

ｅｋ＋１ ＝ｘｋ＋１－ｘ∗ ＝ｇｋ(ｘｋ)－ｘ∗ ＝(Ｉ－ωｋＢ)ｅｋ＋Ｏ(‖ｅｋ‖２) .
上述方程对任意非负整数 ｋ 都成立ꎬ证毕.
为方便讨论ꎬ本文接下来研究矩阵 Ｂ 的特征值的范围. 根据 Ｇｅｒｓｃｈｇｏｒｉｎ 圆盘定理[１６]ꎬ易得到引理 ２.
引理 ２　 令 Λ 是引理 １ 给出的矩阵 Ｂ＝(ｂｉｊ)的所有特征值构成的集合ꎬ并且令

ａ:＝ｍｉｎ
ｉ

ｂｉｉ － ∑
ｎ

ｊ ＝ １ꎬｉ≠ｊ
｜ ｂｉｊ ｜{ } ꎬ (１０)

ｂ:＝ｍａｘ
ｉ

ｂｉｉ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １ꎬｉ≠ｊ
｜ ｂｉｊ ｜{ } ꎬ (１１)

图 １　 矩阵 Ｂ 的阶数是 ３
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｔｈｅ ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｍａｔｒｉｘ Ｂ ｉｓ ３

则有

ｍａｘ
λ∈Λ

｜λ ｜≤ ｍａｘ
ｘ∈[ａꎬｂ]

｜ ｘ ｜ . (１２)

注 ４　 设矩阵 Ｂ 是三阶的ꎬ图 １ 直观地显示了其

特征值的可能分布ꎬ可以清楚看到ꎬ无论是哪种情况ꎬ
不等式(１２)都是成立的.

引理 ３　 由(８)式定义的迭代序列收敛到多重线

性 ＰａｇｅＲａｎｋ 问题的唯一解ꎬ并且满足误差不等式

‖ｅ(ｐ＋１)Ｔ‖≤ ｍａｘ
ｘ∈[ａꎬｂ]

｜∏
Ｔ－１

ｋ ＝ ０
(１－ωｋｘ) ｜‖ｅｐＴ‖＋Ｏ(‖ｅ０‖２)ꎬ

ｐ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ (１３)
其中ꎬ ａ 和 ｂ 分别由式 ( １０) 和 ( １１) 定义ꎬ且 ｅｋ ＝
ｘｋ－ｘ∗ .　

证明　 对(９)式的结果递推ꎬ由于因子序列{ωｋ}
的周期为 Ｔꎬ故有

ｅ(ｐ＋１)Ｔ ＝( Ｉ－ω(ｐ＋１)Ｔ－１Ｂ)ｅ(ｐ＋１)Ｔ－１＋Ｏ(‖ｅ(ｐ＋１)Ｔ－１‖２)＝ ( Ｉ－ωＴ－１Ｂ)ｅ(ｐ＋１)Ｔ－１＋Ｏ(‖ｅ(ｐ＋１)Ｔ－１‖２)＝

( Ｉ－ωＴ－１Ｂ)[( Ｉ－ω(ｐ＋１)Ｔ－２Ｂ)ｅ(ｐ＋１)Ｔ－２＋Ｏ(‖ｅ(ｐ＋１)Ｔ－２‖２)]＋Ｏ(‖ｅ(ｐ＋１)Ｔ－１‖２)＝ 􀆺＝ ∏
Ｔ－１

ｋ ＝ ０
( Ｉ－ωｋＢ)ｅｐＴ＋

∑
Ｔ

ｉ ＝ １
∏
Ｔ－１

ｋ ＝ Ｔ－ｉ＋１
( Ｉ－ωｋＢ)Ｏ(‖ｅ(ｐ＋１)Ｔ－ｉ‖２)ꎬｐ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺

对 ｅ(ｐ＋１)Ｔ取范数ꎬ则有

‖ｅ(ｐ＋１)Ｔ‖≤ ∏
Ｔ－１

ｋ ＝ ０
( Ｉ － ω ｋＢ)ｅｐＴ ＋ ∑

Ｔ

ｉ ＝ １
∏
Ｔ－１

ｋ ＝ Ｔ－ｉ＋１
( Ｉ － ω ｋＢ) Ｏ(‖ｅ(ｐ＋１)Ｔ－ｉ‖２)≤ρ ∏

Ｔ－１

ｋ ＝ ０
( Ｉ － ω ｋＢ)( ) ‖ｅｐＴ‖＋

∑
Ｔ

ｉ ＝ １
Ｏ(‖ｅ(ｐ＋１)Ｔ－ｉ‖２)＝ ｍａｘλ∈Λ ∏

Ｔ－１

ｋ ＝ ０
(１ － ω ｋλ) ‖ｅｐＴ‖＋Ｏ(‖ｅ０‖２)≤

—３—
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ｍａｘ
ｘ∈[ａꎬｂ]

∏
Ｔ－１

ｋ ＝ ０
(１ － ω ｋｘ) ‖ｅｐＴ‖＋Ｏ(‖ｅ０‖２)ꎬｐ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺

上述式子的最后一个不等式利用了引理 ２ 的结果ꎬ证毕.
由引理 ３ 知向量序列{ｘｋ}加速收敛的关键是需要找到一组特定的因子序列{ω∗

ｋ } Ｔ－１
ｋ＝０ꎬ满足

ｍｉｎ
ωｋꎬｋ＝０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＴ－１

　 ｍａｘ
ｘ∈[ａꎬｂ]

∏
Ｔ－１

ｋ ＝ ０
(１ － ω ｋｘ) . (１４)

对于上述极大极小值问题ꎬ本文借助于切比雪夫多项式插值[１７] . 对于第一类 ｎ 次切比雪夫多项式

Ｔｎ(ｘ)＝ ｃｏｓ(ｎａｒｃｃｏｓ ｘ)ꎬｘ∈[－１ꎬ１]ꎬ
利用变量替换

ｘ＝ ２
ｂ－ａ

λ－ｂ
＋ａ

ｂ－ａ
ꎬ

将 Ｔｎ(ｘ)变换为下面的仿射切比雪夫多项式

Ｇｎ(λ)＝ ｃｏｓ ｎａｒｃｃｏｓ ２
ｂ－ａ

λ－ｂ
＋ａ
ｂ－ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ꎬλ∈[ａꎬｂ] .

由切比雪夫交替定理[１８]ꎬ因子序列可定义为

ω∗
ｋ ＝ ｂ－ａ

２
ｃｏｓ (２ｋ

＋１)π
２Ｔ

＋ｂ＋ａ
２

é

ë
êê

ù

û
úú

－１

ꎬｋ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＴ－１ꎬ (１５)

其中ꎬ{ω∗
ｋ } Ｔ－１

ｋ＝０是仿射变换后的切比雪夫多项式 ＧＴ(ｘ)在区间[ａꎬｂ]上的根的倒数ꎬ据文献[１９]可知

ｍａｘ
ｘ∈[ａꎬｂ]

∏
Ｔ－１

ｋ ＝ ０
(１ － ω∗

ｋ ｘ) ＝ １
｜ＧＴ(０) ｜

. (１６)

２.２　 收敛性分析

由前述讨论ꎬ(８)式中的待定因子序列将由(１５)式的 ω∗
ｋ 给出ꎬ从而得到基于移位不动点迭代的切比

雪夫加速方法ꎬ并得出下面的收敛性结果.
定理 １　 令 P 是一个 ｍ 阶 ｎ 维的实随机张量ꎬｘｋ 是由(８)式定义的迭代格式产生的第 ｋ 步的近似向

量ꎬ其中的因子 ωｋ 由(１５)式确定取值. 当给定一个初始向量 ｘ０ꎬ{ｘｋ}将收敛到多重线性 ＰａｇｅＲａｎｋ 问题

(１)的唯一解ꎬ并满足误差不等式

‖ｅｐＴ‖≤ｃｐ‖ｅ０‖＋Ｏ(‖ｅ０‖２)ꎬｐ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ (１７)

其中ꎬｅｋ ＝ｘｋ－ｘ∗ꎬｃ＝ １
｜ＧＴ(０) ｜

.

证明　 由(１３)和(１６)式可得

‖ｅｐＴ‖≤ｍａｘｘ∈[ａꎬｂ] ∏
Ｔ－１

ｋ ＝ ０
(１ － ω∗

ｋ ｘ) ‖ｅ(ｐ－１)Ｔ‖＋Ｏ(‖ｅ０‖２)＝ ｃ‖ｅ(ｐ－１)Ｔ‖＋Ｏ(‖ｅ０‖２)≤

ｃ[ｃ‖ｅ(ｐ－２)Ｔ‖＋Ｏ(‖ｅ０‖２)]＋Ｏ(‖ｅ０‖２)＝
ｃ２‖ｅ(ｐ－２)Ｔ‖＋ｃＯ(‖ｅ０‖２)＋Ｏ(‖ｅ０‖２)＝

ｃ２‖ｅ(ｐ－２)Ｔ‖＋Ｏ(‖ｅ０‖２)≤􀆺≤ｃｐ‖ｅ０‖＋Ｏ(‖ｅ０‖２)ꎬ
从而得到不等式(１７)ꎬ证毕.

２.３　 算法设计

由于在算法实施中ꎬ我们无法提前计算 Ｉ－∇ｆ(ｘ)在不动点 ｘ∗处的矩阵ꎬ进而也无法确定周期因子序

列的取值ꎬ因此本文提出了一个可行的方案:在每 ｈＴ(ｈ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺)步时ꎬ将矩阵更新为 Ｉ－∇ｆ(ｘ)在当前

迭代点 ｘｋ 的矩阵. 我们称这个算法为基于移位不动点迭代的不精确切比雪夫加速法ꎬ简记为 ＩＣＡ￣ＳＦＰ. 具

体的迭代步骤如算法 １ 所示.

算法 １　 ＩＣＡ￣ＳＦＰ:基于移位不动点迭代的不精确切比雪夫加速

输入:随机矩阵 Ｒ(由随机张量 P 展开)ꎬ概率 αꎬ周期 Ｔꎬ初始向量 ｘ０ꎬ随机传送向量 ｖꎬ终止误差 εꎬ最大迭代次数 ｋｍａｘ以

及正整数 ｈ. 初始化 ｋ＝ ０ 和 ｓ＝ ０.
迭代步骤:

—４—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



蒋贺兰ꎬ等:求解多重线性 ＰａｇｅＲａｎｋ 问题的切比雪夫加速法

１. 计算 ｆ(ｘ０)＝ αＲｘ⊗(ｍ－１)
０ ＋(１－α)ｖꎻ

２. 计算 Ｂ＝ Ｉ－∇ｆ(ｘ０)ꎻ
３. 计算由(１０)和(１１)式确定的 ａ 和 ｂꎻ
４. 当满足条件 ｋ<ｋｍａｘ时ꎬ执行第 ４.１ 至 ４.３ 步ꎻ
４.１. 令 ｓ＝ ０ꎻ
４.２. 当满足条件 ｓ<Ｔ 时ꎬ执行第 ４.２.１ 至第 ４.２.４ 步ꎻ

４.２.１. 计算 ωｋ ＝
ｂ－ａ
２ ｃｏｓ

(２ｓ＋１)π
２Ｔ

＋ｂ
＋ａ
２[ ]

－１

ꎻ

４.２.２. 计算 ｆ(ｘｋ)＝ αＲｘ⊗(ｍ－１)
ｋ ＋(１－α)ｖꎻ

４.２.３. 计算 ｘｋ＋１ ＝(１－ωｋ)ｘｋ＋ωｋ ｆ(ｘｋ)ꎻ
４.２.４. 如果满足条件‖ｘｋ＋１－ｘｋ‖１<εꎬ则停止迭代并且输出 ｘｋ＋１ꎬ否则令 ｋ＝ ｋ＋１ꎬ及 ｓ＝ ｓ＋１ꎬ返回第 ４.２ 步

４.３. 如果满足条件
ｋ
Ｔ
∈ｈＺ＋ꎬ则更新矩阵 Ｂ＝ Ｉ－∇ｆ(ｘｋ)ꎬ并计算由(１０)和(１１)式确定的 Ｂ 的 ａ 和 ｂꎬ返回第 ４ 步

３　 数值实验

本文将已有的不动点迭代和移位不动迭代与新算法进行比较ꎬ为了方便起见ꎬ分别用 ＦＰꎬＳＦＰ 和 ＩＣＡ￣
ＳＦＰ 表示. 测试的多重线性 ＰａｇｅＲａｎｋ 问题对应的是三阶张量. 迭代次数和运行时间分别用 ＩＴ 和 ＣＰＵ 表示ꎬ

初始向量 ｘ０ 选择为零向量ꎬ取非负传送向量 ｖ＝ １
ｎ
ꎬ １
ｎ
ꎬ􀆺ꎬ １

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

和终止误差 ε＝１０－１０ꎬ当迭代向量满足

‖ｘｋ＋１－ｘｋ‖１<εꎬｋ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ
时ꎬ迭代终止.

本文从佛罗里达大学的稀疏矩阵市场[２０] 上随机选取部分测试矩阵ꎬ基于文献[７]中提出的构造方

法ꎬ将测试矩阵转化为本文所需的随机矩阵 Ｒ. 测试矩阵的相关信息如表 １ꎬ其中 ｎｎｚ 表示的是非零元的个

数ꎬｎｎｚｒ 表示的是每一行非零元的平均个数.
表 １　 测试矩阵的相关信息

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｒｅａｌ ｄａｔａｂａｓｅ

阶数 ｎｎｚ ｎｎｚｒ 阶数 ｎｎｚ ｎｎｚｒ
ｃａｎ＿１０５４ １ ０５４ １２ １９６ １１.６ ｍｓｃ０１４４０ １ ４４０ ４４ ９９８ ３１.２
ｌｓｈｐ１２７０ １ ２７０ ８ ６６８ ６.８ ｙｅａｓｔ＿３０ＮＮ １ ４８４ ６２ ３５０ ４２.０

　 　 在 α＝ ０.４９０ 的情况下ꎬＦＰꎬＳＦＰꎬ和 ＩＣＡ￣ＳＦＰ 三种算法的收敛结果显示在表 ３ 中. 对于 ＳＦＰ 算法ꎬ移位

因子 ω 的取值是经过多次试验后的拟最优选择ꎬ相关数据放于表 ２. 对于 ＩＣＡ￣ＳＦＰ 算法ꎬ取适当间隔 ｈ ＝
４. 结合定理 １ꎬ如果 Ｔ 的取值太小ꎬ那么 ＩＣＡ￣ＳＦＰ 方法的收敛速度可能没有明显提升ꎬ加速效果微乎其微ꎬ
但如果 Ｔ 的取值太大ꎬ计算因子序列的值会更耗时ꎬ在大规模问题里ꎬＩＣＡ￣ＳＦＰ 方法的计算成本会高ꎬ因此

根据相应问题的计算量ꎬ本实验的周期 Ｔ 选择在 ４ 到 ８ 之间ꎬ间隔为 １.
表 ２　 ＳＦＰ 迭代的拟最优因子 ω

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｑｕａｓｉ￣ｏｐｔｉｍａｌ ｆａｃｔｏｒ ω ｆｏｒ ＳＦＰ

ｃａｎ＿１０５４ ｌｓｈｐ１２７０ ｍｓｃ０１４４０ ｙｅａｓｔ＿３０ＮＮ
ω １.５２ １.５２ １.５１ １.４４

表 ３　 当 α＝０.４９０ 时ꎬ几种迭代的收敛结果

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｈｅｎ α＝０.４９０

ｃａｎ＿１０５４
ＩＴ ＣＰＵ

ｌｓｈｐ１２７０
ＩＴ ＣＰＵ

ｍｓｃ０１４４０
ＩＴ ＣＰＵ

ｙｅａｓｔ＿３０ＮＮ
ＩＴ ＣＰＵ

ＦＰ ７４８ １７.１２４ ２ ７４８ ２５.６８６ １ ７４８ ３１.７９１ ９ ７４８ ３９.１０２ ９
ＳＦＰ ４８７ １１.０５４ ３ ４８７ １７.９４３ ３ ４９１ ２１.０５６ ６ ５１５ ２４.９２６ ６

ＩＣＡ￣ＳＦＰ(Ｔ＝ ４) ３３６ ８.３３５ ３ ３３６ １２.００３ ０ ３３６ １５.３１０ ３ ３３６ １８.１２１ ２
ＩＣＡ￣ＳＦＰ(Ｔ＝ ５) ３０５ ７.４７６ ２ ３０５ １１.０９８ ５ ３０５ １３.８９０ ８ ３０５ １７.０１３ １
ＩＣＡ￣ＳＦＰ(Ｔ＝ ６) ２８２ ６.９１２ ９ ２８２ １０.４５０ ９ ２８２ １３.０３７ ０ ２８２ １５.６３７ ０
ＩＣＡ￣ＳＦＰ(Ｔ＝ ７) ２６６ ６.５７５ ９ ２６６ ９.５９８ ４ ２６６ １２.２１３ ５ ２６６ １４.１３６ ０
ＩＣＡ￣ＳＦＰ(Ｔ＝ ８) ２５６ ６.２９２ ５ ２５６ ９.３７４ ０ ２６４ １２.１５１ １ ３０４ １６.０３０ ５

—５—
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　 　 从表 ３ 可以看出ꎬ三种算法都成功收敛到多重线性 ＰａｇｅＲａｎｋ 问题的解. 在五种给定周期下ꎬＩＣＡ￣ＳＦＰ
算法的数值表现都优于其它两种算法ꎬ随着周期 Ｔ 增加ꎬＩＣＡ￣ＳＦＰ 算法所需的 ＩＴ 和 ＣＰＵ 均在减少.

４　 结论

本文给出了多重线性 ＰａｇｅＲａｎｋ 的切比雪夫加速方法ꎬ相关收敛理论分析和数值实验表明该算法具有

可行性和有效性. 另外ꎬ算法中的周期 Ｔ 在一定程度上影响着收敛速度ꎬ因此ꎬ对周期 Ｔ 的最优选择值得

继续研究.
致谢:论文在撰写过程中参考了四川农业大学沈照力老师提供的生成随机矩阵 Ｒ 的代码ꎬ在此表示

感谢.
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