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[摘要] 　 本文借助于上下解方法研究环域上带 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界的平均曲率方程
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径向解的存在性ꎬ其中 ＡꎬＢ∈Ｒꎬ０<Ａ<ＢꎬＤ＝{ｘ∈ＲＮ:Ａ≤ ｜ ｘ ｜ ≤Ｂ} . ｆ:[ＡꎬＢ] ×Ｒ２→Ｒ 为连续函数ꎬ ｄｖ
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为外法向导数.文章通过构造方程的上下解来保证上述方程解的存在性.
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ｗｈｅｒｅ ＡꎬＢ∈Ｒꎬ０<Ａ<ＢꎬＤ ＝ { ｘ∈ＲＮ:Ａ≤ ｜ ｘ ｜ ≤Ｂ} . ｆ:[ＡꎬＢ] ×Ｒ２→Ｒ ｉｓ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎꎬ ｄｖ
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ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ａｎｄ ∂ｖ
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ｉｓ ｏｕｔ ｗａｒｄ ｎｏｒｍａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ.
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上下解方法作为研究非线性微分方程的一类重要方法获得了众多学者的关注ꎬ取得了非常丰富的结

论[１－１０] .值得注意的是ꎬ借助于上下解方法获得解的存在性的普遍条件是上下解存在ꎬ但是对于大多数的

方程是无法直接判断其是否存在上下解的ꎬ本文尝试对环域上带 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界的平均曲率方程构造出上

下解ꎬ从而得到解的存在性.
平均曲率方程
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式中 Ω⊂ＲＮꎬ是一类有意义的拟线性微分方程ꎬ它产生于 Ｌｏｒｅｎｔｚ￣Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 空间中超曲面的研究ꎬ方程

(１)主要是在研究超曲面时在该空间定义 ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
(ｄｘ ｊ) ２－(ｄｔ) ２ 作为度量时得到的.这类问题ꎬ受到众多学者

的关注和研究[１ꎬ１１－２０] .
２００７ 年ꎬ文[１４]借助于上下解方法讨论了问题(１)的一维形式ꎬ即一维 φ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 问题

(φ(ｕ′)) ′＝ ｆ( ｔꎬｕꎬｕ′)ꎬ　 ｔ∈[０ꎬＴ]
ｕ(０)－ｕ(Ｔ)＝ ０＝ｕ′(０)－ｕ′(Ｔ){ (２)

解的存在性ꎬ其中 φ:(－ａꎬａ)→Ｒ(０<ａ<∞ )为单调递增的同胚映射且 φ(０)＝ ０. 他们获得了如下结果

定理 Ａ　 若问题(２)存在下解 α 和上解 βꎬ使得对任意的 ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬα( ｔ)≤β( ｔ)ꎬ则问题(２)存在解 ｕꎬ
满足

α( ｔ)≤ｕ( ｔ)≤β( ｔ)ꎬ　 ∀ｔ∈[０ꎬＴ] .
进一步ꎬ若 α 与 β 为严格上解和下解ꎬ则上述关系中的严格不等号成立ꎬ且有

ｄＬＳ[ Ｉ－ＭꎬΩαꎬβꎬ０] ＝ －１ꎬ
式中ꎬＭ 表示问题(２)的不动点算子ꎬΩαꎬβ ＝{ｕ∈Ｃ１[０ꎬＴ]:α<ｕ<βꎬ∀ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ‖ｕ′‖∞ <ａꎬｕ(０)－ｕ(Ｔ)＝
０＝ｕ′(０)－ｕ′(Ｔ)} . ｄＬＳ[ Ｉ－ＭꎬΩαꎬβꎬ０]表示算子 Ｉ－Ｍ 在 Ωαꎬβ上关于 ０ 的 Ｌｅｒａｙ￣Ｓｃｈａｕｄｅｒ 度.

２０１３ 年ꎬ文[１]对奇异周期边值问题

(φ(ｕ′)) ′＝ｇ( ｔꎬｕ)＋ｅ( ｔ)ꎬ　 ｔ∈[０ꎬＴ]
ｕ(０)－ｕ(Ｔ)＝ ０＝ｕ′(０)－ｕ′(Ｔ){

构造了上下解ꎬ其中 ｇꎬｅ 均为连续函数ꎬｇ 在 ｕ＝ ０ 处允许有奇异性.
对于 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界下高维平均曲率方程(１)的研究ꎬ２０１０ 年ꎬ文献[１１]将问题(１)转化为
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(３)

在非线性项满足一定的单调性条件时研究了上下解的存在性ꎬ并借助于上下解方法获得了解的存在性.
自然地ꎬ当非线性项不具有单调性时应该如何获得解的存在性是值得思考的问题. 为此ꎬ本文将讨论

环域上带 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界的平均曲率方程
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径向解的存在性ꎬ其中 ｆ:[ＡꎬＢ]×Ｒ２→Ｒ 为连续函数ꎬｄｖ
ｄｒ

表示径向导数ꎬ∂ｖ
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为外法向导数.

令 ｒ＝ ｜ ｘ ｜ ꎬｖ(ｘ)＝ ｕ( ｒ)ꎬ可将问题(４)化为
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则要获得问题(４)的径向解存在性只需要研究问题(５)解的存在性.

１　 预备知识

考虑 Ｎｅｕｍａｎｎ 边值问题

( ｒＮ－１φ(ｕ′)) ′＝ ｒＮ－１ ｆ( ｒꎬｕꎬｕ′)ꎬ　 ｒ∈[ＡꎬＢ]
ｕ′(Ａ)＝ ０＝ｕ′(Ｂ){ (６)

式中ꎬφ:(－ａꎬａ)→Ｒ 为单调递增的同胚映射且满足 φ(０)＝ ０(０<ａ<∞ )ꎬｆ:[ＡꎬＢ]×Ｒ２→Ｒ 连续.
问题(６)的解 ｕ 是指满足‖ｕ′‖∞ <ａꎬφ(ｕ′)连续可微且使得(６)成立的连续可微函数.
为了方便ꎬ下面给出一些定义及记号.
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记 Ｃ:＝Ｃ[ＡꎬＢ]ꎬＣ１:＝Ｃ１[ＡꎬＢ]其范数分别为

‖ｕ‖∞ ＝ ｍａｘ
ｒ∈[ＡꎬＢ]

ｕ( ｒ)ꎬ　 ‖ｕ‖＝‖ｕ‖∞ ＋‖ｕ′‖∞ .

给定

Ｃ１
† ＝{ｕ∈Ｃ１:ｕ′(Ａ)＝ ０＝ｕ′(Ｂ)}

显然 Ｃ１
† 为 Ｃ１ 的闭子空间.

定义

Ｑ:Ｃ → Ｃꎬ Ｑｕ ＝ Ｎ
ＢＮ － ＡＮ∫ＢＡ ｒＮ－１ｕ( ｒ)ｄｒꎬ

Ｐ:Ｃ → Ｃꎬ Ｐｕ ＝ ｕ(Ａ)ꎬ

γ( ｒ) ＝ １
ｒＮ－１ꎬ ｒ ∈ (０ꎬ∞ )ꎬ

显然 γ:(０ꎬ∞ )→Ｒ 连续.
定义线性算子

Ｌ:Ｃ → Ｃꎬ Ｌｕ( ｒ) ＝ γ( ｒ)∫ｒ
Ａ
ｔＮ－１ｕ( ｔ)ｄｔ ( ｒ ∈ (ＡꎬＢ]) .

Ｈ:Ｃ → Ｃ１ꎬ Ｈｕ( ｒ) ＝ ∫ｒ
Ａ
ｕ( ｔ)ｄｔ ( ｒ ∈ [ＡꎬＢ]) .

由文献[１１]可知ꎬＬ 为紧算子ꎬＨ 为有界算子.
显然 ｆ 的 Ｎｅｍｙｔｓｋｉｉ 算子

Ｎｆ:Ｃ１→Ｃꎬ　 Ｎｆ(ｕ)＝ ｆ(􀅰ꎬｕ(􀅰)ꎬｕ′(􀅰))ꎬ
连续且将有界集映为有界集.

下面我们定义非线性算子 M ｆꎬ这个算子将在解的存在性研究中起至关重要的作用ꎬ事实上ꎬ借助于

文献[１１]的结论可知ꎬ算子

M ｆ:Ｃ１
†→Ｃ１

†ꎬ　 M ｆ ＝Ｐ＋ＱＮｆ＋Ｈ 􀳱φ－１ 􀳱Ｌ 􀳱( Ｉ－Ｑ) 􀳱Ｎｆ .
为良定的紧算子.

有了这样一个算子ꎬ问题(６)解的存在性问题将会转化为算子的不动点问题. 即对任意的 ｕ∈Ｃ１
†ꎬ若 ｕ

为问题(６)的解ꎬ当且仅当 ｕ 为算子 M ｆ 的不动点.
下面我们先考虑一个简单问题

( ｒＮ－１φ(ｕ′)) ′＝ ｒＮ－１η( ｒ)ꎬ　 ｒ∈[ＡꎬＢ]
ｕ′(Ａ)＝ ０＝ｕ′(Ｂ){ (７)

式中ꎬη∈Ｃ.可以获得如下结论:
引理 １.１　 若 η∈Ｃ 满足

Ｑη＝ Ｎ
ＢＮ－ＡＮ ∫ＢＡ ｒＮ－１η( ｒ)ｄｒ＝ ０ꎬ (８)

则问题(７)存在解 ｕ 且

ｕ＝Ｐｕ＋Ｈ 􀳱φ－１ 􀳱Ｌ(η) . (９)
证明　 若(８)成立ꎬ则问题(７)等价于

ｒＮ－１φ(ｕ′( ｒ))－ＡＮ－１φ(ｕ′(Ａ))＝ ∫ｒ
Ａ
ｓＮ－１η( ｓ)ｄｓ.

由 ｕ′(Ａ)＝ ０ 得

ｕ′( ｒ)＝ φ－１(Ｌη( ｒ)) .
故有

ｕ( ｒ)＝ ｕ(Ａ)＋ ∫ｒ
Ａ
φ－１(Ｌη( ｓ))ｄｓ＝Ｐｕ＋Ｈ 􀳱φ－１ 􀳱Ｌ(η) .

我们回顾上下解的定义.
—９—
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定义 １.１[１１] 　 称 α 为问题(６)的下解是指ꎬα∈Ｃ１ 满足‖α′‖∞ <ａꎬｒＮ－１φ(α′)∈Ｃ１ꎬα′(Ａ)≥０≥α′(Ｂ)且
∀ｒ∈[ＡꎬＢ]

( ｒＮ－１φ(α′( ｒ))) ′≥ｒＮ－１ ｆ( ｒꎬα( ｒ)ꎬα′( ｒ)) (１０)
成立. 当(１０)中取严格不等号时ꎬ称 α 为问题(６)的严格下解.

称 β 为问题(６)的下解是指ꎬβ∈Ｃ１ 满足‖β′‖∞ <ａꎬｒＮ－１φ(β′)∈Ｃ１ꎬβ′(Ａ)≤０≤β′(Ｂ)且∀ｒ∈[ＡꎬＢ]
( ｒＮ－１φ(β′( ｒ))) ′≤ｒＮ－１ ｆ( ｒꎬβ( ｒ)ꎬβ′( ｒ)) (１１)

成立. 称 β 为问题(６)的严格上解是指ꎬ(１１)中取严格不等号.
本文总假设:

(Ｈ)Ａ>０ 且 φ:(－ａꎬａ)→Ｒ 为单调递增的同胚映射ꎬ满足 φ(０)＝ ０ꎬ其中 ０<ａ<∞ .
引理 １.２[１１] 　 若(Ｈ)成立ꎬ且问题(６)存在下解 α 和上解 βꎬ使得∀ｒ∈[ＡꎬＢ]有 α( ｒ)≤β( ｒ)ꎬ则问题

(６)存在解 ｕꎬ满足

α( ｒ)≤ｕ( ｒ)≤β( ｒ)ꎬ　 ∀ｒ∈[ＡꎬＢ] .
进一步ꎬ若 αꎬβ 为严格下解和严格上解ꎬ则有

α( ｒ)<ｕ( ｒ)<β( ｒ)ꎬ　 ∀ｒ∈[ＡꎬＢ]ꎬ
且

ｄＬＳ[ Ｉ－M ｆꎬΩαꎬβꎬ０] ＝ －１ꎬ
式中ꎬ

Ωαꎬβ ＝{ｕ∈Ｃ１
†:α( ｒ)<ｕ( ｒ)<β( ｒ)ꎬ　 ∀ｒ∈[ＡꎬＢ]ꎬ　 ‖ｕ′‖∞ <ａ} .

引理 １.３[１１] 　 若(Ｈ)成立且问题(６)存在下解 α 和上解 βꎬ则问题(６)至少存在一个解.
下面给出一个记号ꎬ∀ｅ∈Ｃꎬ记 ｅ＋ ＝ｍａｘ{ｅꎬ０}ꎬ　 ｅ－ ＝ｍａｘ{－ｅꎬ０}ꎬ

Ｅ ＝ Ｑｅ ＝ Ｎ
ＢＮ － ＡＮ∫ＢＡ ｒＮ－１ｅ( ｒ)ｄｒꎬ

Ｅ ±＝ Ｑｅ ±＝ Ｎ
ＢＮ － ＡＮ∫ＢＡ ｒＮ－１ｅ ± ( ｒ)ｄｒ.

显然ꎬＥ＝Ｅ＋－Ｅ－ .

２　 主要结果及证明

下面借助于上下解方法讨论问题(６)解的存在性ꎬ从而获得(４)的解的存在性结论.
为此我们先对问题(６)构造上下解ꎬ并估计它的界.
命题 ２.１　 若存在常数 ｘ１ 及 ｅ ∈Ｃ 满足

ｆ( ｒꎬｘꎬｙ)≤ｅ( ｒ)ꎬ　 ∀( ｒꎬｘꎬｙ)∈[ＡꎬＢ]×[ｘ１ꎬｘ１＋ａ(Ｂ－Ａ)]×[－ａꎬａ] . (１２)
如果

Ｅ＝Ｑｅ≤０ꎬ (１３)
则问题(６)存在下解 αꎬ且

ｘ１≤α≤ｘ１＋ａ(Ｂ－Ａ) . (１４)
特别地ꎬ当(１２)式中严格不等号成立时ꎬα 为严格下解.

证明　 下面分两种情况证明.
情形 １　 若 Ｅ＋ ＝ ０ꎬ则由(１３)可知 ｅ≤０.此时ꎬ取 α≡ｘ１ꎬ有

( ｒＮ－１φ(α′( ｒ))) ′＝ ０≥ｒＮ－１ｅ( ｒ)≥ｒＮ－１ ｆ( ｒꎬα( ｒ)ꎬα′( ｒ)) .
显然ꎬα≡ｘ１ 为问题(６)的下解.

情形 ２　 若 Ｅ＋>０ꎬ由于

Ｎ
ＢＮ － ＡＮ∫ＢＡ ｒＮ－１[ｅ ＋ ( ｒ)Ｅ － － ｅ － ( ｒ)Ｅ ＋]ｄｒ ＝ ０.

令 η( ｒ)＝ １
Ｅ＋

[ｅ＋( ｒ)Ｅ－－ｅ－( ｒ)Ｅ＋] .根据引理 １.１ꎬ问题

—０１—
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( ｒＮ－１φ(ξ′)) ′＝ ｒＮ－１η( ｒ)ꎬ　 ｒ∈[ＡꎬＢ]ꎬ
ξ′(Ａ)＝ ０＝ ξ′(Ｂ){

存在解 ξ 满足 ξ＝Ｐξ＋Ｈ 􀳱φ－１ 􀳱Ｌ(η) .令
α＝ ｘ１＋Ｈ 􀳱φ－１ 􀳱Ｌ(η)－ｍｉｎ

[ＡꎬＢ]
(Ｈ 􀳱φ－１ 􀳱Ｌ(η)) .

显然

α′＝φ－１ 􀳱Ｌ(η)＝ ξ′ꎬ
所以有 α′(Ａ)＝ α′(Ｂ)＝ ０. 由条件(Ｈ)可知ꎬ‖α′‖∞ <ａ.

由连续性可知ꎬ存在 ｒ１ꎬｒ２∈[ＡꎬＢ]ꎬ使得 α( ｒ１)＝ αＬꎬα( ｒ２)＝ αＭ . 则有

ｍａｘ
[ＡꎬＢ]

α－ｍｉｎ
[ＡꎬＢ]

α＝ ∫ｒ２
ｒ１
α′( ｓ)ｄｓ≤∫ Ｂ

Ａ ｜α′( ｓ) ｜ ｄｓ≤ａ(Ｂ－Ａ)ꎬ

因此(１４)式成立.
由条件(１３)有 Ｅ＋≤Ｅ－ꎬ则

( ｒＮ－１φ(α′( ｒ))) ′＝ ｒＮ－１η( ｒ)＝ ｒＮ－１ １
Ｅ＋

[ｅ＋( ｒ)Ｅ－－ｅ－( ｒ)Ｅ＋]≥ｒＮ－１ｅ( ｒ)≥ｒＮ－１ ｆ( ｒꎬαꎬα′) .

因此ꎬα 为问题(６)的下解. 进一步ꎬ对(１２)式中取严格不等号的情形ꎬ可以类似地证明.
注 ２.１　 若 ｅ≡０ꎬ只需 ｆ( ｒꎬｘ１０)≤０ꎬ就可以保证问题(６)存在下解 α≡ｘ１ .
类似地ꎬ可以获得上解存在性结果.
命题 ２.２　 若存在常数 ｘ２ 及 ｄ∈Ｃ 满足

ｆ( ｒꎬｘꎬｙ)≥ｄ( ｒ)ꎬ　 ∀( ｒꎬｘꎬｙ)∈[ＡꎬＢ]×[ｘ２ꎬｘ２＋ａ(Ｂ－Ａ)]×[－ａꎬａ] . (１５)
如果

Ｄ＝Ｑｄ≥０ꎬ (１６)
则问题(６)存在上解 βꎬ且

ｘ２≤β≤ｘ２＋ａ(Ｂ－Ａ) . (１７)
特别地ꎬ当(１５)式中严格不等号成立时ꎬβ 为严格上解.

证明　 证明方法与命题 ２.１ 类似. 这里只简单说明.
情形 １　 若 Ｄ－ ＝ ０ 时ꎬ取 β≡ｘ２ 即可.

情形 ２　 若 Ｄ－>０ 时ꎬ选取 η( ｒ)＝ １
Ｄ－

[ｄ＋( ｒ)Ｄ－－ｄ－( ｒ)Ｄ＋] . 此时ꎬ令

β＝ ｘ２＋Ｈ 􀳱φ－１ 􀳱Ｌ(η)－ｍｉｎ
[ＡꎬＢ]

(Ｈ 􀳱φ－１ 􀳱Ｌ(η)) .

可以得到ꎬβ 为问题(６)的上解.
注 ２.２　 若 ｄ≡０ꎬ只需 ｆ( ｒꎬｘ２ꎬ０)≥０ꎬ就可以保证问题(６)存在下解 β≡ｘ２ .
综上可以得到问题(６)解的存在性结论.
定理 ２.１　 若存在常数 ｘｉ 及 ｃｉ∈Ｃ 满足

(－１) ( ｉ＋１) ｆ( ｒꎬｘꎬｙ)≤(－１) ( ｉ＋１) ｃｉ( ｒ)ꎬ　 ∀( ｒꎬｘꎬｙ)∈[ＡꎬＢ]×[ｘｉꎬｘｉ＋ａ(Ｂ－Ａ)]×[－ａꎬａ] (１８)
且

(－１) ( ｉ＋１)Ｑｃｉ≤０ꎬ (１９)
对 ｉ＝ １ꎬ２ 成立. 则问题(６)至少存在一个解.进一步ꎬ若

ｘ１＋ａ(Ｂ－Ａ)≤ｘ２ꎬ (２０)
则问题(６)的解 ｕ 满足

ｘ１≤ｕ≤ｘ２＋ａ(Ｂ－Ａ) . (２１)
证明　 借助于命题 ２.１ 及命题 ２.２ꎬ由条件(１８)ꎬ(１９)可以证明问题(６)存在下解 α 和上解 βꎬ分别满

足(１４)ꎬ(１７) .由引理 １.３ 知ꎬ问题(６)至少存在一个解.
进一步ꎬ根据条件(２０)得

α( ｒ)≤ｕ( ｒ)≤β( ｒ)ꎬ　 ∀ｒ∈[ＡꎬＢ] .
由引理 １.２ 可知ꎬ问题(６)存在解 ｕꎬ满足(２１) .

—１１—
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例 ２.１　 取 Ａ＝ １ꎬＢ＝ ２ꎬ考虑问题

ｄｉｖ
∇ｖ

１－ ｜∇ｖ ｜ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ａｒｃｔａｎ ｖ－ π

４
ꎬ ｘ∈Ｄ

∂ｖ
∂ν

＝ ０ ｘ∈∂Ｄ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(２２)

径向解的存在性.
令 ｒ＝ ｜ ｘ ｜ ꎬｖ(ｘ)＝ ｕ( ｒ)ꎬ则有

ｒＮ－１ ｕ′

１－ ｜ ｕ′ ｜ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ′＝ ｒＮ－１ ａｒｃｔａｎ ｕ－ π

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 ｒ∈[１ꎬ２]

ｕ′(１)＝ ０＝ｕ′(２)

ì

î

í

ï
ï

ïï

(２３)

取 ｘ１ ＝ －１ꎬ则 ｘ１＋ａ(Ｂ－Ａ)＝ －１＋ａ＝ ０ꎬ取 ｃ１( ｒ)＝ － π
４
ꎬ显然

－ π
２
≤ａｒｃｔａｎ ｕ－ π

４
≤－π

４
＝ ｃ１( ｒ) 　 ∀ｕ∈[－１ꎬ０]ꎬ　 ｒ∈[１ꎬ２]

且

Ｑｃ１<０.
取 ｘ２ ＝ ２ꎬ则 ｘ２＋ａ(Ｂ－Ａ)＝ ２＋ａ＝ ３ꎬ令 ｃ２( ｒ)＝ ０.４ｒ－０.５ꎬ计算可得

ｃ２( ｒ)≤０.３<ａｒｃｔａｎ ２－ π
４
≤ａｒｃｔａｎ ｕ－ π

４
≤ａｒｃｔａｎ ３－ π

４
ꎬ　 ∀ｕ∈[２ꎬ３]ꎬｒ∈[１ꎬ２]

且

Ｑｃ２ ＝
Ｎ

２Ｎ－１ ∫
２

１
ｒＮ－１(０.４ｒ－０.５)ｄｒ≥０.

所以条件(１８)－(２０)成立ꎬ根据定理 ２.１ 可知ꎬ问题(２２)存在解 ｕꎬ且
－１≤α≤ｕ≤β≤３.

结合注 ２.１ꎬ注 ２.２ 以及上述定理我们不加证明的给出如下结论.
推论 ２.１　 若(Ｈ)成立. 如果存在常数 ｘ１ꎬｘ２ 满足

ｆ( ｒꎬｘ２ꎬ０) ｆ( ｒꎬｘ１ꎬ０)≤０ꎬ
则问题(６)至少存在一个解.进一步ꎬ若 ｘ１<ｘ２ 且

ｆ( ｒꎬｘ１ꎬ０)≤０ꎬ　 ｆ( ｒꎬｘ２ꎬ０)≥０ꎬ
则问题(６)的解 ｕꎬ满足

ｘ１≤ｕ( ｒ)≤ｘ２ꎬ　 ∀ｒ∈[ＡꎬＢ] .
此时ꎬα≡ｘ１ꎬβ≡ｘ２ 分别为问题(６)的下解和上解.

注 ２.３　 对于问题(２３)ꎬ由推论 ２.１ 可以直接得到常数上下解ꎬ即 α≡０ꎬβ≡２.显然大多数问题不能够

直接获得上下解. 文献[１１]给出了如下结论

定理 Ｂ　 若(Ｈ)成立ꎬｆ:[ＡꎬＢ]×Ｒ→Ｒ 连续且 ｆ( ｒꎬ􀅰)为非减或非增函数ꎬ则问题

( ｒＮ－１φ(ｕ′)) ′＝ ｒＮ－１ ｆ( ｒꎬｕ)ꎬ　 ｒ∈[ＡꎬＢ]
ｕ′(Ａ)＝ ０＝ｕ′(Ｂ){ (２４)

有解的充要条件是存在常数 ｃ∈Ｒꎬ使得

∫Ｂ
Ａ
ｒＮ－１ ｆ( ｒꎬｃ)ｄｒ＝ ０.

可以看出在非线性项 ｆ( ｒꎬ􀅰)单调时ꎬ定理 Ｂ 能够获得上下解. 而本文并不要求非线性项单调ꎬ我们举

例说明.
例 ２.２　 取 Ａ＝ １ꎬＢ＝ ２ꎬ考虑问题

—２１—
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ｄｉｖ
∇ｖ

１－ ｜∇ｖ ｜ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －ｖ６＋０.３８ ｜ ｘ ｜ －０.４ꎬ　 ｘ∈Ｄ

∂ｖ
∂ν

＝ ０　 ｘ∈∂Ｄ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(２５)

径向解的存在性.
令 ｒ＝ ｜ ｘ ｜ ꎬｖ(ｘ)＝ ｕ( ｒ)ꎬ则有

ｒＮ－１ ｕ′

１－ ｜ ｕ′ ｜ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ′＝ ｒＮ－１(－ｕ６＋０.３８ｒ－０.４)ꎬ　 ｒ∈[１ꎬ２]

ｕ′(１)＝ ０＝ｕ′(２)

ì

î

í

ï
ï

ïï

(２６)

容易看出ꎬ问题(２６)不存在平凡的上解ꎬ而且非线性项不是单调的.下面我们借助命题 ２.２ 对上述问

题构造上解.

取 ｘ２ ＝ － １
２
ꎬ则 ｘ２＋ａ(Ｂ－Ａ)＝ － １

２
＋ａ＝ １

２
ꎬ取 ｃ２( ｒ)＝ ０.４ｒ－０.５ꎬ显然

－ｕ６＋０.３８ｒ－０.４>０.４ｒ－０.５ꎬ∀ｕ∈ － １
２
ꎬ １
２

é

ë
êê

ù

û
úú ꎬｒ∈[１ꎬ２]

且

Ｑｃ２ ＝
Ｎ

２Ｎ－１ ∫
２

１
ｒＮ－１(０.４ｒ－０.５)ｄｒ≥０.

则根据命题 ２.１ꎬ问题(２６)存在上解 βꎬ满足－ １
２
≤β≤ １

２
.容易验证

β＝ ｘ２＋Ｈ 􀳱φ－１ 􀳱Ｌ(η)－ｍｉｎ
[ＡꎬＢ]

(Ｈ 􀳱φ－１ 􀳱Ｌ(η))

为问题(２６)的上解. 其中

η( ｒ)＝ (２Ｎ－１)(Ｎ＋１)
０.１Ｎ－０.５×１.２５Ｎ＋０.５

(０.５－０.４ｒ)２
Ｎ(０.３Ｎ－０.５)＋０.５×１.２５Ｎ

(２Ｎ－１)(Ｎ＋１)
ꎬ １≤ｒ< ５

４ꎬ

(０.４ｒ－０.５)０.１Ｎ
－０.５×１.２５Ｎ＋０.５

(２Ｎ－１)(Ｎ＋１)
ꎬ ５

４
≤ｒ≤２.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

显然ꎬα＝ －１ 为问题(２６)的下解. 故问题(２５)存在解 ｕꎬ满足

－１＝α≤ｕ≤β≤ １
２
.

下面我们考虑非线性项满足一定增长条件时方程

ｄｉｖ
∇ｖ(ｘ)

１－ ｜∇ｖ(ｘ) ｜ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ψ( ｜ ｘ ｜ )ｖ(ｘ)＝ ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｖ)ꎬ ｘ∈Ｄ

∂ｖ
∂ν

＝ ０ ｘ∈∂Ｄ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(２７)

径向解的存在性ꎬ其中 ψ∈Ｃ.
定理 ２.２　 若(Ｈ)成立ꎬΨ＝Ｑψ>０ꎬ且

ｌｉｍｉｎｆ
ｘ→∞

ｆ( ｒꎬｘ)
ｘ

>Ψ≥ψＬ>ｌｉｍｓｕｐ
ｘ→０＋

ｆ( ｒꎬｘ)
ｘ

ꎬ　 ∀ｒ∈[ＡꎬＢ]ꎬ (２８)

则问题(２７)至少存在一个非平凡解ꎬ其中 ψＬ ＝ ｍｉｎ
[ＡꎬＢ]

ψ( ｒ) .

证明　 只需讨论

ｒＮ－１ ｕ′

１－ ｜ ｕ′ ｜ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ′＋ｒＮ－１ψ( ｒ)ｕ( ｒ)＝ ｒＮ－１ ｆ( ｒꎬｕ)ꎬ　 ｒ∈[ＡꎬＢ]

ｕ′(Ａ)＝ ０＝ｕ′(Ｂ)

ì

î

í

ï
ï

ïï

(２９)

解的存在性.
—３１—
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因为 ψＬ>ｌｉｍｓｕｐ
ｘ→０＋

ｆ( ｒꎬｘ)
ｘ

ꎬ故而对充分小的 ξ∈Ｒꎬ可得

ｆ( ｒꎬξ)≤ψ( ｒ)ξꎬ　 ∀ｒ∈[ＡꎬＢ] .
取 α＝ ξꎬ可知 α 为问题(２９)的下解.

另外ꎬ由(２８)可知ꎬ存在 ε>０ꎬｘ２>ｍａｘ
(Ｂ－Ａ)Ψ＋

ε
ꎬα{ } ꎬ使得

ｆ( ｒꎬｘ)≥(Ψ＋ε)ｘꎬ∀ｒ∈[ＡꎬＢ]ꎬｘ≥ｘ２ . (３０)
取

ｄ( ｒ)＝ －ψｘ２－(Ｂ－Ａ)ψ
＋＋ ｍｉｎ

[ｘ２ꎬｘ２＋Ｂ－Ａ]
ｆ( ｒꎬｘ)ꎬ∀ｒ∈[ＡꎬＢ] .

容易看出ꎬ∀ｘ∈[ｘ２ꎬｘ２＋Ｂ－Ａ]
－ψｘ＝ψ－ｘ－ψ＋ｘ≥ψ－ｘ２－ψ

＋[ｘ２＋Ｂ－Ａ] .
故

ｆ( ｒꎬｘ)－ψ( ｒ)ｘ≥ｄ( ｒ)ꎬ　 ∀ｒ∈[ＡꎬＢ] .
由(３０)及 ｘ２ꎬ可得

Ｄ＝Ｑｄ＝ ｍｉｎ
[ｘ２ꎬｘ２＋Ｂ－Ａ]

ｆ( ｒꎬｘ)－ｘ２Ψ－(Ｂ－Ａ)Ψ＋≥(Ψ＋ε)ｘ２－ｘ２Ψ－(Ｂ－Ａ)Ψ＋≥０.

由命题 ２.２ꎬ问题(２９)存在下解 βꎬ且 ｘ２≤β≤ｘ２＋Ｂ－Ａ.又 α≤βꎬ故问题(２９)至少存在一个解 ｕ 使得 α≤ｕ≤βꎬ
即问题(２７)至少存在一个非平凡的径向解.

推论 ２.２　 若 Ｈ＝Ｑｈ>０ꎬ且

ｌｉｍ
ｘ→∞

ｆ( ｒꎬｘ)
ｘ

＝∞ ꎬ ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ( ｒꎬｘ)
ｘ

＝ ０ꎬ　 ∀ｒ∈[ＡꎬＢ] .

则问题(２７)至少存在一个非平凡解.
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