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[摘要] 　 本文主要研究了具有 ｐ 波超导配对的一维广义 Ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｎｇ Ａｕｂｒｙ￣Ａｎｄｒé￣Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ 模型中的局域化转

变ꎬ发现通过调控系统参数会诱导系统发生量子相变. 当化学势接近余弦结构时ꎬ系统依次经历了扩展相、中间

相和局域相的转变ꎬ并给出了相边界的解析解ꎻ通过计算平均逆参与率、归一化的平均参与率、分形维度等序参

量ꎬ并进行标度分析ꎬ发现解析结果与数值结果一致ꎬ进一步确认系统确实发生了相变ꎻ当化学势接近斐波那结

构时ꎬ通过计算分形维度、参与率、平均分形维度等序参量ꎬ指出系统的相边界发生了非平庸的变化ꎬ数值结果和

解析结果出现偏离ꎬ同时扩展相被抑制ꎬ系统出现退局域化现象ꎬ中间相增多ꎬ且位于带边区域的本征态更容易

由局域相进入中间相. 说明可以通过调控系统参数改变化学势结构ꎬ进而诱导系统发生量子相变. 这一结论为

具有 ｐ 波超导配对的准周期结构中相变的研究提供了新的参考.
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量子局域化的研究在凝聚态物理中起着重要的作用[１]ꎬ特别是自 １９５８ 年安德森局域化现象[２] 的发

现以来. 安德森局域化已经在不同的系统中进行了研究[３]ꎬ结果表明安德森局域现象中的金属绝缘体转

变被局限于高维系统中ꎬ且存在能量依赖的迁移率边[４]ꎬ在低维无序系统中并不存在扩展局域相变[５] . 然

而ꎬ近年来人们在一维系统中发现了一种确定化学势的非周期系统ꎬ其局域化特征既不同于周期性的系

统ꎬ又不同于完全无序的随机无序系统ꎬ而是介于两者之间[６]ꎬ因而被称为准周期系统[７]ꎬ并且在这样的

一维系统中观察到了扩展局域相变.
扩展局域相变在一维准周期势系统中的成功实现引起了物理学家们的广泛关注. 人们对各种形式的

准周期化学势进行了研究ꎬ并在不同的实验平台上得以成功实现ꎬ如光子晶体[８]、超冷原子[９] 和腔极化

子[１０]等. Ａｕｂｒｙ￣Ａｎｄｒé 模型[１１]和斐波那契模型[１２－１３]是最为经典的两种准周期结构ꎬ但它们的局域化特征

完全不同. Ａｕｂｒｙ￣Ａｎｄｒé 模型[１１]的化学势由周期为无理数的余弦函数调制ꎬ具有自对偶性质ꎬ这一性质在

一维系统中引发扩展局域相变[１４] . 当化学势调制强度等于 ２ 倍的跃迁强度时为扩展局域相变点ꎬ当化学

势调制强度低于相变点的值时ꎬ所有本征态都是扩展的ꎬ反之ꎬ整体呈现局域化状态. 在相变点所有本征

态的波函数都为临界态ꎬ这跟准周期结构的长程有序相关. Ｒｏａｔｉ 等[１５] 借助超冷原子技术ꎬ精细调控一维

双色光晶格的势场ꎬ成功地在实验上实现了这一模型ꎬ并观察到了理论上预测的局域化特征. 相比于

Ａｕｂｒｙ￣Ａｎｄｒé 模型ꎬ斐波那契结构是由两种不同的原子按照 Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ 数列生成的规则排列形成ꎬ也称为

Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ 准晶结构[１６－１９] . 其化学势通常为按照 Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ 数列交替出现的固定离散值. Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ 模型对于

任意的化学势强度ꎬ系统中既没有扩展相也没有局域相ꎬ所有的本征态都是临界态. 这一结构在实验方面

也引起了关注[２０－２１] . 这两类准周期结构虽然结构不同ꎬ但它们都为 Ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｎｇ Ａｕｂｒｙ￣Ａｎｄｒé￣Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ
( ＩＡＡＦ)模型的两种极限情况. Ｇｏｂｌｏｔ 等[２２]在理论和实验方面均验证了 Ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｎｇ Ａｕｂｒｙ￣Ａｎｄｒé￣Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ
模型从 Ａｂｕｒｙ￣Ａｎｄｒé 极限状态向斐波那契极限状态转变的过程. 近年来ꎬ人们利用超冷原子费米气体体系

和半导体纳米线诱导 ｐ 波配对ꎬ将 ｐ 波配对引入准周期系统ꎬ由于 ｐ 波配对与准周期势的竞争ꎬ以及准周

期系统本身的长程关联性ꎬ可诱导出丰富的量子态ꎬ比如 Ｗａｎｇ 等[２３] 在具有 ｐ 波超导配对的一维 Ａｕｂｒｙ￣
Ａｎｄｒé 模型中发现系统中出现了临界态ꎬ且由 Ａｕｂｒｙ￣Ａｎｄｒé 模型的临界点变成了临界区ꎬ与纯相之间有清

晰的相边界ꎻ古燕等[２４]在斐波那结构中引入 ｐ 波超导配对ꎬ发现在具有 ｐ 波超导配对的斐波那模型的系

统中拓扑超导相的波函数具有多重分形行为ꎬ系统整体进入临界态ꎻＧｕｏ[２５] 在具有 ｐ 波超导配对的 ＩＡＡＦ
模型中用数值计算了量子相变ꎬ发现系统中出现了多种不同类型的迁移率边. 相比于 Ａｕｂｒｙ￣Ａｎｄｒｅ 模型和

Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ 模型ꎬ具有 ｐ 波超导配对的一维广义 ＩＡＡＦ 模型的相变行为研究相对较少. ｐ 波超导配对究竟如

何影响其相变ꎬ仍是一个有待深入探讨的问题.
本文主要研究了具有 ｐ 波超导配对的一维广义 ＩＡＡＦ 模型中的量子相变ꎬ发现通过调控准周期化学

势的参数ꎬ可诱导系统发生相变ꎻ当化学势接近余弦结构时ꎬ系统依次经历了扩展相、临界相和局域相的转

变ꎬ同时给出了这三种相边界的解析解ꎬ得出数值结果和解析结果一致. 当化学势接近斐波那结构时ꎬ相
边界被破坏ꎬ解析结果出现偏离ꎬ扩展相被抑制ꎬ系统出现退局域化现象ꎬ诱导出更多中间相ꎬ且位于带边

区域的本征态比位于带心区域的本征态更容易发生去局域化行为.

１　 理论模型

考虑存在 ｐ 波超导配对的一维准周期系统ꎬ其哈密顿量可写为:

Ｈ^＝ －Ｊ∑
ｉ

( ｃ^†ｉ＋１ ｃ^ｉ＋ｈ.ｃ.)＋ ∑
ｉ
Ｖｉ ｎ^ｉ＋ ∑

ｉ
Δ( ｃ^ｉ＋１ ｃ^ｉ＋ｈ.ｃ.)ꎬ (１)

其中ꎬｉ为格点指标ꎬｃ^†ｉ( ｃ^ｉ)为粒子的产生湮灭算符ꎬＪ为最近邻格点间粒子的跃迁强度ꎬ(Ｊ ＝ １)设为能量单

位ꎬｎ^ｉ 表示第 ｉ个格点上的粒子数算符ꎬΔ为 ｐ波超导配对势ꎬ本文计算中取正实数ꎬ且文中的所有计算均

在周期性边界条件下进行. 准周期格点势能 Ｖｉ 为
Ｖｉ ＝Ｖｔａｎｈ[Ａｃｏｓ(２παｉ＋φ)] / ｔａｎｈ Ａꎬ (２)

其中ꎬφ为势能相位ꎬ为了不失一般性ꎬ取 φ＝ ０ꎻＶ是准周期势能的调制强度ꎬα为非公度参数. 本文计算中

取 α＝( ５ －１)
２

. Ａ作为一种调控参数ꎬ其取值被限制在 Ａ→０ 和 Ａ→∞之间的任意值. 由于粒子－空穴对称

—２１—
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性ꎬ可以使用博戈留波夫变换将哈密顿量(公式 １)对角化. 引入一组准粒子算符:

γ^†ｎ ＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
[ｕｎꎬｉ ｃ^†ｉ ＋ｖｎꎬｉ ｃ^ｉ]ꎬ (３)

其中ꎬγ^†ｎ(γ^ｎ) 为博戈留波夫准粒子的产生(湮灭)算符ꎬＬ是系统的格点数ꎬｎ为能量指标ꎬ利用 Ｂｏｇｏｌｉｕｂｏｖ￣ｄｅ
Ｇｅｎｎｅｓ(ＢｄＧ)变换[２６]将公式 １ 对角化后可写为:

Ｈ^＝ ∑
Ｌ

ｎ ＝ １
Ｅｎ γ^†ｎ γ^ｎ－

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (４)

其中ꎬＥｎ 为准粒子的本征能量ꎬ根据准粒子算符与哈密顿量(公式 １)的对易关系可得到 ＢｄＧ 方程:

ｈ^ Δ^
－Δ^ －ｈ^

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
ｕｎ
ｖｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝Ｅｎ

ｕｎ
ｖｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (５)

其中ꎬｕｎ 和 νｎ 是系统的的本征态波函数. 这里ꎬｈ^ｉｊ ＝ －ｔ(δ ｊꎬｉ－１＋δ ｊꎬｉ＋１) ＋Ｖｉδ ｊꎬｉꎬΔ ｉｊ ＝ －Δ(δ ｊꎬｉ＋１－δ ｊꎬｉ－１)ꎬｕＴｎ ＝ (ｕｎꎬ１ꎬ
ｕｎꎬ２ꎬ􀆺ꎬｕｎꎬＬ)ꎬｖＴｎ ＝(ｖｎꎬ１ꎬｖｎꎬ２ꎬ􀆺ꎬｖｎꎬＬ) . 通过求解 ＢｄＧ 方程(公式 ５)可得到准粒子的本征能量 Ｅｎ 和对应的

本征态波函数 ｕｎꎬνｎ . 当哈密顿量(公式 １)中 Δ＝ ０ 时ꎬ系统退化为 Ｈｉｒａｍｏｔｏ 等[２７]提出的准周期模型. 当 Ａ
较小时ꎬ系统中存在扩展局域相变ꎻ当 Ａ 足够大时ꎬ相变比较复杂ꎬ系统中存在依赖于 Ａ 的迁移率边ꎻ当
Ａ→０ 时系统退化为 Ａｕｂｒｙ￣Ａｎｄｒé 模型[１１] . 当 Δ≠０ꎬＡ→０ 时ꎬＶｉ 退化为标准的余弦函数 Ｖｃｏｓ(２παｉ＋φ)ꎬ此
时系统等价于具有 ｐ波超导配对的 Ａｕｂｒｙ￣Ａｎｄｒé 模型ꎬＷａｎｇ 等[２３]发现此系统依次经历了由扩展相到临界

相的转变ꎬ相变点为 Ｖ＝ ２(Ｊ－Δ)ꎬ从临界相到局域相的局域相的转变ꎬ转变点为 Ｖ＝ ２(Ｊ＋Δ)ꎻ本文主要讨论

Δ≠０ 的情况下ꎬＡ的取值为 Ａ→０ 和 Ａ→∞之间的任意值时的相变情况.
通过引入一些序参量可以定量地描述波函数的性质. 本文首先定义可以区分扩展态、临界态和局域

态的序参量逆参与率[２８] 和归一化的参与率[２９] . 对于第 ｎ 个 ＢｄＧ 方程的本征态ꎬ其逆参与率可表示为

ＩＰＲ(ｎ)＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
(ｕ４ｎꎬｉ＋ｖ４ｎꎬｉ)ꎬ本征态满足归一化条件∑

Ｌ

ｉ ＝ １
(ｕ２ｎꎬｉ＋ｖ２ｎꎬｉ)＝ １. 其中 ｉ为第 ｎ个本征态中第 ｉ个元素的

指标. 对于扩展态ꎬＩＰＲ(ｎ) ~ １
２Ｌ

ꎬ热力学极限下ꎬＩＰＲ(ｎ)趋于 ０ꎻ若第 ｎ个本征态为局域态ꎬＩＰＲ(ｎ)趋于有限值ꎻ

归一化的参与率可定义为 ＮＰＲ(ｎ)＝ ２Ｌ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
(ｕ４ｎꎬｉ ＋ ｖ４ｎꎬｉ)[ ] －１ꎬ跟逆参与率相反ꎬ若 ＮＰＲ(ｎ) ~ １

２Ｌ
ꎬ对应的本征

态展示局域特性ꎬ当 Ｌ→∞ 时ꎬＮＰＲ(ｎ) 的值趋于 ０ꎻ若 ＮＰＲ(ｎ) 为有限值ꎬ对应的本征态展示扩展态的特

性. 对于中间态的区域则可以通过归一化的参与率和逆参与率的平均值来判定[３０]ꎬ其定义如下

‹ ＩＰＲ› ＝ １
２Ｌ∑

２Ｌ

ｎ ＝ １
ＩＰＲ(ｎ)ꎬ (６)

‹ＮＰＲ› ＝ １
２Ｌ∑

２Ｌ

ｎ ＝ １
ＮＰＲ(ｎ) . (７)

对于完全扩展相ꎬ满足‹ ＩＰＲ› ~ １
２Ｌ

且‹ＮＰＲ›的值为有限值ꎻ对于完全局域相ꎬ满足‹ＮＰＲ› ~ １
２Ｌ

且‹ ＩＰＲ›

的值为有限值ꎻ若‹ＮＰＲ›和‹ ＩＰＲ›的值都是有限值时ꎬ对应于中间相区. 为了更直观地描述系统的相图ꎬ本
文引入了可以区分纯相和扩展相的序参量 η[３０ꎬ２５]ꎬ其定义如下:

η＝ ｌｏｇ１０[‹ ＩＰＲ›×‹ＮＰＲ›] . (８)
在纯相区(完全局域相或完全扩展相)ꎬη<ｌｏｇ１０(－２Ｌ)ꎻ在中间相区ꎬｌｏｇ１０(－２Ｌ)<η<１.
对于大尺寸的系统ꎬ可以计算分形维度[３１]来刻画本征态的局域特性. 对于第 ｎ个本征态ꎬ分形维度可

以定义为:

Ｔｎ ＝ －ｌｉｍ
Ｌ→∞

ｌｎ ＩＰＲ(ｎ)

ｌｎ ２Ｌ
. (９)

当 Ｔｎ→１ 时ꎬ对应的本征态为扩展态ꎻ当 Ｔｎ→０ 时ꎬ对应的本征态为局域态. 而平均分形维度可以表征

整个系统的特性ꎬ可写为:
—３１—
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‹Ｔ› ＝ １
２Ｌ∑

Ｌ

ｎ ＝ １
Ｔ(ｎ) . (１０)

当系统为扩展相时ꎬ‹Ｔ›→１ꎻ当系统为局域相时ꎬ‹Ｔ›→０. 当系统中存在中间相时ꎬ平均分形维度的

取值为[０ꎬ１] .

２　 结果分析与讨论

２.１　 相变的研究

本小节主要讨论 Δ≠０ꎬＡ有限小时ꎬ系统中的相变情况. 为了确定相边界的位置ꎬ采用文献[２２]提供

的数学方法对 Ａ极限小时的格点势能进行近似处理ꎬ并根据对偶性进行计算[２３] . 得到扩展相到临界相的

相变点为:

Ｖｃ ＝
２ ｜ Ｊ－Δ ｜

１＋ １
６
Ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷

. (１１)

由临界相到局域相的相变点为:

Ｖｃ ＝
２ ｜ Ｊ＋Δ ｜

１＋ １
６
Ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷

. (１２)

(ｂ)Δ＝ ０.５ꎻ(ｃ)Δ＝ １ꎻ(ｄ)Δ＝ ２ꎻ(Ｌ＝ ３７７ꎬＡ＝ ０.０５) .
图 １　 (ａ)平均分形维度‹Ｔ›对(ＶꎬΔ)的相图(蓝色线为中间相到局域相的解析相变点ꎬ红色线为扩展相到局域相的解析相变点)ꎻ

(ｂ)(ｃ)(ｄ)‹ＩＰＲ›和‹ＮＰＲ›随无序强度 Ｖ 的变化.
Ｆｉｇ􀆰 １　 (ａ)Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅ ｆｒａｃｔａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ‹Ｔ›ｖｅｒｓｕｓ(ＶꎬΔ)( ｔｈｅ ｂｌｕｅ ｌｉｎｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｍｅｄｉａｔｅ ａｎｄ ｌｏｃａｌｉｚｅｄ ｐｈａｓｅ ｗｈｉｌｅ ｔｈｅ ｒｅｄ ｌｉｎｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ
ｐｏｉｎｔ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｅｘｔｅｎｄ ａｎｄ ｉｎｔｅｒｍｅｄｉａｔｅ ｐｈａｓｅ) . (ｂ)(ｃ)(ｄ)‹ＩＰＲ› ａｎｄ ‹ＮＰＲ› ａｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｄｕｌａｔｉｏｎ ｓｔｒｅｎｇｔｈ Ｖ.

为了验证上述结论ꎬ本文在周期性边界条件下ꎬ通过数值求解 ＢｄＧ 方程(公式 ５)ꎬ计算了相关序参量.

图 １(ａ)给出了平均分形维度‹Ｔ›对(ＶꎬΔ)的相图ꎬ以‹Ｔ›的大小为填充颜色. 这里ꎬα ＝ ( ５ －１)
２

ꎬＬ ＝ ３７７ꎬ

Ａ＝ ０.０５. 由图上结果可知系统有三个不同的相区ꎬ由不同深度的颜色分开ꎬＩ 区为扩展相ꎬＩＩ 区为中间相ꎬ

—４１—
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ＩＩＩ 区为局域相. 蓝色的线为中间相和局域相的解析结果ꎬ红色的线为扩展相和中间相的解析结果. 说明在

Ａ有限小时ꎬ系统存在由参数(ＶꎬΔ)诱导的相变ꎬ且数值结果和解析结果一致. 这是本小节的重要结论. 为
了验证这个结论ꎬ图(ｂ)(ｃ)(ｄ)分别展示了不同区域的‹ＮＰＲ›和‹ ＩＰＲ›随无序强度 Ｖ的变化. 灰色标记的

区域为中间相区. 图(ｂ)中 Δ＝ ０.５ 时ꎬ有两条相边界把系统分为三个相区ꎬ其中 Ｖｃ１≈１ 为扩展相和中间相

的相变点ꎬＶｃ２≈３ 为中间相和局域相的相变点ꎻ图(ｃ)中 Δ＝ １ 时ꎬ系统有一条相边界对应一个相变点 Ｖｃ≈
４ꎬ把系统分为中间相和局域相两个相区ꎻ图(ｄ)中 Δ ＝ ２ 时ꎬ系统有一条相边界对应一个相变点 Ｖｃ′≈２ꎬ把
系统分为扩展相和中间相两个相区ꎻ这与图 １(ａ)的结论相吻合ꎬ说明结论是正确的.

为了进一步验证不同相区的扩展局域特性ꎬ在不同的区域任选一点ꎬ在对应格点数为斐波纳数列的项

做标度分析ꎬ其中 Ｌ＝Ｆｎ ＝ ２３３ꎬ３７７ꎬ６１０ꎬ９８７ꎬ１ ５９７. 图 ２(ａ)是在 Ｉ 区中任取 Δ＝ ０.２ꎬＶ＝ １.０ 时的‹ ＩＰＲ›随 １
Ｌ

的变化ꎬ红色“＋”是计算结果ꎬ实线为拟合结果ꎬ‹ ＩＰＲ›随 １
Ｌ
呈线性变化ꎬ可以看到在 Ｌ→∞ ꎬ‹ ＩＰＲ›→０ꎬ展

示扩展态的特征ꎬ表明该区确实为扩展相区ꎻ图 ２(ｂ)是在 ＩＩ 区中任取 Δ ＝ １ꎬＶ ＝ ２ 时的‹ ＩＰＲ›随 １
Ｌ
的变化

曲线ꎬ蓝色“∗”为计算结果ꎬ实线为拟合结果ꎬ‹ ＩＰＲ›随 １
Ｌ
线性增加ꎬ且 ｌｉｍ

Ｌ→∞
‹ ＩＰＲ›≈０.００３ １ꎬ是明显远小于

局域相的有限值ꎬ展示中间相的特征ꎬ说明该区域确实是中间相ꎻ图 ２(ｃ)是在 ＩＩＩ 区中任取 Δ ＝ ０.５ꎬＶ ＝ ５.０

时的‹ ＩＰＲ›随 １
Ｌ
的变化曲线ꎬ黑色“ ｏ”为计算结果ꎬ实线为拟合结果ꎬ‹ ＩＰＲ›随 １

Ｌ
的变化方程为 ‹ ＩＰＲ› ＝

－０.４３８Ｌ－１＋０.４８１ ８ꎬ呈线性变化ꎬ在 Ｌ→∞时ꎬ‹ ＩＰＲ›→０.４８１ ８ 为一有限值ꎬ对应区域的本征态为局域态ꎬ
表明该区确实为局域相区. 通过标度分析ꎬ说明相变跟图 １ 的结论一致.

(ａ)Δ＝ ０.２ꎬＶ＝ １.０ꎻ(ｂ)Δ＝ １ꎬＶ＝ ２ꎻ(ｃ)Δ＝ ０.５ꎬＶ＝ ５.０(Ａ＝ ０.０５)

图 ２　 ‹ＩＰＲ›随
１
Ｌ
的变化

Ｆｉｇ􀆰 ２　 ‹ＩＰＲ› ａｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ
１
Ｌ

２.２　 中间相的特征

系统从一个相区过渡到另一个相区时ꎬ可能经历扩展态、局域态、临界态中的两种或者三种状态共存

的中间相区ꎬ平均分形维度无法确定不同的中间相区ꎬ为此需要计算系统中每个本征态的分形维度进行区

分. 图 ３(ａ)(ｂ)(ｃ)展示了 Δ＝ ０.７ꎬＬ＝ ３７７ 时分形维度 Ｔｎ 随本征能量 Ｅ 和准周期化学势调制度强度 Ｖ 的

变化. 黄色区域为扩展相区ꎬ蓝色区域为局域相ꎬ混合颜色标记的彩色区域为中间相区ꎻ红色虚线和蓝色

实线分别为扩展相与临界相、临界相与局域相相边界的解析结果. 图 ３(ａ)中 Ａ＝ ０.０５ 时ꎬ数值相边界和解

析结果一致ꎻ图 ３(ｂ)中 Ａ ＝ ０.５ 时ꎬ相边界的数值结果和解析结果都有了微小的偏离ꎬ局域相区的部分本

征态发生了向临界态的转变. 图 ３(ｃ)中 Ａ＝ １.５ 时ꎬ局域相区靠近带边的本征态发生了由局域态向临界态
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的转变ꎬ导致系统只剩下扩展相和中间相的相边界ꎬ相边界的数值结果和解析结果有了较大的偏离. 为了

进一步观察参数 Ａ有限小时对局域化的影响ꎬ图 ３(ｄ)给出了平均分形维度‹Ｔ›随参数 Ａ 和 Ｖ 的变化. 红
色虚线和蓝色实线为相边界的解析结果. 在 Ａ有限小的极限下ꎬ数值结果和解析结果一致ꎬ随着参数 Ａ的

增大ꎬ扩展区逐渐变窄ꎬ而局域区的本征态很快转变为临界态ꎬ数值结果与解析结果偏离越来越大ꎬ说明有

限小范围内ꎬ参数 Ａ的增大更容易导致系统发生去局域化行为ꎬ诱导出更多临界态.

(ａ)Ａ＝ ０.０５ꎻ(ｂ)Ａ＝ ０.５ꎻ(ｃ)Ａ＝ １.５ꎻ(ｄ)平均分形维度‹Ｔ›随参数 Ａ和无序强度 Ｖ的变化(Δ＝ ０.７ꎬＬ＝ ３７７) .
图 ３　 分形维度 Ｔｎ 作为本正能量 Ｅ 和无序强度 Ｖ 的函数

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｔｈｅ ｆｒａｃｔａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ Ｔｎ ａｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ｓｐｅｃｔｒｕｍ Ｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｍｏｄｕｌａｔｉｏｎ ｓｔｒｅｎｇｔｈ Ｖ

图 ４　 本征态的 ＩＰＲ(ｎ)随参数 Ａ 的变化ꎬ对应的能级指标为(ａ)ｎ＝７５０(ｂ)ｎ＝３８３(Δ＝０.７ꎬＶ＝４ꎬＬ＝３７７) .

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｔｈｅ ｉｎｖｅｒｓｅ ｐａｒｔｉｃｉｐａｔｉｏｎ ｒａｔｅ ＩＰＲ(ｎ) ｖａｒｉｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ａ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｅｎｅｒｇｙ ｌｅｖｅｌ ｉｎｄｉｃｅｓ
(ａ)ｎ＝７５０(ｂ)ｎ＝３８３(Δ＝０.７ꎬＶ＝４ꎬＬ＝３７７) .

为了验证图 ３ 中的结论ꎬ图 ４ 给出了 Δ ＝ ０.７ꎬＶ ＝ ４ 时不同区域的本征态对应 ＩＰＲ 随参数 Ａ 的变化.
图 ４(ａ)是带边第 ７５０ 个本征态ꎬ在 Ａ→０ 时为局域态ꎬ随着 Ａ 的增大ꎬ在 Ａ 较小时便转变为临界态ꎬ
图 ４(ｂ)是带心第 ３８３ 个本征态ꎬ在 Ａ→０ 时为局域态ꎬ随着 Ａ的增大ꎬ局域行为发生了变化ꎬ但依然是局域

态ꎬ并没有发生转变ꎬ说明位于带边的本征态更容易发生去局域化转变.
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王凤梅ꎬ等:一维广义 Ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｎｇ Ａｕｂｒｙ￣Ａｎｄｒé￣Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ 模型中的量子相变

为了更加精细地刻画中间相的性质ꎬ图 ５(ａ)给出了 Δ＝ ０.７ꎬＶ＝ ４ꎬＡ＝ １.５ 时系统中所有本征态的分形

维度 Ｔｎ 在不同的系统尺寸下随归一化能级指标 ｎ / ２Ｌ的变化. 图 ５ 中系统被分成了三个区域:Ｉ 区和 ＩＩＩ 区
Ｔｎ 趋于有限值ꎬ对应临界区ꎬ位于带边区域ꎬＩＩ 区 Ｔｎ 的值趋于 ０ꎬ对应局域区ꎬ位于带心区域ꎻ图 ５(ｂ)进一

步计算了平均分形维度‹Ｔ›随 １ / ｌｏｇ(２Ｌ)的变化ꎬ在热力学极限下ꎬＩ 区和 ＩＩＩ 区对应的‹Ｔ›均趋近于有限

值ꎬ证明对应区域为临界相区ꎬＩＩ 区的‹Ｔ›趋近于 ０ꎬ证明对应的状态为局域相区. 在 Ａ＝ ０.０５ 时ꎬ这部分本

征态均为局域态ꎬ说明随着参数 Ａ的增大ꎬ带边区域确实发生了去局域化行为ꎬ导致中间相增加ꎬ而带心

仍保持局域态ꎬ说明参数 Ａ在同一值下ꎬ带边确实更容易发生去局域化行为.

图 ５　 (ａ)分形维度 Ｔｎ 随归一化能级指标
ｎ
２Ｌ

的变化ꎻ(ｂ)平均分形维度‹Ｔ›随
１

ｌｏｇ(２Ｌ)
的变化(Δ＝０.７ꎬＶ＝４ꎬＡ＝１ꎬ５) .

Ｆｉｇ􀆰 ５　 (ａ)Ｔｈｅ ｆｒａｃｔａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ Ｔｎ ｖａｒｉｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｉｎｄｅｘ ｏｆ ｅｎｅｒｇｙ
ｎ
２Ｌ

ꎻ(ｂ)Ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅ ｆｒａｃｔａｌ

ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ‹Ｔ› ａｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ
１

ｌｏｇ(２Ｌ)
(Δ＝０.７ꎬＶ＝４ꎬＡ＝１.５) .

蓝色为中间相ꎬ绿色为纯相(Ａ＝ ０.０５ꎬＬ＝ ３７７) .
图 ６　 以 η的大小为填充颜色的 Δ－Ｖ 平面局域相图

Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｌｏｃａｌｉｚａｔｉｏｎ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｉｎ Δ－Ｖ ｐｌａｎｅꎬ
ｃｏｌｏｒｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｍａｇｎｉｔｕｄｅ ｏｆ η

２.３　 局域相图

为了能够把中间相和纯相区分开来ꎬ图 ６ 给出 Δ－Ｖ
的平面相图ꎬ以 η 的大小为填充颜色. 该图包含两个区

域ꎬ两部分蓝色区域为纯相区ꎬ对应图 １(ａ)中的 Ｉ 区和 ＩＩＩ
区ꎬ绿色部分为中间相区ꎬ对应图 １(ａ)中的 ＩＩ 区. 这与前

面的结论完全吻合. 说明 Ａ 较小时ꎬ系统中确实存在依赖

于系统参数的量子相变.
２.４　 参数 Ａ 引起的相变

前面讨论了参数 Ａ较小时的相变ꎬ参数 Ａ较大时系统

的局域情况又与哪些参数有关ꎬ本小节就这一问题进行讨

论. 图 ７ 给出了参数 Ａ不同时ꎬ准周期化学势的部分分布

图和平均分形维度‹Ｔ›对(ＶꎬΔ)的相图ꎬ以‹Ｔ›的大小为

填充颜色. 黄色为扩展相区ꎬ蓝色为局域相区ꎬ混合颜色

对应中间相区. 图 ７(ａ)(ｂ)中的蓝色实线和红色实线分别为临界相和局域相、扩展相和临界相的解析相

边界. 这里ꎬα＝( ５ －１)
２

ꎬＬ ＝ ３７７. 从图中可以看出系统的相变同样依赖于超导配对势和化学势调制强

度. 其中图 ７(ａ)中 Ａ＝ ０.５ 时ꎬ系统有三种相且相边界非常清晰ꎬ只是与解析相边界有一些偏离ꎻ(ｂ)图中

Ａ＝ ５ 和(ｃ)图中 Ａ＝ ５０ 时ꎬ纯相逐渐减少ꎬ中间相区明显增加ꎬ相边界不规则ꎬ与解析相边界偏离较大ꎻ(ｄ)
图中 Ａ＝ ５００ 时ꎬ完全局域相几乎全部消失. 说明参数 Ａ 的增大会导致中间相的增加. 对比图(ｅ)Ａ ＝ ０.５
时ꎬ其化学势分布类似于 Ａｕｂｒｙ￣Ａｎｄｒé 模型的化学势和( ｆ)Ａ＝ ５ꎬ(ｇ)Ａ＝ ５０ꎬ(ｈ)Ａ＝ ５００ 时随着 Ａ的增大ꎬ其
化学势分布逐渐接近于斐波那契替换规则从±１ 值切换的化学势ꎬ在准周期调制强度 Ｖ 较小时ꎬ随着参数

Ａ的增加ꎬ临界区对扩展区产生了抑制作用ꎬ导致图 ３ 中的扩展区越来越窄ꎻ在准周期调制强度 Ｖ较大时ꎬ
随着参数 Ａ的增加ꎬ诱导系统发生去局域化行为ꎬ从而诱导出更多临界态.

—７１—
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(ａ)(ｅ)Ａ＝ ０.５ꎻ(ｂ)( ｆ)Ａ＝ ５ꎻ(ｃ)(ｇ)Ａ＝ ５０ꎻ(ｄ)(ｈ)Ａ＝ ５００(Ｌ＝ ３７７) .
图 ７　 (ａ)(ｂ)(ｃ)(ｄ)平均分形维度‹Ｔ›对(ＶꎬΔ)的相图ꎻ(ｅ)( ｆ)(ｇ)(ｈ)化学势分布

Ｆｉｇ􀆰 ７　 (ａ)(ｂ)(ｃ)(ｄ)Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅ ｆｒａｃｔａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ‹Ｔ› ｖｅｒｓｕｓ(ＶꎬΔ)
ａｎｄ(ｅ)( ｆ)(ｇ)(ｈ) ｔｈｅ ｃｈｅｍｉｃａｌ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

３　 结论

本文主要研究了具有 ｐ 波超导配对的一维广义 Ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｎｇ Ａｕｂｒｙ￣Ａｎｄｒé￣Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ 模型中的局域化相

变ꎬ发现通过调控系统参数会诱导系统发生量子相变. 当准周期化学势中的参数 Ａ→０ 时ꎬ化学势接近余

弦结构ꎬ系统依次经历了扩展相、中间相和局域相的转变ꎬ利用泰勒展开和对偶性对系统进行处理ꎬ进一步

给出了参数 Ａ在有限范围内时相边界的解析解ꎻ通过计算平均逆参与率、归一化的平均参与率、分形维度

等序参量ꎬ并分析序参量的标度变化ꎬ发现解析与数值结果一致ꎬ进一步确认系统确实发生了量子相变ꎻ随
着准周期化学势中的参数 Ａ的增大ꎬ化学势逐渐接近斐波那结构ꎬ通过计算分形维度、参与率、平均分形

维度等序参量ꎬ系统中的相边界发生非平庸的改变ꎬ数值结果和解析结果出现偏离ꎬ扩展相被中间相所抑

制ꎬ并且带边首先出现了退局域化行为ꎬ从而诱导出更多的中间相. 说明可以通过调控系统参数改变化学

势结构ꎬ进而诱导系统发生量子相变. 这一结论对具有 ｐ 波超导配对的准周期结构中相变的研究具有重

要意义.
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