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整系数多项式(ｘ－ａ１ )(ｘ－ａ２ )􀆺(ｘ－ａｎ )±ｐ
的不可约性研究

赵飞燕

(南京师范大学数学科学学院ꎬ江苏 南京 ２１００２３)

[摘要] 　 本文研究了整系数多项式(ｘ－ａ１)(ｘ－ａ２)􀆺(ｘ－ａｎ)±ｐ 在有理数域上的不可约性. 通过分析在整点上的

取值性质ꎬ得到了当 ｎ 为奇数且 ｎ≥９时ꎬ对所有的素数 ｐꎬ该多项式在有理数域上均不可约ꎻ当 ｎ 为偶数且 ｎ≥１０
时ꎬ若素数 ｐ<(ｎ / ２)! －１ꎬ则该多项式在有理数域上不可约.
[关键词] 　 整系数多项式ꎬ有理数域ꎬ不可约ꎬ抽屉原理
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１９０８年ꎬＳｃｈｕｒ[１]提出了形如

(ｘ－ａ１)(ｘ－ａ２)􀆺(ｘ－ａｎ)±１
的整系数多项式在有理数域上是否可约的问题(这里 ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎ 为两两不同的整数ꎬ全文中都默认此假

设) . １９０９年ꎬＷｅｓｔｌｕｎｄ[２]和 Ｆｌüｇｅｌ[３]分别独立地解决了这个问题. 国内许多高等代数教材中也都把此问题

作为习题或例题给出:
性质 １[４] 　 整系数多项式 Φ－１(ｘ)＝ (ｘ－ａ１)(ｘ－ａ２)􀆺(ｘ－ａｎ)－１ 在有理数域上不可约.
性质 ２[４] 　 对整系数多项式 Φ１(ｘ)＝ (ｘ－ａ１)(ｘ－ａ２)􀆺(ｘ－ａｎ)＋１ꎬ
(１)当 ｎ 是奇数时ꎬΦ１(ｘ)在有理数域上不可约ꎻ
(２)当 ｎ 是偶数且 ｎ≥６时ꎬΦ１(ｘ)在有理数域上不可约.
特别地ꎬ当 ｎ＝ ２和 ４时ꎬＦｌüｇｅｌ[３]给出了 Φ１(ｘ)可约时的充要条件为

Φ１(ｘ)＝ (ｘ－ｃ)(ｘ－ｃ＋２)＋１＝(ｘ＋ｃ－１) ２

和 Φ１(ｘ)＝ (ｘ－ｃ)(ｘ－ｃ＋１)(ｘ－ｃ＋２)(ｘ－ｃ＋３)＋１＝((ｘ＋ｃ) ２－３(ｘ＋ｃ)＋１) ２ꎬ
其中 ｃ 为任意整数.

Ｓｃｈｕｒ问题的解决自然地引发我们对整系数多项式

Φ±ｐ(ｘ)＝ (ｘ－ａ１)(ｘ－ａ２)􀆺(ｘ－ａｎ)±ｐ

—１—
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的不可约性进行研究ꎬ其中 ｐ 为素数.
Ｐóｌｙａ[５]证明了当 ｎ≥１７ 且 ｎ 为奇数时ꎬ对任意的素数 ｐꎬΦ±ｐ( ｘ)在有理数域上不可约. １９３３ 年ꎬ

Ｄｏｒｗａｒｔ 和 Ｏｒｅ[６]进一步证明了ꎬ当 ｎ≥１１且 ｎ 为奇数时ꎬ对任意的素数 ｐꎬΦ±ｐ(ｘ)在有理数域上不可约ꎻ当
ｎ 为偶数时ꎬΦ±ｐ(ｘ)只可能有两个次数相同的因式. 本文的主要目的是对 Ｄｏｒｗａｒｔ 和 Ｏｒｅ 的结果进行进一

步改进与细化ꎬ得到了如下的结论.
定理　 当 ｎ≥９时ꎬ对整系数多项式 Φ±ｐ(ｘ)＝ (ｘ－ａ１)(ｘ－ａ２)􀆺(ｘ－ａｎ)±ｐꎬ
(１)若 ｎ 是奇数ꎬ则对任意的素数 ｐꎬΦ±ｐ(ｘ)在有理数域上不可约ꎻ
(２)若 ｎ 是偶数且 ｐ<(ｎ / ２)! －１ꎬ则 Φ±ｐ(ｘ)在有理数域上不可约.
对整系数多项式不可约性的判别进行研究一直是高等代数的一个重要问题ꎬ本文仅仅讨论了一类特

殊的多项式的不可约性. 对于其他特殊类型的多项式的不可约性结果可见文献[７－８] .

１　 主要引理

整系数多项式在不同整数下的取值对多项式的不可约性有很强的影响ꎬ张萍[９]和王月明[１０]分别证明

了下面的事实:
引理 １[９] 　 设整系数多项式 ｆ(ｘ)在 ５个不同整数处的取值为±１ꎬ则 ｆ(ｘ)在这些整数处必全取 １ 或者

全取－１.
引理 ２[１０] 　 设整系数多项式 ｆ(ｘ)在 ６个不同整数处的取值为±２ꎬ则 ｆ(ｘ)在这些整数处必全取 ２或者

全取－２.
在此基础上ꎬ对于一般的素数ꎬ我们也可以得到:
引理 ３　 设 ｐ 是素数ꎬ若整系数多项式 ｆ(ｘ)在 ６个不同的整数处取值为±ｐꎬ则 ｆ(ｘ)在这些整数处必全

取 ｐ 或者全取－ｐ.
证明　 当 ｐ＝ ２时ꎬ由引理 ２ꎬ结论成立ꎻ下面假设 ｐ≥３.
若结论不成立ꎬ则存在 ６个不同整数ꎬ不妨设为 ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａ６ꎬ满足

ｆ(ａｉ)＝ ｐꎬ　 ｆ(ａ ｊ)＝ －ｐꎬ　 ａｉ≠ａ ｊꎬ１≤ｉꎬｊ≤６.
情况 １　 ｆ(ｘ)在 ５个点处取值为 ｐꎬ１个点处取值为－ｐ.不妨设 ｆ(ａｉ)＝ ｐꎬ１≤ｉ≤５. 则 ｆ(ｘ)的形式为

ｆ(ｘ)＝ (ｘ－ａ１)(ｘ－ａ２)(ｘ－ａ３)(ｘ－ａ４)(ｘ－ａ５)ｇ(ｘ)＋ｐꎬ
其中ꎬｇ(ｘ)为整系数多项式. 由 ｆ(ａ６)＝ －ｐꎬ得

(ａ６－ａ１)(ａ６－ａ２)(ａ６－ａ３)(ａ６－ａ４)(ａ６－ａ５)ｇ(ａ６)＝ －２ｐ. (１)
因为 ａ６－ａｉ(１≤ｉ≤５) 是两两不同的整数ꎬｇ(ａ６)为整数ꎬ而 －２ｐ＝ ２􀅰ｐ􀅰１􀅰(－１) 至多只能分解成 ４个不

同的整数的乘积ꎬ与(１)的形式矛盾ꎬ从而 ｆ(ａ６)≠－ｐ. 故情况 １不存在.
情况 ２　 ｆ(ｘ)在 ４个点处取值为 ｐꎬ２个点处取值为－ｐ. 不妨设 ｆ(ａｉ)＝ ｐꎬ１≤ｉ≤４ꎬ且 ａ１<ａ２<ａ３<ａ４ . 则

ｆ(ｘ)的形式为

ｆ(ｘ)＝ (ｘ－ａ１)(ｘ－ａ２)(ｘ－ａ３)(ｘ－ａ４)ｇ(ｘ)＋ｐꎬ
其中ꎬｇ(ｘ)为整系数多项式. 由 ｆ(ａ５)＝ ｆ(ａ６)＝ －ｐꎬ得

(ａ５－ａ１)(ａ５－ａ２)(ａ５－ａ３)(ａ５－ａ４)ｇ(ａ５)＝ －２ｐ
(ａ６－ａ１)(ａ６－ａ２)(ａ６－ａ３)(ａ６－ａ４)ｇ(ａ６)＝ －２ｐ

{ .

即－２ｐ 可以分解成两组 ５个整数的乘积ꎬ且每组中至少含有 ４ 个不同整数. 进一步ꎬ若这 ４ 个不同整

数按从大到小ꎬ从左往右的顺序排的话ꎬ它们的差均相同ꎬ分别是 ａ２－ａ１ꎬａ３－ａ２ꎬａ４－ａ３ . 考虑－２ｐ 的所有满

足以上条件的分解ꎬ总共有以下 ４种.
表 １　 －２ｐ 的含 ４ 个不同整数的分解

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ －２ｐ ｉｎｖｏｌｖｅｓ ｆｏｕｒ ｄｉｓｔｉｎｃｔ ｉｎｔｅｇｅｒｓ

－２ｐ 的包含 ４个不同整数的分解形式 前 ４个不同整数的差 －２ｐ 的包含 ４个不同整数的分解形式 前 ４个不同整数的差

ｐ􀅰２􀅰１􀅰(－１)􀅰１ ｐ－２ꎬ１ꎬ２ ２􀅰１􀅰(－１)􀅰(－ｐ)􀅰(－１) １ꎬ２ꎬｐ－１
ｐ􀅰１􀅰(－１)􀅰(－２)􀅰(－１) ｐ－１ꎬ２ꎬ１ １􀅰(－１)􀅰(－２)􀅰(－ｐ)􀅰１ ２ꎬ１ꎬｐ－２

　 　 这 ４种形式中存在有前 ４个数差相等的两组分解当且仅当 ｐ ＝ ２或 ４. 因为 ｐ≥３ꎬ且为素数ꎬ所以情况 ２
—２—
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不存在.
情况 ３　 ｆ(ｘ)在 ３个点处取值为 ｐꎬ３个点处取－ｐ. 不妨设 ｆ(ａｉ)＝ ｐꎬ１≤ｉ≤３ꎬ且 ａ１<ａ２<ａ３ . 则 ｆ(ｘ)的形

式为

ｆ(ｘ)＝ (ｘ－ａ１)(ｘ－ａ２)(ｘ－ａ３)ｇ(ｘ)＋ｐꎬ
其中ꎬｇ(ｘ)为整系数多项式. 由 ｆ(ａ４)＝ ｆ(ａ５)＝ ｆ(ａ６)＝ －ｐꎬ得

(ａ４－ａ１)(ａ４－ａ２)(ａ４－ａ３)ｇ(ａ４)＝ －２ｐ
(ａ５－ａ１)(ａ５－ａ２)(ａ５－ａ３)ｇ(ａ５)＝ －２ｐ
(ａ６－ａ１)(ａ６－ａ２)(ａ６－ａ３)ｇ(ａ６)＝ －２ｐ

ì

î

í

ï
ï

ïï

.

即－２ｐ 可以分解成 ３组 ４个整数的乘积ꎬ且每组中至少含有 ３ 个不同整数. 进一步ꎬ若这 ３ 个不同整

数按从大到小ꎬ从左往右的顺序排的话ꎬ它们的差均相同ꎬ分别是 ａ２－ａ１ꎬａ３－ａ２ . 考虑－２ｐ 所有满足以上条

件的分解ꎬ总共有以下 １０种.
表 ２　 －２ｐ 的含 ３ 个不同整数的分解

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ －２ｐ ｉｎｖｏｌｖｅｓ ｔｈｒｅｅ ｄｉｓｔｉｎｃｔ ｉｎｔｅｇｅｒｓ

－２ｐ 的包含 ３个不同整数的分解形式 前 ３个不同整数的差 －２ｐ 的包含 ３个不同整数的分解形式 前 ３个不同整数的差

２ｐ􀅰１􀅰(－１)􀅰１ ２ｐ－１ꎬ２ ２􀅰１􀅰(－ｐ)􀅰１ １ꎬｐ＋１
ｐ􀅰２􀅰１􀅰(－１) ｐ－２ꎬ１ ２􀅰(－１)􀅰(－ｐ)􀅰(－１) ３ꎬｐ－１
ｐ􀅰２􀅰(－１)􀅰１ ｐ－２ꎬ３ １􀅰(－２)􀅰(－ｐ)􀅰(－１) ３ꎬｐ－２
ｐ􀅰１􀅰(－２)􀅰１ ｐ－１ꎬ３ １􀅰(－１)􀅰(－２ｐ)􀅰(－１) ２ꎬ２ｐ－１

ｐ􀅰(－１)􀅰(－２)􀅰(－１) ｐ＋１ꎬ１ (－１)􀅰(－２)􀅰(－ｐ)􀅰１ １ꎬｐ－２

　 　 但这 １０种形式中ꎬ对任意素数 ｐꎬ不存在有前 ３个数的差相等的 ３组分解ꎬ所以情况 ３不成立.
情况 ４　 ｆ(ｘ)在 ２个点处取值为 ｐꎬ４个点处取－ｐꎬ证明过程与情况 ２类似ꎬ可得此情况不成立ꎻ
情况 ５　 ｆ(ｘ)在 １个点处取值为 ｐꎬ５个点处取－ｐꎬ证明过程与情况 １类似ꎬ可得此情况不成立.
排除这 ５种情况ꎬ则 ｆ(ｘ)在这些整数处必全取 ｐ 或者全取－ｐ.

２　 定理证明

为了证明的方便ꎬ我们令

Φｐ(ｘ)＝ (ｘ－ａ１)(ｘ－ａ２)􀆺(ｘ－ａｎ)＋ｐꎬΦ－ｐ(ｘ)＝ (ｘ－ａ１)(ｘ－ａ２)􀆺(ｘ－ａｎ)－ｐ.
由于 Φｐ(ｘ)与 Φ－ｐ(ｘ)的不可约性的证明过程完全类似ꎬ以下我们仅对 Φｐ(ｘ)进行证明.
反设 Φｐ(ｘ)在有理数域上可约ꎬ则存在整系数多项式 ｇ(ｘ)ꎬｈ(ｘ)ꎬ使得

Φｐ(ｘ)＝ ｇ(ｘ)ｈ(ｘ)ꎬ且 １≤ｄｅｇ ｇ(ｘ)ꎬｄｅｇ ｈ(ｘ)<ｎ.
由此得

Φｐ(ａｉ)＝ ｇ(ａｉ)ｈ(ａｉ)＝ ｐꎬ１≤ｉ≤ｎ.
因为 ｇ(ａｉ)ꎬｈ(ａｉ)均为整数ꎬｐ 为素数ꎬ所以 ｇ(ａｉ)ꎬｈ(ａｉ)∈{±１ꎬ±ｐ}ꎬ　 １≤ｉ≤ｎ.
由抽屉原理ꎬｇ(ｘ)和 ｈ(ｘ)中总有一个多项式ꎬ满足在 ｎ 个整数 ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎ 中ꎬ至少有「ｎ / ２⌉个数上

的取值为±１. 不妨设 ｇ(ａ ｊ)＝ ±１ꎬｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ「ｎ / ２⌉ .
因为 ｎ≥９ꎬ所以「ｎ / ２⌉≥５. 由引理 １ꎬｇ(ｘ)在至少 ５ 个不同整数处的取值为±１ꎬ则 ｇ(ａ ｊ)要么全取 １ꎬ

要么全取－１.不妨设 ｇ(ａ ｊ)＝ １ꎬｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ「ｎ / ２⌉ . 则此时 ｈ(ａ ｊ)＝ ｐꎬｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ「ｎ / ２⌉ . 因为

(ｘ－ａ ｊ) ｜ ｇ(ｘ)－１ꎬ　 (ｘ－ａ ｊ) ｜ ｈ(ｘ)－ｐꎬ　 １≤ｊ≤「ｎ / ２⌉ꎬ
且 ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａ「ｎ / ２⌉两两不同ꎬ知 ｇ(ｘ)和 ｈ(ｘ)的次数都至少是「ｎ / ２⌉ .

当 ｎ 为奇数时ꎬ「ｎ / ２⌉＋「ｎ / ２⌉>ｎꎬ这与 ｇ(ｘ)和 ｈ(ｘ)的次数和为 ｎ 矛盾ꎬ所以 Φｐ(ｘ)在有理数域上不

可约.
当 ｎ＝ ２ｋ 为偶数时ꎬ「ｎ / ２⌉＋「ｎ / ２⌉ ＝ ２ｋꎬ由于 ｇ(ｘ)和 ｈ(ｘ)的次数和为 ２ｋꎬ所以 ｇ(ｘ)和 ｈ(ｘ)的次数相

同ꎬ且都为 ｋ.
若 ｋ≥６. 因为 ｇ(ａｉ)ꎬｈ(ａｉ)∈{±１ꎬ±ｐ}ꎬ　 １≤ｉ≤２ｋꎬ则 ｇ(ｘ)和 ｈ(ｘ)中总有一个多项式ꎬ满足在 ａ１ꎬ

ａ２ꎬ􀆺ꎬａ２ｋ这 ２ｋ 个整数中至少有 ｋ 个数上的取值为±ｐ. 由引理 ３ 可知ꎬ该多项式在这 ｋ 个点处只能全取 ｐ
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或全取－ｐ. 不妨设 ｇ(ａ ｊ)＝ ｐꎬｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ. 又因为 ｄｅｇ ｇ(ｘ)＝ ｋꎬ所以

ｇ(ｘ)＝ (ｘ－ａ１)(ｘ－ａ２)􀆺(ｘ－ａｋ)＋ｐꎬ (２)
任取 ｂ∈{ａｋ＋１ꎬａｋ＋２ꎬ􀆺ꎬａ２ｋ}ꎬ则 ｇ(ｂ)＝ ±１. 因为 ｋ≥６ꎬ由引理 １ꎬｇ(ｂ)要么全取 １ꎬ要么全取－１. 所以有

ｇ(ｘ)＝ (ｘ－ａｋ＋１)(ｘ－ａｋ＋２)􀆺(ｘ－ａ２ｋ)±１ꎬ (３)
(２)－(３)得

(ｘ－ａｋ＋１)(ｘ－ａｋ＋２)􀆺(ｘ－ａ２ｋ)－(ｘ－ａ１)(ｘ－ａ２)􀆺(ｘ－ａｋ)＝ ｐ＋１ 或 ｐ－１.
若 ｋ＝ ５. 则 ｇ(ｘ)和 ｈ(ｘ)中总有一个多项式ꎬ满足在 ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａ１０这 １０个整数中至少在 ５个数上的取

值为±１. 由引理 １可知ꎬ该多项式在这 ５个点处只能全取 １或全取－１. 不妨设 ｇ(ａ ｊ)＝ －１ꎬｊ＝ ６ꎬ７ꎬ􀆺ꎬ１０. 因
为 ｇ(ａｉ)ｈ(ａｉ)＝ ｐꎬ１≤ｉ≤１０ꎬ则 ｈ(ａ ｊ)＝ －ｐꎬｊ＝ ６ꎬ７ꎬ􀆺ꎬ１０. 所以

ｇ(ｘ)＝ (ｘ－ａ６)(ｘ－ａ７)􀆺(ｘ－ａ１０)－１ꎬ (４)
ｈ(ｘ)＝ (ｘ－ａ６)(ｘ－ａ７)􀆺(ｘ－ａ１０)－ｐꎬ (５)

任取 ｂ∈{ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａ５}ꎬ则 ｇ(ｂ)＝ ±ｐ.
若存在 ｂ∈{ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａ５}ꎬ使得 ｇ(ｂ)＝ －ｐꎬ则 ｈ(ｂ)＝ －１.
由(４)式得ꎬ

(ｂ－ａ６)(ｂ－ａ７)􀆺(ｂ－ａ１０)－１＝ －ｐꎬ
由(５)式得ꎬ

(ｂ－ａ６)(ｂ－ａ７)􀆺(ｂ－ａ１０)－ｐ＝ －１ꎬ
因为 ｐ≠１ꎬ所以上面两个式子不可能同时成立ꎬ从而 ｇ(ｂ)只能全取 ｐ.所以

ｇ(ｘ)＝ (ｘ－ａ１)(ｘ－ａ２)􀆺(ｘ－ａ５)＋ｐꎬ (６)
(６)－(４)得

(ｘ－ａ６)(ｘ－ａ７)􀆺(ｘ－ａ１０)－(ｘ－ａ１)(ｘ－ａ２)􀆺(ｘ－ａ５)＝ ｐ＋１.
综合以上两种 ｋ 的取值ꎬ可得对 ｋ≥５ 均有

(ｘ－ａｋ＋１)(ｘ－ａｋ＋２)􀆺(ｘ－ａ２ｋ)－(ｘ－ａ１)(ｘ－ａ２)􀆺(ｘ－ａｋ)＝ ±(ｐ＋１)或±(ｐ－１) . (７)
令 ｃ＝ｍａｘ{ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａ２ｋ}ꎬ代入(７)式ꎬ得

｜ ｐ＋１ ｜或 ｜ ｐ－１ ｜ ＝ ｜ (ｃ－ａ ｊ)(ｃ－ａ ｊ＋１)􀆺(ｃ－ａ ｊ＋ｋ－１) ｜ ꎬｊ＝ １或 ｋ＋１ꎬ (８)
因为 ｃ－ａ ｊꎬｃ－ａ ｊ＋１ꎬ􀆺ꎬｃ－ａ ｊ＋ｋ－１是两两不同的正整数ꎬ所以

｜ (ｃ－ａ ｊ)(ｃ－ａ ｊ＋１)􀆺(ｃ－ａ ｊ＋ｋ－１) ｜≥１􀅰２􀅰３􀆺􀅰ｋ＝ ｋ!.
由已知条件 ｋ! >ｐ＋１ꎬ这与(８)式矛盾ꎬ所以 Φｐ(ｘ)在有理数域上不可约.
当 ｎ＝ １０时ꎬ(１０ / ２)! ＝ １２０ꎬ由定理ꎬ若素数 ｐ≤１１３. 则 Φ±ｐ(ｘ)在有理数域上不可约.
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