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疫苗免疫与饱和发生率时滞系统的 Hopf 分支

吕堂红，姜卓言

（长春理工大学  数学与统计学院，吉林  长春  130022）

摘 要：为探讨疫苗接种后病毒对人类影响的动态变化，构建含有非线性饱和发生率与疫苗接种率的

SVIR 传染病模型，并引入时滞 τ 表征疫苗免疫作用下病毒的潜伏期。以时滞为变量，运用特征方程和分析方

法，深入探讨模型在正平衡点处的稳定性、Hopf 分支的产生条件及周期解特性，当时滞小于临界值 τ0 时，系统

稳定；超过临界值 τ0 时，特征根穿越虚轴引发周期性震荡。通过 MATLAB 数值模拟设定疫苗保护率、潜伏期

时长等参数，绘制不同时滞下各仓室人群数量的动态曲线，直观呈现系统从稳定态向周期振荡的转变。结果表

明，时滞超临界值时模型输出呈显著周期性波动，与理论推导结论一致，验证了 Hopf 分支条件的正确性。
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在当今科技迅猛发展的时代，尽管人类在医学技术革新、公共卫生体系建设等领域成果斐然，但传

染病对生命健康的威胁从未消退。以新冠肺炎疫情为例，世界卫生组织统计数据显示，全球累计确诊病

例超 6 亿例，大量人口面临健康危机，经济秩序遭受冲击，充分暴露了传染病对社会运行的深远影响。

制定传染病防控策略高度依赖理论模型支撑，模型精确度直接影响疾病控制效果。在流感传播模型中，

通过模拟病毒在人群中的传播轨迹、不同场景下的感染概率等参数，可精准预测传播峰值，辅助公共卫

生部门提前布局医疗资源、规划疫苗接种策略。学者对传染病模型的研究自古有之且从未停歇，从早期

刻画易感者、感染者、康复者关系的 SIR［1］经典模型，到如今融合时滞效应、社交网络传播特性的复杂动

力学模型，每一次理论突破都源于对传染病传播规律的深度探索。这些研究不仅推动流行病学理论迭

代，更在埃博拉、登革热等疫情防控中发挥了关键作用。20 世纪初，Kermack 和 Mckendrick［2］开创性地

提出了 SIR 仓室模型，并随着对现实情况理解的加深，不断融入各种影响因素，使得对传染病的研究更

加精细。Sun 等［3］构建了一个考虑区域间旅行和历史疾病监测影响的两区域 SIR 模型，分析旅行率和

监测数对病毒传播的影响。Das 等［4］研究带有饱和发生率的结核病 SEIR 模型，验证了在地方性平衡点

的稳定性及周期解。Gao 等［5］研究了一个在时空异质环境中具有饱和发生率函数的扩散 SIS 传染病模

型，深入探讨了复杂环境中传染病的传播机制。

Capasso 和 Serio［6］提出了饱和发生率，其中 α 是拥挤效应或心理因素的影响参数，表示感染传染病

的感染人数，该发生率函数考虑了由于拥挤效应对传染病传播产生的抑制作用，并且当 I 增大到一定

值时，发生率函数具有饱和状态。Shi 等［7］研究了具有饱和发生率和时间延迟的分数阶 HIV 模型，验证

了模型在地方性平衡点和无病平衡点处的局部稳定性，使用时滞作为参数，研究一系列临界值时可能会

出现 Hopf 分支，并验证其正确性。Mao 等［8］研究了一个考虑捕食者疾病和饱和发病率的延迟生态流行

病学模型，利用迭代法推导出了无病平面平衡点和正平衡点全局稳定性的充分条件。Liu［9］探讨了一个

包含饱和治疗函数和非线性脉冲疫苗接种策略的 SIR 模型，利用分支理论，揭示了模型中跨临界分支与
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翻转分支的存在，并对传染病周期解的稳定性进行了详尽讨论。Ji 等［10］对随机 SEIS 传染病模型进行研

究，该模型同样纳入了饱和发病率和时间延迟要素。他们证明了模型全局正解的存在性与唯一性，并通

过构造 Lyapunov 函数，提出了确保地方性稳态随机稳定性的充分条件。

Ezekiel 等［11］对一类 SIR 传染病模型的动力学行为进行研究，分析了无病平衡点和正平衡点的局

部稳定性，进一步讨论正平衡点处的 Hopf 分支的方向及稳定性。Attaullah 等［12］分析了其无病平衡点

和正平衡点的局部稳定性以及全局稳定性，但在文中未讨论在正平衡点处产生的 Hopf 分支方向、周期

解以及稳定性。因此，本文对此进行深入研究。

Attaullah 等［12］提出以下模型：
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dS ( t )
dt

= α ( 1 - μ ) β -( α + η ) S ( t )- λ1 S ( t ) I ( )t
1 + ξ1 I ( )t + γV ( t )，

dV ( t )
dt

= αβμ + ηS ( t )- λ2 ξ2V ( t ) I ( t )-( α + γ )V ( t )，

dI ( t )
dt

= λ1 S ( t ) I ( )t
1 + ξ1 I ( )t + λ2 ξ2V ( t ) I ( t )-( α + ϕ + φ ) I ( t )，

dR ( t )
dt

= ϕI ( t )- αR ( t )。

（1）

依据微分方程解的存在性与非负性、各参数

的生物学定义和真实的传染病特征数据确定参

数的范围，使参数的选取具有实际意义。本文各

参数含义以及参数取值范围见表 1。
研究表明，传染病模型中引入时滞效应可

有效刻画系统的动态演化特征，涵盖疫苗接种

免疫滞后、感染潜伏期等延迟现象。汪雨琴等［13］

分析了一类具有时滞效应和 Logistic 增长的

SIS 传染病模型，基于 Hopf 分支理论，获得了

地方病平衡点在不稳定时发生 Hopf 分支的条

件。豆中丽［14］对具有阶段结构的分数阶时滞生

态流行病模型的稳定性进行研究，探讨在地方

病平衡点附近存在 Hopf 分支的充分条件。因

此，在模型中引入时滞机制不仅高度契合传染

病传播的现实情境，具备显著的实践指导意义；更因其能够深入揭示系统复杂动态演化规律，而彰显出

兼具理论探索深度与实际应用广度的研究价值。针对现有传染病模型未充分考量病毒传播时滞特性的

局限，本研究在感染项中引入时滞参数，构建时滞动力学模型。疾病传播过程中，个体从感染到具备传

染性存在时间间隔（如潜伏期），时滞 τ 精准刻画了这一延迟，使模型更贴合“感染后需经历特定时段才

具有传播能力”的真实传播流程。改进后的模型通过量化病毒传播周期与历史感染数据的动态关联，更

精准地剖析潜伏期演化、免疫滞后等传播机制，进而揭示传播链的周期性波动规律。
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dS ( t )
dt

= α ( 1 - μ ) β -( α + η ) S ( t )- λ1 S ( t ) I ( )t
1 + ξ1 I ( )t + γV ( t )，

dV ( t )
dt

= αβμ + ηS ( t )- λ2 ξ2V ( t ) I ( t - τ )-( α + γ )V ( t )，

dI ( t )
dt

= λ1 S ( t ) I ( )t
1 + ξ1 I ( )t + λ2 ξ2V ( t ) I ( t - τ )-( α + ϕ + φ ) I ( t )，

dR ( t )
dt

= ϕI ( t )- αR ( t )。

（2）

表 1　参数解释及其参考范围

Tab. 1 Parameter explanation and its range
参数
S ( t )
V ( t )
I ( t )
R ( t )

αβ
α
λ1

λ2

γ
η
ξ1

ξ2

ϕ
μ
φ

解释
t时刻的易感人群
t时刻的接种疫苗的人群
t时刻的有能力将疾病传染给其他人的人群
获得免疫的康复人群
人口补充率
自然死亡率
疾病接触率
已接种疫苗人群与感染者之间的相互作用
疫苗效力衰减率
新增人口需要接种疫苗的比例
疫苗降低感染率的效果系数
饱和常数
康复率
易感人群疫苗接种率
疾病的死亡率

参考范围
S ( t )≥ 0
V ( t )≥ 0
I ( t )≥ 0
R ( t )≥ 0

( 0, 1 ]
( 0, 1 ]
[ 0, 1 ]
[ 0, λ1 ]
[ 0, 1 ]
[ 0, 1 ]

[ 0, +∞ )
[ 0, +∞ )

[ 0, 1 ]
[ 0, 1 ]
[ 0, 1 ]

·· 59
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1　平衡点与局部稳定性

根据所研究的问题，先给出一系列假设：

（H1） P 1 + P 3 > 0，( P 2 + P 4 ) ( P 1 + P 3 )- P 6 > 0；
（H2） k0 ≥ 0，Δ = k 2

2 - 3k1 ≤ 0；
（H3） k0 ≥ 0，Δ = k 2

2 - 3k1 ≥ 0，z* > 0，f ( z ) ≤ 0；
（H4） k0 < 0；
（H5） f ' ( z )≠ 0。
为研究系统的动力学行为，首先确定系统的平衡点。无病平衡点是指感染者数量为 0 的情况，即

I = 0，可得 R = 0，下面求解无病平衡点 E 0。

令方程
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dS
dt

= α ( 1 - μ ) β -( α + η ) S + γV = 0，

dV
dt

= αβμ + ηS -( α + γ )V = 0。
即

ì
í
î

ïï
ïï

( α + η ) S - γV = α ( 1 - μ ) β，

-ηS +( α + γ )V = αβμ。
用矩阵表示为

( )α + η -γ

-η α + γ ( )S
V

= ( )α ( 1 - μ ) β

αβμ
，

计算行列式

Δ = ( α + η ) ( α + γ )- ηγ = α ( α + η + γ )。
利用克莱姆法则可得

S =

|

|

|
||
|
|
||

|

|
||
|
|
| α ( 1 - μ ) β -γ

αβμ α + γ
Δ = α ( 1 - μ ) β ( α + γ )+ αβμγ

α ( α + η + γ )
= β ( α + γ - μα )

α + η + γ
，

V =

|

|

|
||
|
|
||

|

|
||
|
|
| α + η α ( 1 - μ ) β

-η αβμ
Δ = αβμ ( α + η )+ αη ( 1 - μ ) β

α ( α + η + γ )
= β ( μα + η )

α + η + γ
。

由此得知，此系统的无病平衡点 E 0 = ( S0，V 0，I0，R 0 ) 为

E 0 = ( S0，V 0，I0，R 0 )= ( β ( α + γ - μα )
α + η + γ

，
β ( μα + η )
α + η + γ

，0，0 )。
基本再生数，即疾病在起始传播时，单一感染者于感染周期内，平均致使易感个体被传染的数量，

是衡量疾病传播力与防控策略成效的关键指标。由文献［12］知该系统的基本再生数为

R 0 = β [ λ1 (-αμ + α + γ )+ λ2 ξ2 ( αμ + η ) ]
( α + γ + η ) ( α + ϕ + φ )

。

当 R 0 ≤ 1 时，意味着无病平衡点是稳定的，疾病会逐渐消失；当 R 0 > 1 时，系统还存在地方病平衡

点 E * = ( S*，V *，I *，R* )，疾病将会在社会中永久存在。下面求解地方病平衡点 E *。

令方程 ϕI * - αR* = 0 推得 R* = ϕI *

α
。
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将系统（1）各方程加和，代入总人口 N * = S* + V * + I * + R*，求导得
dN *

dt
= αβ - αN * - φI * = 0，

解得 N * = β - φ
α

I *，即 N * = S* + V * + I * + R* = β - φ
α

I *，S* + V * = β - α + φ - ϕ
α

I *。

对 方 程
λ1 S* I *

1 + ξ1 I * + λ2 ξ2V * I * -( α + ϕ + φ ) I * = 0，同 时 除 以 I * ( I * ≠ 0 )，得
λ1 S

1 + ξ1 I * + λ2 ξ2V * =

α + ϕ + φ。

联立方程

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

S* + V * = β - α + ϕ + φ
α

I *，

λ1

1 + ξ1 I * S* + λ2 ξ2V * = α + ϕ + φ。
解得

S* = β - α + ϕ + φ
α

I * - V *，

V * = β ⋅
η + αμ - ηk

β
I

λ2 ξ2 I + α + γ + η
= β ⋅

η + αμ - η ⋅ α + ϕ + φ
α

I

λ2 ξ2 I + α + γ + η
。

将 S*、V * 表达式代入方程，可得 I * 满足二次方程 aI * 2 + bI * + c = 0，其中

a = -λ2 ξ2[ λ1 k + ηkξ1 +( α + ϕ + φ ) ξ1 ]，
b = λ1 ( βλ2 ξ2 + k ( α + γ ))+ λ2 ξ2( β ( η + αμ ) ξ1 - ηk)-( α + ϕ + φ ) [ λ2 ξ2 +( α + γ + η ) ξ1 ]，
c = λ1 β ( α + γ + αμ )+ λ2 ξ2 β ( η + αμ )-( α + ϕ + φ ) ( α + γ + η )。

因此，可得系统（1）在地方病平衡点 E * = ( S*，V *，I *，R* )。
系统（2）在平衡点处的线性系统（3）为
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dS ( t )
dt

= -( α + η )- λ1 I *

1 + ξ1 I * S ( t )+ γV ( t )- λ1 S*

( 1 + ξ1 I * )2 I ( t )，

dV ( t )
dt

= ηS ( t )+-λ2 ξ2 I * -( α + γ )V ( t )- λ2 ξ2V * I ( t - τ )，

dI ( t )
dt

= λ1 I *

1 + ξ1 I * S ( t )+ λ2 ξ2 I *V ( t )+ λ1 S*

( 1 + ξ1 I * )2 -( α + ϕ + φ ) I ( t )+ λ2 ξ2V * I ( t - τ )，

dR ( t )
dt

= ϕI ( t )- αR ( t )。

（3）

令

a11 = -( α + η )- λ1 I *

1 + ξ1 I * ，a12 = γ，a21 = η，a22 = -λ2 ξ2 I * -( α + γ )，

a31 = λ1 I *

1 + ξ1 I * ，a32 = λ2 ξ2 I *，a33 = λ1 S*

( 1 + ξ1 I * )2 -( α + ϕ + φ )，a43 = ϕ，a44 = -α，

b23 = -λ2 ξ2V *，b33 = λ2 ξ2V *。

系统（3）在平衡点处的雅可比矩阵为

J ( E * )=

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
a11 a12 a13 0
a21 a22 b23 0
a31 a32 a33 + b33 0
0 0 a43 a44

，

特征方程为 ( λ - a44 ) [ λ3 + P 1 λ2 + P 2 λ + P 3 +( P 4 λ2 + P 5 λ + P 6 ) e-λτ ]= 0。
显而易见，方程的一个根为 λ =− a44，即 λ = α，由此可研究方程

λ3 + P 1 λ2 + P 2 λ + P 3 +( P 4 λ2 + P 5 λ + P 6 ) e-λτ = 0。 （4）
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其 中 ， P 1 = -( a11 + a22 + a33 )，P 2 = a11 a22 + a11 a33 + a22 a33 - a12 a21 - a13 a31，P 3 = a12 a21 a33 + a13 a22 a31 -
a13 a21 a32 - a11 a22 a33，P 4 = -b33，P 5 = a11 b33 + a22 b33 - a32 b23，P 6 = -a11 a22 b33 + a11 a32 b23 + a12 a21 b33 -
a12 a31 b23。

当 τ = 0 时，

λ3 +( P 1 + P 4 ) λ2 +( P 2 + P 5 ) λ + P 3 + P 6 = 0。 （5）
依据 Routh-Hurwitz 判据，确定方程（5）的所有根都具有负实部的等价条件为（H1），故（H1）得到满足，

根据稳定性理论，正平衡点是局部渐近稳定的。

当 τ > 0 时，假设 λ = iω 是方程（4）的纯虚根，将其代入方程可得

( iω )3 + P 1 ( iω )2 + P 2 ( iω )+[ P 4 ( iω )2 + P 5 ( iω )+ P 6 ] e-( iω ) τ + P 3 = 0。
分离虚实部得

ì
í
î

P 5 ω cos ωτ -( P 4 ω2 - P 6 ) sin ωτ = P 2 ω + ω3，

P 5 ω sin ωτ +( P 4 ω2 - P 6 ) cos ωτ = -P 1 ω2 + P 3。 （6）

将式（6）两端同时平方相加，得

ω6 + k2 ω4 + k1 ω2 + k0 = 0， （7）
其中 k2 = P 2

1 - 2P 2 - P 2
4，k1 = -2P 1 P 3 + P 2

2 - P 2
5 + 2P 4 P 6，k0 = P 2

3 - P 2
6。

令 z = ω2，代入式（7）得

z3 + k2 z2 + k1 z + k0 = 0。 （8）
假设 f ( z )= z3 + k2 z2 + k1 z + k0，根据特征根的分布定理有以下结论产生：（1）若条件（H2）成立，

无正实根；（2）若条件（H3）或（H4）成立，至少有一个正实根。

假设条件（H3）或（H4）总是得到满足，那么方程（8）存在三个正实根，分别为 ωk ( k = 1，2，3 )，其对应的

始终临界值为 τ j
k = 1

ωk
( arccos (-P 5 ωk ) ( P 2 ωk - ω 3

k )+(-P 1 ω 2
k + P 3 ) ( P 4 ω 2

k - P 6 )
( P 4 ω 2

k - P 6 )2 +(-P 5 ωk )2 + 2jπ ) ( k = 1，2，3；j =

0，1，2，… )，假设满足条件（H5），那么有横截性条件 Re ( dλ
dτ

) | λ = iω ≠ 0 成立。

下面对横截性条件进行证明，对于方程（5）左右两端进行求导，得

( dλ
dτ

)-1 = - 3λ2 + 2P 1 λ + P 2

λ ( )λ3 + P 1 λ2 + P 2 λ + P 3

+ 2P 4 λ + P 5

λ ( )P 4 λ2 + P 5 λ + P 6

- τ
λ
，

将 λ = iω 代入 ( dλ
dτ

)-1 表达式，并对其进行虚实部分离，有

Re ( dλ
dτ

)-1| λ = iω = 3ω4 + 2P 2
1 ω2 - 4P 2 ω2 + P 2

2 - 2P 1 P 3

( P 1 ω2 - P 3 )2 +( ω2 + P 2 ω )2 - 2P 2
4 ω2 + P 2

5 - 2P 6 P 4

P 2
4 ω2 +( P 6 - P 4 ω2 )2 =

     3ω4 + 2( P 2
1 - P 2

4 ) ω2 - 4P 2 ω2 + P 2
2 - P 2

5 + 2P 6 P 4 - 2P 1 P 3

( P 1 ω2 - P 3 )2 +( ω2 + P 2 ω )2 。

令 f ′( z )= 3ω4 + 2( P 2
1 - P 2

3 ) ω2 - 4P 2 ω2 + P 2
2 - P 2

4 + 2P 5 P 3 - 2P 1 P 6， 有 Re ( dλ
dτ

)-1| λ = iω =

f ′( z )
( P 1 ω2 - P 3 )2 +( ω2 + P 2 ω )2 ≠ 0 成 立 。 因 为 sign{Re ( dλ

dτ
)-1

λ = iω}= signìí
î

( d( Re λ )
dτ

)λ = iω
ü
ý
þ
，所 以

Re ( dλ
dτ

) | λ = iω ≠ 0，横截性条件证毕。

综合以上的结果，可得定理 1。
定理 1    （1）当 τ = 0 时，若条件（H1）满足，地方病平衡点 E * 是局部渐近稳定的；（2）当 τ > 0 时，

若条件（H2）满足，地方病平衡点 E * 是局部渐近稳定的；（3）当 τ ∈ [ 0，τ0 ) 时，若条件（H3）或（H4）满足，

其地方病平衡点 E * 是局部渐近稳定的；（4）当 τ > τ0 时，若（H3）（H4）（H5）满足，地方病平衡点 E * 是

不稳定的；（5）当 τ = τ0 时，若（H3）（H4）（H5）满足，其在地方病平衡点 E * 处产生 Hopf 分支。
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2　Hopf 分支方向及其稳定性

在 τ = τ0 的前提条件下，运用 Hassard［15］提到的中心流形定理和规范性方法，确定系统（2）的局部

Hopf 分支方向和周期解稳定性的表示形式。

令 u ( t )= ( u1 ( t )，u2 ( t )，u3 ( t )，u4 ( t ) )T ∈ R4，其 中 u1 ( t )= x1 ( τt )，u2 ( t )= x2 ( τt )，u3 ( t )= x3 ( τt )，
u4 ( t )= x4 ( τt )，τ = τ0 + μ，μ ∈ R，则系统（2）在 C = C ( [-1，0 ]，R4 ) 上变为一般的泛函微分方程

u̇ ( t )= L μ ( u t )+ F ( μ，u t )。 （9）
其中 Lμ：C → R4，F：R × C → R4 分别由以下形式给出：

L μ (φ )= ( τ0 + μ )

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
a11 a12 a13 0
a21 a22 0 0
a31 a32 a33 0
0 0 a43 a44

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷
φ 1 ( 0 )
φ 2 ( 0 )
φ 3 ( 0 )
φ 4 ( 0 )

+( τ0 + μ )

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
0 0 0 0
0 0 b23 0
0 0 b33 0
0 0 0 0

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷
φ 1 (-1 )
φ 2 (-1 )
φ 3 (-1 )
φ 4 (-1 )

，

F ( μ，φ )= ( τ0 + μ ) ( F 1 ( μ，φ )，F 2 ( μ，φ )， F 3 ( μ，φ )， F 4 ( μ，φ ) )T。 （10）
其中

φ= ( φ 1，φ 2，φ 3，φ 4 )∈ C ( [-1，0 ]，R4 )，
F 1 ( μ，φ )= b11 φ 1 ( 0 ) φ 3 ( 0 )，
F 2 ( μ，φ )= c11 φ 2 ( 0 ) φ 3 (-1 )，
F 3 ( μ，φ )= d 11 φ 2

3 ( 0 )+ d 12 φ 3 ( 0 ) φ 1 ( 0 )+ d 13 φ 3 (-1 ) φ 2 ( 0 )。
故应用 Riesz 表示定理，对于 φ ∈ [ - 1，0]存在有界变分函数 η ( θ，μ )，使得

L μ ( φ )=∫
-1

0

dη ( θ，μ )φ ( θ )， φ ∈ C ([ - 1，0]，R4)，
其中

η ( θ，μ )= ( τ0 + μ )

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
a11 a12 a13 0
a21 a22 0 0
a31 a32 a33 0
0 0 a43 a44

δ ( θ )+( τ0 + μ )

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
0 0 0 0
0 0 b23 0
0 0 b33 0
0 0 0 0

δ ( θ + 1 )，

δ ( θ ) 是 Dirac-delta 函数。

对于 φ ∈ C ([ - 1，0]，R4)，定义

A( μ )φ ( θ )=
ì
í

î

ïïïï

ïïïï

φ̇ ( θ )， θ ∈ [-1，0 )，

∫
-1

0

dη ( θ，μ )φ ( θ )，θ = 0。

R ( μ )φ ( θ )=
ì
í
î

( 0，0 )T，   θ ∈ [-1，0 )，
F ( μ，θ )， θ = 0。

于是系统（10）可以改写为抽象的微分方程

u̇ ( t )= A( μ ) u t + R ( μ ) u t， （11）
其中，u = ( u1，u2，u3，u4 )；ut ( θ )= u ( t + θ )，θ ∈ [-1，0 ]。

对于 ψ ∈ C ([ - 1，0]，(R4 )*)，定义 A = A ( 0 ) 的伴随算子 A*：

A*ψ ( s )=

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

- dψ
ds

， s ∈ ( 0，1 ]，

∫
-1

0

ψ (- s ) dη ( s，μ )，  s = 0。
对于 φ ∈ C ([ - 1，0]，R4)，ψ ∈ C ([ - 1，0]， (R4 )*)，为了使算子 A 和伴随算子 A* 的特征向量规范化，
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定义双线性形式：

ψ ( s )，φ ( θ ) = ψ̄ T ( 0 )φ ( 0 )-∫
θ = -1

0 ∫
ξ = 0

θ

ψ̄T ( ξ - θ ) dη ( θ )φ ( ξ ) dξ。

令 q ( θ ) 和 q* ( θ ) 分 别 为 A 和 A* 对 于 λ ( 0 )= iω 0 τ0 和 λ̄ ( 0 )= -iω 0 τ0 的 特 征 向 量 ，则 有

A ( 0 ) q ( θ )= iω 0 τ0q ( θ )，A* ( 0 ) q* ( s )= -iω 0 τ0q* ( s )，通过计算可得：

q ( θ )=

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
1
α2

α3

α4

eiω0 τ0 θ，θ ∈ [-1，0 )，q* ( s )= B

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
1
β2

β3

β4

eiω0 τ0 s，s ∈ ( 0，1 ]，

其中

α2 = iω 0 - a11 - a13 α3

a12
，α3 = a12 a21 - iω 0 ( iω 0 - a11 )- a22 ( iω 0 - a11 )

-( iω 0 - a22 ) a31 - a12 b23 e-iω0 τ0
，α4 = a43 α3

iω 0 - a44
，

β2 = -iω 0 - a11 - a31 β3

a21
，β3 = a12 a21 - iω 0 ( iω 0 - a11 )- a22 ( iω 0 - a11 )

-( iω 0 - a22 ) a31 - a21 a32
，β4 = 0，

B = 1
1 + β̄2 α2 + β̄3 α3 - τ0 ( b23 e-iω0 τ0 β̄2 α3 + b23 e-iω0 τ0 β̄3 α3 ) e-iω0 τ0

，

则有 q ( θ ) 和 q* ( θ ) 满足 q* ( s )，q ( θ ) = 1， q* ( s )，q̄ ( θ ) = 0。
令 Xt 为方程（12）在 μ = 0 时的解，定义

z ( t )= q*，Xt ，

W ( t，θ )= X t ( θ )- 2Re{z ( t ) q ( θ )}= X t ( θ )- z ( t ) q ( θ )- z̄ ( t ) q̄ ( θ )。 （12）
在中心流形 C 0 上，有

W ( t，θ )=W ( z ( t )，z̄ ( t )，θ )=W 20 ( θ ) z2

2 +W 11 ( θ ) zz̄ +W 02 ( θ ) z̄2

2 + ⋯， （13）

其中，z、z̄ 为中心流形 C 0 在 q* 和 q̄* 方向上的状态坐标。考虑 Xt 和 W 的实解，在 μ = 0 时，有

ż ( t )= iω 0 τ0 z ( t )+ q̄* T ( 0 )

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷
F 1 ( μ，φ )
F 2 ( μ，φ )
F 3 ( μ，φ )
F 4 ( μ，φ )

= iω 0 τ0 z ( t )+ g ( z，z̄ )，

其中，ż ( t )= iω 0 τ0 z ( t )+ g ( z，z̄ )。根据中心流形理论和规范型变换，可将中心流形上的 g ( z，z̄ ) 展开为

关于 z 和 z̄ 的幂级数形式：

g ( z，z̄ )= g20 ( θ ) z2

2 + g11 ( θ ) zz̄ + g02 ( θ ) z̄2

2 + g21 ( θ ) z2 z̄
2 + ⋯。 （14）

结合中心流形解的定义 W ( t，θ ) 以及 g ( z，z̄ ) 可得：

X t ( θ )=W ( t，θ )+ 2Re{z ( t ) q ( θ )}，
即

X t ( θ )=W 20 ( θ ) z2

2 +W 11 ( θ ) zz̄ +W 02 ( θ ) z̄2

2 +(1，α2，α3 )T eiω0 τ0 θ z +(1，ᾱ2，ᾱ3 )T e-iω0 τ0 θ z̄ + ⋯。

结合式（11）可得 g ( z，z̄ )= q̄* T ( 0 ) f0 ( z，z̄ )，展开为

g ( z，z̄ )= τ0 B̄ ( r11 + β̄2 r21 + β̄3 r31 ) z2

2 + τ0 B̄ ( r12 + β̄2 r22 + r32 β̄ ) z̄2

2 +

τ0 B̄ ( r̄11 + β̄2 r̄21 + r̄31 β̄3 ) zz̄ + 2τ0 B̄ ( r13 + β̄2 r23 + r33 β̄3 ) z2 z̄
2 + ⋯。

其中，
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r11 = 2b11，r12 = 2b11，r13 = b11 [ W 3
11 ( 0 )+ W 3

20 ( 0 )+ W 1
11 ( 0 )+ W 1

20 ( 0 ) ]，
r21 = 2c11 α3 eiω0 τ0，r23 = ( c11 (W 3

11 (-1 )+ W 3
20 (-1 )+ W 2

11 ( 0 ) eiω0 τ0 α3 + W 2
20 (-1 ) e-iω0 τ0 ᾱ3，

r31 = d 11

2 + d 12 + d 13 α3 eiω0 τ0，r32 = d 11

2 + 2d 12 + d 13 ( ᾱ3 e-iω0 τ0 + α3 eiω0 τ0 )，

r33 = d 12 [ W 3
11 ( 0 )+ W 3

20 ( 0 )+ W 1
11 ( 0 )+ W 1

20 ( 0 ) ]。
基于文献［14］方法，可得如下系数：

g20 = τ0 B̄ [ r11 + β̄2 r21 + β̄3 r31 ]，
g11 = τ0 B̄ ( r12 + β̄2 r22 + r32 β̄3 )，
g02 = τ0 B̄ [ r̄11 + β̄2 r̄21 + r33 β̄3 ]，
g21 = τ0 B̄ {(b11 + d12 β̄3 )W 1

20 (0 )+(b11 + d12 β̄3 )W 1
11 (0 )+(c11 e-iω0 τ0 ᾱ3 β̄3 + d12 e-iω0 τ0 ᾱ3 β̄3 )W 2

20 (0 )+

(c11 eiω0 τ0 α3 β̄2 +d13 eiω0 τ0 α3 β̄3 )W 2
11 (0)+(b11 +d 11

2 β̄3 +d12 β̄3 )W 3
11 (0)+

(b11 + d 11

2 β̄3 +d12
-
β

3
)W 3

20 (0)+( c11 β̄2 + d 11 β̄3 )W 3
11 (-1 )+ c11 β̄2W 3

20 (-1 )。
为了确定 g21，还需计算出 W 20 ( θ ) 和 W 11 ( θ )，由式（11） （12）可得

Ẇ=
ì
í
î

ïï

ïïïï

AW - 2Re{ }q̄* T ( 0 )F ( μ，φ ) q ( θ ) ， θ ∈ [-1，0 )，
AW - 2Re{ }q̄* T ( 0 )F ( μ，φ ) q ( θ ) + F ( ( μ，φ )，θ = 0。

即

Ẇ = AW + H ( z，z̄，θ )， （15）
其中

H ( z，z̄，θ )= H 20 ( θ ) z2

2 + H 11 ( θ ) zz̄ + H 02 ( θ ) z̄2

2 + ⋯。 （16）

组合式（12） （13），再将式（17）代入式（16）可得

ì
í
î

( 2iω 0 τ0 - A )W 20 ( θ )= H 20 ( θ )，
-AW 11 ( θ )= H 11 ( θ )。

由式（16）可知，当 θ ∈ [-1，0 ) 时，

H ( z，z̄，θ )= -2Re{q̄* T ( 0 ) F ( μ，φ ) q ( θ )}=
- q̄* T ( 0 ) F 0q ( θ )- q* T ( 0 ) F̄ 0 q̄ ( θ )=
-g ( z，z̄ ) q ( θ )- ḡ ( z，z̄ ) q̄ ( θ )=

-( g20
z2

2 + g11 zz̄ + g02
z̄2

2 + g21
z2 z̄
2 ) q(θ )-( ḡ20

z̄2

2 + ḡ11 zz̄ + ḡ02
z2

2 +g21
z̄2 z
2 ) q̄ (θ )。

（17）

通过比较式（16） （17）的系数，有

ì
í
î

H 20 ( θ )= -g20q ( θ )- ḡ20 q̄ ( θ )，
H 11 ( θ )= -g11q ( θ )- ḡ11 q̄ ( θ )。

由 A ( μ )φ ( θ ) 的定义以及 ( 2iω 0 τ0 - A )W 20 ( θ )= H 20 ( θ ) 可得

Ẇ 20 ( θ )= 2iω 0 τ0W 20 ( θ )- H 20 ( θ )=
2iω 0 τ0W 20 ( θ )+ g20q ( θ )+ ḡ20 q̄ ( θ )=
2iω 0 τ0W 20 ( θ )+ g20q ( 0 ) eiω0 τ0 θ + ḡ20 q̄ ( 0 ) e-iω0 τ0 θ。

同理可算出 Ẇ 11 ( θ )，其中 W 20 ( θ )，W 11 ( θ ) 结果如下：

W 20 ( θ )= ig20q ( 0 )
ω 0 τ0

eiω0 τ0 θ + iḡ20 q̄ ( 0 )
3ω 0 τ0

e-iω0 τ0 θ + E 1 e2iω0 τ0 θ，

W 11 ( θ )= - ig11q ( 0 )
ω 0 τ0

eiω0 τ0 θ + iḡ11 q̄ ( 0 )
ω 0 τ0

e-iω0 τ0 θ + E 2。
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这里，E 1 = (E ( 1 )
1 ，E ( 2 )

1 ，E ( 3 )
1 ，E ( 4 )

1 )，E 2 = (E ( 1 )
2 ，E ( 2 )

2 ，E ( 3 )
2 ，E ( 4 )

2 )∈ R4 是常量，在 θ = 0 时，根据 A ( μ )φ ( θ ) 的
定义得到 E 1 和 E 2 的解为

E 1 =
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。

于是有

C 1 ( 0 )= i
2ω 0 τ0

( g20 g11 - 2 || g11
2
- 1

3 || g02
2
)+ 1

2 g21， （18）

μ2 =
Re{ }C 1 ( 0 )
Re{ }λ′( τ0 )

，β2 = 2ReC 1 ( 0 )，T 2 =
Im{ }C 1 ( 0 ) + μ2 Im{ }λ′( τ0 )

ω 0 τ0
。 （19）

定理 2 对于系统（2），由 τ = τ0 得到的 Hopf 分支的周期解可由式（19）描述，在 μ = 0 邻域中，有

（1）μ2 确定 Hopf 分支的方向，如果 μ2 > 0( μ2 < 0 )，则 Hopf 分支是超临界的（次临界的）；

（2）β2 确定分支周期解的稳定性，如果 β2 < 0( β2 > 0 )，则分支周期解是稳定的（不稳定的）；

（3）T 2 确定分支周期解的周期，如果 T 2 > 0( T 2 < 0 )，则分支周期解的周期增大（减小）。

3　数值模拟

对系统（2）进行数值模拟，给出一个局部 Hopf 分支存在性的数值结果。考虑系统

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

dS ( t )
dt

= 0. 001 ×(1 - 0. 7)× 10 -(0. 001 + 0. 05 )S( t )- 0. 9S ( t ) I ( t )
1 + 0. 9I ( t )

+ 0. 01V ( t )，

dV ( t )
dt

= 0. 01 × 0. 7 + 0. 05S ( t )- 0. 4 × 10V ( t ) I ( t )-( 0. 001 + 0. 01 )V ( t )，

dI ( t )
dt

= 0. 9S ( t ) I ( t )
1 + 0. 9I ( t )

+ 0. 4 × 10V ( t ) I ( t )-( 0. 001 + 0. 2 + 0. 01 ) I ( t )，

dR ( t )
dt

= 0. 2I ( t )- 0. 001R ( t )。

（20）

通过计算可得知系统（20）存在正平衡点 E * = ( 0. 036，0. 044，0. 057，9. 401 )，且 ω 0 ≈ 0. 082，τ0 ≈
13. 979。

系统（20）在时滞参数为 τ < τ0 和 τ > τ0 时的数值模拟结果对比见图 1 和图 2，当 τ = 13 < τ0 ≈
13. 979 时，正平衡点 E * 是渐近稳定的；当 τ = 15 > τ0 ≈ 13. 979 时，系统（20）的正平衡点失稳，产生了

一个小振幅的极限环（周期解），并在正平衡点附近振动。

4　结论

本研究针对潜伏期时滞效应下的 SVIR 传染病动力学模型展开系统性分析，揭示了时滞参数对疾

病传播稳定性的关键影响机制。通过构建具有潜伏期特征的时滞微分方程，结合 Hopf 分支理论与    
中心流形定理，从理论上证明了系统在正平衡点处存在局部渐近稳定性阈值。再结合数值仿真结果，

发现与理论推理证明相同。表明当潜伏期时滞低于临界值 τ0 时，系统的稳定性特征可支持现有防控措施
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（如症状监测、病例隔离及密接追踪）的有效实施，这为早期疫情控制提供了重要依据。当潜伏期超过

临界阈值时，系统的 Hopf 分支现象将导致周期性振荡产生，表明疾病可能呈现波动式传播态势。结合

病毒传播的真实环境，这种情况下病毒传播会难以控制，极大危害公众健康。
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Hopf Bifurcation in a Vaccine Immunity and Saturation 
Incidence Time Delay System

LYU Tanghong，JIANG Zhuoyan
（School of Mathematics and Statistics， Changchun University of Science and Technology， Changchun 130022， China）

Abstract：  To explore the dynamic changes in the impact of viruses on humans after vaccination， this paper 
constructed an SVIR infectious disease model that incorporated nonlinear saturation incidence and vaccination rates， 
introducing time delays τ to represent the incubation period of the virus under vaccine immunity.  Using time delay as a 
variable， the paper applied characteristic equations and analytical methods to investigate the stability of the model at the 
positive equilibrium point， the conditions for Hopf bifurcation， and the characteristics of periodic solutions.  The system is 
stable when the time delay is less than τ0； when it exceeds τ0， the characteristic roots cross the imaginary axis， leading to 
periodic oscillations.  Through MATLAB numerical simulations， parameters such as vaccine efficacy and incubation period 
duration were set， and dynamic curves of the population quantities in different compartments were plotted under various 
time delays， visually depicting the transition of the system from a steady state to periodic oscillation.  The results show that 
when the time delay exceeds the critical value， the model exhibits significant periodic fluctuations， consistent with the 
theoretical derivation and validating the correctness of the Hopf bifurcation conditions.
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