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贝叶斯层次模型的群组变异参数先验设置探讨
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　 　 【提　 要】 　 目的　 本研究旨在探讨不同先验分布对贝叶斯层次模型关键参数估计的影响ꎬ并分析群组水平数量变化

对估计精度的作用ꎮ 方法　 通过案例分析和模拟研究对模型中群组变异参数分别赋予逆伽马分布、半柯西分布和指数分

布ꎬ比较其性能及受群组水平数量变化的影响ꎮ 结果　 指数分布由于尾部较短ꎬ可能低估方差ꎻ而逆伽马和半柯西分布因

为尾部较厚ꎬ能提供更为稳健的估计ꎮ 在群组水平较多的情况下ꎬ模型对变异的估计更加精确ꎬ而随着群组数量的减少ꎬ
估计误差会增大ꎮ 结论　 在小样本条件下ꎬ半柯西和指数分布因其便于结合外部信息且能够合理反映变异参数的变化特

征ꎬ成为更适当的选择ꎮ 这些发现为贝叶斯层次模型在实际应用中选择群组变异参数的先验提供了重要参考依据ꎮ
【关键词】 　 贝叶斯层次模型　 先验模型　 群组变异
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　 　 层次模型(ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ)是一种处理具有多

层结构数据的统计模型ꎮ 层次模型通过其多层次架

构ꎬ能够捕捉不同层级之间的变异性和协同效应ꎬ借力

识别不同亚组或群体中的效应差异[１]ꎮ 无论是在医

疗领域预测未测试药物在特定人群中的效果[２]ꎬ还是

在市场研究中预测未调查地区的消费者行为ꎬ层次模

型都展示了其强大的适用性和预测能力[３]ꎮ
层次模型的估计通常在贝叶斯框架下实现ꎬ将先

验信息与当前数据相结合ꎬ形成后验分布ꎮ 这种结合

不仅增强了模型的解释力ꎬ还能在数据稀疏或不完整

的情况下提供更稳健的估计ꎮ 根据先验信息是否用到

专业背景知识或其他信息ꎬ一般被分为三类:信息先验、
弱信息先验和无信息先验[４]ꎮ 其中ꎬ弱信息先验用于在

缺乏强烈先验知识的情况下提供适度的约束ꎬ以避免过

度影响后验分布ꎮ 对于变异参数ꎬ常用的先验包括逆伽

马分布、半柯西分布和指数分布[５]ꎮ 不同的先验分布可

能会对后验分布产生不同的影响ꎬ探索不同先验对结果

的影响可以提高对模型结果的解释力ꎬ帮助识别稳健的

结果ꎬ理解模型在不同假设下的表现ꎮ
层次模型中具有群组变异这个特殊参数ꎮ 群组变

异参数估计过程中ꎬ与组内样本往往较多不同ꎬ群组数

目可能不多ꎬ使得群组变异参数的有效估计面临挑战ꎮ
本研究通过应用不同先验分布于真实数据的贝叶斯层

次模型ꎬ探讨不同先验分布对群组变异参数估计结果

的影响ꎮ 采用统计模拟研究ꎬ详细分析了贝叶斯层次

模型在不同群组样本量中的适用性和表现差异ꎮ 通过

对比和分析不同先验分布的效果ꎬ本研究旨在为贝叶

斯层次模型的群组变异参数的先验分布设定提供指

导ꎬ为实际应用中选择最优的先验分布参数设置提供

一定依据ꎮ

原理与方法

１.贝叶斯层次结构模型

当存在多个群组ꎬ不同群组有多个个体时ꎬ贝叶斯

层次结构模型可以用如下形式表示:
ｙｉ ~Ｎ(αｊ[ ｉ]ꎬσ２ｙ)ꎬｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬｎ (１)
αｊ ~Ｎ(μαꎬσ２α)ꎬｊ＝ １ꎬ􀆺ꎬＪ (２)
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其中ꎬｊ 表示第 ｊ 个群组ꎬｉ 表示第 ｉ 个个体ꎬｊ[ ｉ]表
示属于第 ｊ 个群组的第 ｉ 个个体ꎻαｊ表示第 ｊ 个群组的

平均水平ꎬσｙ 表示同一群组内不同个体的组内变异ꎬ
μα 表示整体平均水平ꎬσα 表示不同群组的组间变异ꎮ

２.先验设置

现对贝叶斯层次模型中未知参数 μαꎬσαꎬσｙ 设置

先验ꎮ 其中ꎬ组间变异参数 σα 为正数ꎬ需要取值为正

的概率分布进行描述ꎬ文献常用的分布如表 １所示ꎮ
表 １　 组间变异参数常用先验分布及其特点

常用分布 特点

逆伽马分布

１. 逆伽马分布是正态分布方差的共轭先验ꎬ先验参
数具有先验样本的解释性ꎮ
２. 劣势在于无标准差的直接解释ꎬ其常见参数设置
无法描述层次模型中群组变异ꎮ

半柯西分布

１. 半柯西分布是最长尾的 ｔ 分布ꎬ对于超大的标准
差有更强的先验概率强度ꎮ
２. 尺度参数就是其中位数ꎬ便于通过选择合适值获
得弱信息先验ꎮ

指数分布

１. 指数分布的短尾特性限制了异常大的取值ꎬ适用
于参数较为集中、极大取值可能性小的场景ꎮ
２. 唯一参数的倒数既是均值也是标准差ꎬ便于通过
选择合适值获得弱信息先验ꎮ

实例研究

１.数据来源

本研究案例数据来自公开数据集 ｒａｄｏｎ ｄａｔａꎬ可通

过 Ｒ 包 ＳＤＡＲｅｓｏｕｃｅｓ[６]或 ｆｃｂＣＩ[７]获取该数据ꎮ 该数

据为美国环境保护署所测量的明尼苏达州 ８５ 个县

(该州共有 ８９个县)的 ９１９ 间房屋的氡浓度ꎬ具有“县
－房屋”的二级嵌套结构ꎮ 氡是一种致癌物质ꎬ它是天

然存在的放射性气体ꎬ其衰变产物也具有放射性ꎬ已知

高浓度的氡会导致肺癌ꎬ据估计在美国每年造成数千

例肺癌死亡ꎮ
２. 模型与先验

案例数据中具备典型的嵌套结构:８５ 个县作为第

一层嵌套ꎬ不同县内房屋的氡含量检测作为第二层嵌

套ꎮ 我们将对模型中的 μαꎬσαꎬσｙ 三个参数设置不同

的先验ꎬ探讨不同先验设置对参数估计结果的影响

(表 ２)ꎮ
对于 μαꎬ设定其服从正态分布ꎬμα ~Ｎ(μ０ꎬτ２０)ꎬ其

中 μ０ 和 τ０ 的取值根据文献报道的全球氡含量确定ꎬ
本文中分别设定为 ｌｏｇ(１.３)和 ｌｏｇ(５) [８]ꎮ 此外ꎬ还构

造无信息先验(设定 μ０ ＝ ０ꎬτ０ ＝ １０００)作为对比ꎮ
针对 σαꎬσｙ 我们将设定最为常用的三类先验分

布ꎬ分别为逆伽马分布、半柯西分布和指数分布ꎮ 类似

地ꎬ先验分布中的参数将根据文献报道设定ꎬ并且也将

进一步设定弱信息先验和无信息先验ꎮ 通过探索先验

的设置规律ꎬ我们将共计设立 ８ 个模型和对应的 ６ 个

敏感性分析模型ꎮ
表 ２　 μαꎬσαꎬσｙ 三个参数先验模型设置

模型 μα 超参数设定 σα、σｙ 超参数设定 参数设定解释

Ｍ１

Ｍ２

Ｍ３

Ｍ４

Ｍ５

Ｍ６

Ｍ７

Ｍ８

μα ~Ｎ(μ０ꎬτ２０)

μα ~Ｎ(０ꎬ１０００２)

μα ~Ｎ(μ０ꎬτ２０)

μα ~Ｎ(０ꎬ１０００２)

μα ~Ｎ(μ０ꎬτ２０)

μα ~Ｎ(０ꎬ１０００２)

逆伽马分布

半柯西分布

指数分布

σαꎬσｙ ~ ＩＧ(
ｖ０
２
ꎬ
ｖ０σ２０
２
) μ０ ꎬτ０ꎬｖ０ꎬσ０ 根据文献中数据进行设定ꎬ整体弱信息先验

σαꎬσｙ ~ ＩＧ(０.００１ꎬ０.００１) μ０ ꎬτ０ 根据文献中数据进行设定ꎬσαꎬσｙ 设定为 Ｊｅｆｆｅｒｙ 先验的近似

σαꎬσｙ ~ ＩＧ(
ｖ０
２
ꎬ
ｖ０σ２０
２
) ｖ０ꎬσ０ 均根据文献中数据进行设定ꎬμα 设定为一个较宽泛的无信息先验

σαꎬσｙ ~ ＩＧ(０.００１ꎬ０.００１) μα 设定为一个较宽泛的无信息先验ꎬσαꎬσｙ 设定为 Ｊｅｆｆｅｒｙ 先验的近似

σαꎬσｙ ~ ｈａｌｆ－ｃａｕｃｈｙ(τα) μ０ ꎬτ０ꎬταꎬτｙ 均根据文献中数据进行设定ꎬ整体弱信息先验

σαꎬσｙ ~ ｈａｌｆ－ｃａｕｃｈｙ(τα) μα 设定为一个较宽泛的无信息先验

σαꎬσｙ ~ ｅｘｐ(λα) μ０ ꎬτ０ꎬλαꎬλｙ 均根据文献中数据进行设定ꎬ整体弱信息先验

σαꎬσｙ ~ ｅｘｐ(λα) μα 设定为一个较宽泛的无信息先验

　 　 ∗:另设定几个敏感性分析的模型ꎬ模型 １∗中ｖ０ ＝ ０.００１ꎬ模型 ３∗中ｖ０ ＝ ０.００１ꎬ整体为极弱信息先验ꎮ 模型 ５∗中 τα ＝τｙ ＝ １０００ꎬ模型 ６∗中 τα ＝τｙ
＝ １０００ꎻ模型 ７∗中λα ＝λｙ ＝ ０.０００１ꎻ模型 ８∗中λα ＝λｙ ＝ ０.０００１ꎬ模型中的 σα ꎬσｙ 均无信息先验ꎮ

　 　 ３. 结果展示

案例分析结果显示见表 ３ꎬ当县个数为 ８５、μα 采

用弱信息和无信息正态分布时ꎬσα、σｙ 采用弱信息逆

伽马分布、半柯西分布和指数分布的结果一致ꎬ采用近

似 Ｊｅｆｆｅｒｙ 先验的结果相对偏小但一致ꎮ 当县个数为

３０、μα 采用弱信息和无信息正态分布时ꎬσα、σｙ 采用

弱信息逆伽马分布、半柯西分布和指数分布的结果差

别不大ꎬ采用近似 Ｊｅｆｆｅｒｙ 先验的结果相对偏小但一

致ꎮ 当县个数为 １０和 ３、μα 采用弱信息和无信息正态

分布时ꎬσα、σｙ 采用弱信息逆伽马分布、半柯西分布和

指数分布的结果差别不大ꎬ采用近似 Ｊｅｆｆｅｒｙ 先验的结

果偏小且不一致ꎬ尤其是当 μα 也采用无信息先验时ꎮ
表 ３　 不同先验不同群组样本量下参数 σα 的后验分布中位数

模型 Ｎ＝ ８５ Ｎ＝ ３０ Ｎ＝ １０ Ｎ＝ ３

Ｍ１ ０.３１４ ０.３４２ ０.３３６ ０.６７７
Ｍ２ ０.３０７ ０.３２５ ０.２２８ ０.２０７
Ｍ３ ０.３１４ ０.３４７ ０.３４８ ０.６５１
Ｍ４ ０.３０６ ０.３２５ ０.０８１ ０.０７４
Ｍ５ ０.３１１ ０.３３７ ０.３４４ ０.７４４
Ｍ６ ０.３１３ ０.３４６ ０.３３６ ０.６５３
Ｍ７ ０.３１３ ０.３３９ ０.３２２ ０.６９９
Ｍ８ ０.３１３ ０.３３７ ０.３４３ ０.６８４
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模拟研究

１. 模拟场景与评价指标

在模拟研究中ꎬ本研究进一步探索县水平数和先

验分布设置对群组水平均值 μα、群组水平变异参数

σα、个体水平变异参数 σｙ 三个参数的影响ꎮ 具体而

言ꎬ在 １次模拟中ꎬ先从实例研究中的 ８５ 个县随机抽

取 ３０、１０、３个县生成 ３个模拟数据集ꎻ其次ꎬ分别拟合

表 ２中的 ８个模型和 ６个敏感性分析模型ꎻ然后ꎬ采用

马尔科夫蒙特卡洛模拟(１０００ 次预热和 ５０００ 次的模

拟采样)算法对参数进行估计ꎮ 最后ꎬ重复 １００ 次模

拟ꎬ计算三个参数的 ＭＳＥꎬ即:

ＭＳＥ ＝∑
ｎ

ｉ ＝ １
(β
︿

ｉ － β) ２ / ｎ

其中ꎬｎ 表示 １００次模拟ꎬβｉ 表示第 ｉ 次参数估计

值ꎬβ 表示 ８５ 个县 １４ 个模型估计得到的参数的平均

值ꎮ 通过 ＭＳＥ 来评价模型参数估计的稳健性ꎮ
２. 模拟结果

模拟结果见表 ４ꎮ 对于参数 σαꎬ当县个数为 ３０和
１０、μα 采用弱信息和无信息正态分布时ꎬσα、σｙ 采用

弱信息逆伽马分布、半柯西分布和指数分布的结果基

本一致且准确度较高ꎬ采用 Ｊｅｆｆｅｒｙ 先验的结果基本一

致但准确度较低ꎻ当县个数为 ３、μα 采用弱信息和无信

息正态分布时ꎬσα、σｙ 采用弱信息逆伽马分布、半柯西

分布和指数分布的结果差别不大但准确度较高ꎬ采用

近似 Ｊｅｆｆｅｒｙ 先验的结果差别不大但准确度较低ꎮ
对于参数 μαꎬ当县个数为 ３０ 和 １０ꎬσα、σｙ 采用相

同先验分布时ꎬμα 采用弱信息正态分布与采用无信息

正态分布的结果基本一致ꎻ当县个数为 ３ꎬσα、σｙ 采用

相同先验分布时ꎬμα 采用弱信息正态分布比采用无信

息正态分布的结果偏小ꎮ
对于参数 σｙꎬ当县个数为 ３０、１０ 和 ３ 时ꎬμα、σα、

σｙ 分别采用不同先验设置的结果差别不大ꎬ但随着县

个数的减少ꎬ准确度逐渐下降ꎮ
模拟研究敏感分析结果显示ꎬ对于参数 σαꎬ当县

个数为 ３０、１０和 ３ 且 μα 采用相同先验时ꎬσα、σｙ 采用

极弱信息逆伽马分布、半柯西分布和指数分布分别比

σα、σｙ 采用弱信息逆伽马分布、半柯西分布和指数分

布的结果大ꎬ且随着县个数的减少ꎬ所有模型估计的准

确度逐渐下降ꎻ而对于参数 μα 和 σｙꎬ当县个数为 ３０、
１０和 ３ 时ꎬσα、σｙ 采用极弱信息逆伽马分布、半柯西

分布和指数分布分别与 σα、σｙ 采用弱信息逆伽马分

布、半柯西分布和指数分布的结果基本一致ꎬ但随着县

个数的减少ꎬ准确度逐渐下降ꎮ

表 ４　 不同先验和群组样本量下不同参数的 ＭＳＥ

模型
μα

Ｎ＝ ３０ Ｎ＝ １０ Ｎ＝ ３

σα

Ｎ＝ ３０ Ｎ＝ １０ Ｎ＝ ３

σｙ

Ｎ＝ ３０ Ｎ＝ １０ Ｎ＝ ３

Ｍ１ ０.０１００ ０.０１７３ ０.０５６３ ０.０１６３ ０.０２１９ ０.０３３１ ０.００６１ ０.０１２９ ０.０４０６

Ｍ２ ０.００９８ ０.０２３５ ０.０７５６ ０.０４２６ ０.０９７５ ０.１４２８ ０.００５７ ０.０１２５ ０.０４１８

Ｍ３ ０.０１０４ ０.０１９０ ０.０７２３ ０.０１６８ ０.０２２１ ０.０３３３ ０.００６１ ０.０１２９ ０.０４０７

Ｍ４ ０.００９７ ０.０２１５ ０.０７４８ ０.０４１０ ０.０９４２ ０.１５０１ ０.００５６ ０.０１２６ ０.０３９７

Ｍ５ ０.０１００ ０.０１７４ ０.０５４８ ０.０１７０ ０.０２２６ ０.０３８６ ０.００６１ ０.０１３０ ０.０４２７

Ｍ６ ０.０１０４ ０.０１９０ ０.０７２８ ０.０１６９ ０.０２３１ ０.０４４６ ０.００６１ ０.０１３０ ０.０４２８

Ｍ７ ０.００９８ ０.０１７２ ０.０５４４ ０.０１７７ ０.０２４５ ０.０４１２ ０.００６０ ０.０１２９ ０.０４２６

Ｍ８ ０.０１０３ ０.０１９０ ０.０７２９ ０.０１８０ ０.０２４０ ０.０４５６ ０.００６０ ０.０１３０ ０.０４３０

Ｍ１∗ ０.００９０ ０.０２４３ ０.０６８０ ０.０４１４ ０.０９７１ ０.１４８７ ０.００５６ ０.０１２４ ０.０３９０

Ｍ３∗ ０.０１０１ ０.０２２８ ０.０８１１ ０.０４１５ ０.０９９９ ０.１５５１ ０.００５７ ０.０１２４ ０.０４２０

Ｍ５∗ ０.００９１ ０.０１９０ ０.０５８８ ０.０４１９ ０.０８３１ ０.１１７８ ０.００５７ ０.０１２５ ０.０４０３

Ｍ６∗ ０.００９５ ０.０２０３ ０.０６４５ ０.０４３５ ０.０８３９ ０.１１６９ ０.００５７ ０.０１２５ ０.０４０７

Ｍ７∗ ０.００９９ ０.０１７３ ０.０４７９ ０.０１６３ ０.０２１４ ０.２２５５ ０.００６０ ０.０１２８ ０.０４４４

Ｍ８∗ ０.０１０４ ０.０１９１ ０.０７６７ ０.０１５９ ０.０２１３ ０.４２７４ ０.００６０ ０.０１２９ ０.０４４３

　 　 ∗:Ｎ 表示县数目

讨　 论

本研究探讨了不同先验分布的设置对贝叶斯层次

模型中群组水平均值 μα、群组水平变异参数 σα、个体

水平变异参数 σｙ 三个参数估计的影响ꎬ并探讨了群组

水平数量的变化对估计精度的影响ꎮ 在 ＢＵＧＳ 软件

的早期帮助文档中ꎬ由于逆伽马分布的共轭特征与近

似 Ｊｅｆｆｅｒｙ 先验需求ꎬ两个参数都设定为非常接近 ０ 的

逆伽马分布被推荐用于方差的先验[９]ꎬ该设置在当前

文献依旧较为常见ꎮ 但其在群组水平上表现可能不

佳ꎮ 从结合外部信息ꎬ合理构造先验分布规律角度讲ꎬ
半柯西分布与指数分布都更为适合ꎮ
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群组水平的变异参数 σα 估计的准确度随县水平

数的减少而降低ꎬ群组较少时信息先验显得较为重要ꎮ
当群组样本量(即本例中的县数)较多时ꎬσα 能够得到

较为准确的估计ꎻ随着县水平数的减少ꎬ均方误差会升

高ꎮ 贝叶斯层次模型虽然可以很好地利用不同数据层

次水平的信息ꎬ但是当群组样本数过于稀少时ꎬ对于群

组水平变异的估计不可避免地有较大的误差ꎬ相关研

究也有类似的结论[１０－１１]ꎮ 在这种情况下ꎬ先验信息可

以通过提供额外的约束和方向ꎬ帮助模型进行更准确

的估计ꎮ 先验信息越丰富ꎬ模型对群组方差的估计越

稳健ꎬ特别是在面对数据稀疏或群组样本量较小的情

形时ꎬ这一优势更加明显ꎮ 因此ꎬ在对群组水平的变异

进行建模时ꎬ基于公开文献、经验数据或历史研究结果

来设定合适的先验信息显得至关重要[１２－１３]ꎮ 通过这些

来源ꎬ我们可以获取关于方差范围、可能的群组差异等

方面的合理期望值ꎬ从而提高模型对实际情况的匹配

度ꎮ 这一点在群组样本量较少时尤为关键ꎬ因为数据无

法单独支撑有效的推断ꎬ而恰当的先验信息能够极大地

补充这一不足ꎬ保证估计结果的合理性和准确性ꎮ
当先验分布设置为指数分布时ꎬ相较于逆伽马分

布和半柯西分布ꎬσα 估计的准确度较差ꎮ 原因可能是

指数分布的重尾特性较弱ꎬ导致其倾向于产生较小的

变异估计值[１４－１５]ꎮ 这意味着ꎬ当实际的变异较大时ꎬ
指数分布可能会施加过大的收缩ꎬ最终导致 σα 低估ꎮ
这种收缩效应在数据较为稀疏或组间变异较大时显得

尤为明显ꎮ 此外ꎬ指数分布对极端值的包容性较差ꎬ这
限制了它在处理变异较大或异常波动数据时的灵活

性ꎮ 相比之下ꎬ半柯西分布具有更厚的尾部ꎬ能够更好

地捕捉和容忍极端值ꎬ从而提供更为稳健的估

计[１４ꎬ １６]ꎮ 因此ꎬ模拟研究表明ꎬ指数分布在复杂场景

下表现欠佳ꎬ逆伽马分布则因其更灵活的特性ꎬ能够提

供更可靠的估计ꎮ
个体变异 σｙ 和整体均值 μα 的估计准确对于群组

水平的先验设置不敏感ꎬ结果稳健ꎮ 群组水平变异 σα

的先验无论是那种情况ꎬ在组内数据较为充足时ꎬσｙ

和 μα 的估计误差仍然在可接受的范围内ꎮ 在实际建

模过程中ꎬ个体层面的数据量往往远大于群组层面的

数据ꎬ这使得我们能够对个体层面的变异性和群组均

值进行较为准确的推断ꎬ即使群组的样本量开始缩减ꎬ
误差的增幅也较为有限ꎮ 相反ꎬ群组水平变异 σα 受

到样本量的影响更为敏感[１７]ꎬ尤其是在群组样本量较

小的情况下ꎬ估计容易受到较大的不确定性影响ꎮ 这

也进一步强调了在群组样本量较小时ꎬ设定合适的先

验信息对于 σα 估计的重要性ꎮ
综上所述ꎬ本研究探讨了贝叶斯层次模型先验分

布设置对参数 μα、σα 和 σｙ 的估计影响ꎬ特别关注群组

样本量对估计精度的影响ꎮ 研究表明ꎬ群组水平变异

σα 的估计在群组样本量较少时依赖于合适的先验分

布设定ꎬ半柯西分布表现出更好的稳健性ꎮ 先验信息

在群组样本量不足时尤为重要ꎬ有助于提高模型的稳

健性和估计精度ꎮ 同时ꎬ个体水平的变异 σｙ 和群组均

值 μα 在样本量充足时通常能得到较为准确的估计ꎬ尽
管群组样本量减少会引入误差ꎬ但整体仍在可接受范

围内ꎮ 这进一步凸显了在群组数据稀疏时ꎬ合理选择

先验分布对于确保模型准确性的关键作用ꎮ
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