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基于约束线的瞬轴求解方法

王友利* 郭佳程  王晓慧

太原科技大学机械工程学院,太原,030024
摘要：目前，空间瞬轴的主流求解方法为代数法，但机构稍复杂时代数法难以应用。从机构自由度

本质为约束的观点出发，将机构运动副的约束用构件间的约束线来等效，研究了构件约束线数量及几何

关系与构件自由度之间的关系。研究了构件约束线的性质与传递规律，证明了构件两条约束线的交点

为构件的瞬心，两个约束面的交线为瞬轴，并从几何学角度论证了构件瞬心和瞬轴存在的充要条件。对

构件约束线进行几何绘图和几何解析可确定机构构件的瞬心或瞬轴的位置。通过对 Bennett 机构连杆

约束线的几何绘图和几何解析，求解了 Bennett 机构连杆的自由度和瞬轴，证明了从约束线出发求解构

件瞬心和瞬轴方法的可行性。
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A Method for Solving Instantaneous Axes Based on Constraint Line
WANG Youli* GUO Jiacheng WANG Xiaohui

School of Mechanical Engineering， Taiyuan University of Science and Technology，Taiyuan， 030024
Abstract： At present， the mainstream solution of spatial instantaneous axes was algebraic method， 

which was difficult to apply when the mechanisms were slightly complex.  Starting from the perspective that 
the degrees of freedom of a mechanism were essentially constraints， the constraints of the motion pairs in 
the mechanisms were equivalent to the constraint lines between components， and the relationship between 
the number and geometric relationship of constraint lines on components and the degrees of freedom of com ⁃
ponents were studied.  The properties and transmission laws of constraint lines on components were stud⁃
ied.  It is proved that the intersection point of two constraint lines of a certain component is the instanta⁃
neous center， and the intersection line of two constraint surfaces is the instantaneous axis.  The necessary 
and sufficient conditions for the existence of instantaneous centers and axes of components were demon⁃
strated from a geometric perspective.  Through geometric drawing and geometric analysis of constraint lines 
on components， the position of the instantaneous center or axis of each component in the mechanisms might 
be determined.  The positions of instantaneous centers and axes were obtained through geometric drawing 
and analysis of the constraint lines on components.  By geometric drawing and analysis of the constraint 
lines of the connecting rods in Bennett mechanisms， the degrees of freedom and instantaneous axis of the 
connecting rods in the Bennett mechanisms were solved， and the feasibility of using constraint lines to solve 
the instantaneous centers and axes was demonstrated．

Key words： constraint line； instantaneous center； instantaneous axis； Bennett mechanism

0 引言

瞬心与瞬轴在刚体的运动分析中至关重要，

找到刚体的瞬心或瞬轴便可求得刚体上其余各点

的速度。平面运动分析中，速度瞬心法是机构速

度分析的一种重要方法，该方法能简捷直观地分

析机构中某位置的运动特性，因而应用广泛［1］。

空间运动中，任一构件的瞬时运动都可看成是构

件沿某瞬时轴（简称为瞬轴）做螺旋运动，因此要

分析构件的空间运动，必须先找到瞬轴。

瞬心研究中，罗洪田［2］采用罗氏定式求解三

心定理无法解决的瞬心问题。刘海生等［3］创建多

边形瞬心链方法求解瞬心。钱卫香等［4］提出一套

通用的机构综合模型来求解机构无穷远处的瞬

心。杨浩然等［5］基于速度瞬心，结合机械结构建

立凸轮数学模型，以确定无碳小车的运行轨迹。

黎朝阳等［6］通过对外骨骼瞬心轨迹方程的求解，

设计出气动人工肌肉驱动的可变瞬心人工膝关

节。FOSTER 等［7-8］利用拓扑关系研究了二自由

度、三自由度平面连杆机构的瞬心，提出一种求解
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瞬心的方法。KIM 等［9］提出一种基于图形和速度

关系就可确定平面闭式链机构瞬心的方法，该方

法适用于四杆机构、曲柄滑块机构等各种平面闭

链瞬心的求解。FERNANDES 等［10］基于空间运

动状态的 H 表示法，提出一种估算关节空间内底

盘瞬时旋转中心的算法。基于对瞬时回转中心的

研究，ASGARI 等［11］设计了评估滚动阻尼的衰减

试验。
瞬轴的研究中，朱喜林等［12］利用对偶数和螺

旋理论分析了空间机构运动中瞬轴与瞬轴面的特

性。陈子明等［13］利用几何方法绘制出空间少自由

度并联机构的瞬轴曲面。张雷雷等［14-15］分析了并

联机构的运动特性，综述了瞬轴面的分布规律及

推导过程。EHRIG 等［16］基于旋转矩阵的奇异值

分解，提出一种从运动数据中确定瞬轴的方法。
PAGE 等［17-18］提出一种确定瞬轴路径的模型来获

得最佳的平均瞬轴路径。Di GREGORIO［19］分析

单自由度机构时，利用瞬轴位姿设计了一种几何

分析方法来识别空间单自由度机构的奇异性。
BRU 等［20］通过建立数学公式与模拟仿真来确定

人体运动过程中瞬轴的位置。
瞬心和瞬轴的求解方法以几何法与代数法为

主。几何法一般以三心定理为基础，只能解决简

单的瞬心问题，面对复杂机构时难以应用。代数

法普适性强，但机构越复杂，计算量越大。因此，
本文将构件间运动副的约束关系转化为构件间约

束线的数量和几何关系，基于约束线限制刚体自

由度的规则及构件间约束线的几何关系，研究平

面机构的瞬心和空间机构的瞬轴求解方法。

1 约束线的定义与几何关系

1.1　约束线与约束面的定义

刚体运动时，刚体上速度不为零的点称为动

点，速度为零的点称为静点。
约束点：运动刚体与静止刚体的接触点。
约束线：以约束点为起点、沿公法线方向（两

方向均可）的矢量。
约束面：两条非异面约束线组成的平面。
全约束：若刚体在某约束面内无自由度，则称

该刚体在该约束面内为全约束。若刚体在空间无

自由度，则称该刚体在空间内为全约束。
1.2　约束线限制刚体自由度的规则

运动刚体与静止刚体接触时，约束线的数量

和几何关系决定了刚体被限制自由度的数量和

性质。

根据约束法线［21］的定义和性质可知运动刚体

上的动点均不能在约束点的公法线方向做直线运

动，即运动刚体与静止刚体接触时，运动刚体不能

沿其约束线方向移动，因此约束线限制了刚体沿

约束线方向的移动自由度。

规则 1 若刚体存在一条约束线，则该刚体

沿约束线方向的移动自由度被限制。

规则 2 若刚体在一个平面内存在两条相交

的约束线，则刚体在该平面内的移动自由度被约

束，且约束线交点为该刚体的瞬心。

如图 1a 所示，刚体 A 在约束点 P1、P2 存在相

交的约束线 F1和 F2，交点为 P3。根据规则 2，若刚

体在约束线 F1和 F2方向的移动自由度被限制，则

点 P3 瞬时为静点，刚体只有绕点 P3 转动的自由

度。刚体 A 上其余点均为不能做直线移动的动

点，即刚体 A 在 F1与 F2所在的平面内任意方向的

移动自由度都被约束线限制。约束线 F1 与 F2 可

等效为交点为 P3 的两条垂直约束线  F′1 和 F′2，如

图 1b 所示。

规则 3 若刚体在平面内存在三条不交于一

点的约束线，则该刚体在该平面内为全约束。

如图 2 所示，刚体 A 在约束点 P1、P2和 P3存在

约束线 F1、F2 和 F3，若三条约束线在同一平面内

且不交于一点，则刚体的瞬心不止一个，刚体的所

有点在该平面内均为静点，即刚体在该平面内无

自由度。根据全约束定义，刚体在约束线 F1、F2、

F3所在平面内全约束。

图 1　两条相交约束线的关系及等效

Fig.1 The relationship and equivalence of two 
intersecting constraint lines

图 2　刚体在平面内全约束的约束线分布

Fig.2 The distribution of constraint lines for a rigid 
body fully constrained in a plane
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规则 4 若刚体存在若干条与某个平面平行

的约束线，则各约束线限制的自由度性质与该约

束线在平面上投影得到的约束线限制的自由度性

质相同。

如图 3a 所示，若刚体在约束点 P1、P2 存在两

条异面约束线 F1与 F2，则两条异面直线一定平行

于某平面，过约束线 F1、F2 可构建两个平行面。

如图 3b 所示，根据规则 4 进行异面约束线 F1与 F2

的等效，约束线 F2 可等效为 F1 所在面的投影 F3

（F3 与 F1 相交于点 P3）。根据规则 2，F1 与 F3 限制

了刚体在 F1 与 F3 所在平面及其平行平面内的移

动自由度。过 P3作 F1与 F3所在平面的垂线 L。L

是 F1与 F2的公垂线，刚体能绕 L 转动。

如图 4a 所示，假设刚体的约束线 F1、F2 平行

于同一平面，则刚体在约束点 P2存在一条与约束

面平行的约束线 F3。如图 4b 所示，约束线 F3可等

效为约束面的投影 F4，约束线 F1、F2 和 F4 不交于

一点，根据规则 3，该刚体在 F1与 F2组成的约束面

及其平行平面内为全约束。

规则 5 若刚体存在 3 条不能平移到同一平

面的约束线，则该刚体无移动自由度。

若刚体存在 3 条不能平移到同一平面的约束

线，则这 3 条约束线两两不平行。根据规则 2 与

规则 4，任意 2 条约束线的关系为相交或异面时，

刚体在某个约束面内无移动自由度，且剩下的 1
条约束线必与该约束面相交。这 3 条约束线使刚

体在空间内无移动自由度。

1.3　约束线的传递规律

刚体上 2 条相交的约束线组成一个约束面，
约束线的交点为刚体的瞬心。瞬心在该约束面内

为静点，刚体上的其余点在该约束面内为动点，动
点在该约束面内只能绕静点转动。本文将静点与

动点连线的方向定义为旋转半径方向，则以静点

为起点，刚体存在 1 条沿旋转半径方向的约束线。
该约束线与刚体之前存在的约束线等效，即约束

线可通过静点及瞬心传递，且这种传递并不会增

加新的约束线。

2 基于约束线的平面机构瞬心求解

2.1　平面内构件瞬心的求解

根据约束线的性质及几何关系，可得瞬心的

求解方法。图 5 所示的平面机构中，固定的机架

通过转动副约束构件 1 两个方向的移动自由度，
因此机架对构件 1 产生 2 条相交约束线，转动副

中心为构件 1 的绝对瞬心 P01，构件 1 只能绕点 P01

转动。根据约束线的传递规律，构件 1 上所有点

都存在沿旋转半径方向的约束线 F1。同理，根据

约束线性质和传递规律，机架对构件 2 产生 2 条

相交约束线，构件 2 绝对瞬心为转动副中心 P02，
构件 2 上所有点都存在沿旋转半径方向的约束

线 F2。

构件 1 与构件 3 的相对瞬心为转动副中心

P13。点 P13同时属于构件 1 与构件 3，不能沿 F1方

向移动。同理，构件 2 与构件 3 的相对瞬心 P23 不

能沿 F2方向移动。杆件 3 存在相交的约束线 F1与

F2，根据规则 2，构件 3 的绝对瞬心 P03为两约束线

的交点。
2.2　瞬心与约束线的关系

机械原理［22］中，三心定理只能用反证法证

明，而根据约束线的定义和传递，机架 0 对构件 1

图 3　两条异面约束线关系及等效结果

Fig.3　The relationship and equivalence of two 
constraint lines in different planes

图 4　平行面内的约束线关系及等效结果

Fig.4 The relationship and equivalence of constraint 
lines in parallel planes

图 5　平面机构瞬心求解

Fig.5 The solution of instantaneous center of planar 
mechanisms

·· 68



基于约束线的瞬轴求解方法——王友利  郭佳程  王晓慧  

的约束线 F1也是构件 1 对构件 3 的约束线，如图 5
所示。瞬心一定在约束线上，因此机架 0、构件 1、
构件 3 两两之间的 3 个瞬心一定共线。

发生相对运动的两构件在理论上存在 1 个瞬

心，平面机构的瞬心数量 N=k（k-1）/2，其中，k

为构件数量。实际的两构件不一定有瞬心。若某

构件相对于地面只存在一条约束线，则该构件无

绝对瞬心，即存在至少 2 条约束线是两构件之间

存在瞬心的必要条件。

3 基于约束线的瞬轴求解

3.1　瞬轴与约束线的关系

如图 6 所示，若某构件与机架有 5 条约束线，

其中，约束线 F1、F2、F3 组成约束面 1，约束线 F4、

F5组成约束面 2，F1与 F2相交于点 P1，F4与 F5相交

于点 P2，F3 的约束点为点 P3，两约束面的交线为

L，点 P1、点 P2和点 P3均不在交线 L 上。

该构件在 2 个约束面内存在 5 条约束线，根

据规则 5，约束线 F1、F2、F4异面且不平行，不能平

移到同一平面，因此该构件无移动自由度。根据

规则 3，构件在约束面 1 内全约束，无转动自由度。

根据规则 2，如图 7 所示，约束线 F1、F3 和 F5 可等

效为与直线 L 平行的约束线 F ′1、F ′3 和 F ′5，F ′1 与 F ′5

可组成约束面 3。F ′1 与 F ′5 平行，则限制了构件在

约束面 3 内的转动。构件在约束面 3、约束面 1 内

无转动自由度，则只能在约束面 1 与约束面 3 的公

垂面内转动，即构件能绕公垂面的垂线转动。直

线 L 平行于 F ′1 和 F ′5，则直线 L 垂直于该公垂面，
且 L 上的点在公垂面内无移动自由度，即 L 上的

点为公垂面内的瞬心，则直线 L 为构件的绝对

瞬轴。
如图 8 所示，若构件在约束面 2 内存在 2 条不

与直线 L 平行的约束线（平行约束线不与约束面

1 平行），则 5 条约束线限制了该构件的移动自由

度，以及在约束面 1、约束面 2 内的转动自由度，亦
可得直线 L 是该构件的绝对瞬轴。

如图 9 所示，若构件在约束面 2 内存在与直

线 L 平行的约束线 F4 与 F5，即这 2 条平行约束线

与约束面 1 平行，则这 2 条平行约束线限制了构

件沿约束线 F4、F5 方向的移动，还限制了垂直于

直线 L 的转动。约束面 1 内的 3 条约束线限制了

约束平面 1 内的沿 L 方向即约束线 F4、F5 方向的

移动，因此构件存在平面 1 内移动方向的过约束。
约束面 1 垂直方向的移动自由度没有被约束，因
此该构件无绝对瞬轴。

图 9　基于约束线求解构件瞬轴的第三种情况

Fig.9 The third scenario of solving the instantaneous 
axes of components based on constraint line

若构件只有绕轴的转动自由度，则该轴为构

件的绝对瞬轴，因此构件存在绝对瞬轴的充要条

图 8　基于约束线求解构件瞬轴的第二种情况

Fig.8 The second scenario of solving the instantaneous 
axes of components based on constraint line

图 6　基于约束线求解构件瞬轴的第一种情况

Fig.6 The first scenario of solving the instantaneous 
axes of components based on constraint line

图 7　对图 6基于约束线求解构件瞬轴

Fig.7 Solution of component instantaneous axis based 
on constraint line in Fig.6
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件为：①构件无移动自由度。②构件存在至少 2
个含有平行约束线或全约束的约束面，且这些约

束面存在唯一的公垂面。③若构件的 2 个约束面

仅有 1 条交线，则交线上的点均为静点；若交线垂

直于公垂面，则交线为构件的绝对瞬轴。
3.2　空间运动副的等效约束

刚体自由度的限制是通过运动副的约束实现

的，运动副元素可以是面接触、线接触和点接触。
面由线组成，两点可确定一条直线，因此运动副的

约束最后都可归结为点的约束，可用约束线等效

表示。
根据约束线的传递规律，若构件通过转动副

连接，而转动副中心一般为相对瞬心或相对瞬轴

（瞬心在瞬轴上），则分析传递到瞬心上的约束线

即可分析与该转动副连接的其他构件。
下面以 Bennett机构为例求解瞬轴。

3.3　Bennett机构中连杆瞬轴位置的确定

Bennett 机构是特殊的单自由度机构，该机构

对边长度相等，对边扭角相等。该机构 4 个转动

副的中心轴为轴 1～4，轴 1 与轴 3 的转动副轴线

交错角不等的  Bennett机构类别不同。
图 10 所示 Bennett 机构中，轴 1 与轴 3 的夹角

为 90°，通过特殊设计可使四轴之间的公垂线在空

间中形成闭环。建立空间直角坐标系，设定轴 1
为 X 轴，轴 1 与轴 3 的公垂线为 Y 轴，公垂线交轴

1 的点设为原点 O，过 O 点与 OXY 平面垂直的轴

为 Z 轴。

图 11 中，摇杆 1 与机架通过转动副连接，只有

绕轴 1 的转动自由度，轴 1 在固定的机架上，则轴

1 固定。对于摇杆 1，轴 1 上的点为静点，其余点为

动点，所有动点在 OYZ 平面内只能绕静点转动，
且在 X 向无移动自由度。轴 2 属于摇杆 1，在轴 2
上任取两动点 P1与 P2，则点 P1、P2只能绕轴 1 上的

静点转动，存在沿其旋转半径方向的约束线 F1与

F2，以及 X 向的平行约束线 F3 与 F4（二者组成约

束面 1）。

轴 3 与机架相连，则轴 3 固定。同理，对于摇

杆 2，轴 3 上的点为静点，其余点为动点，所有动点

在 OXY 平面内只能绕轴 3 上的静点转动，且在 Z
向无移动自由度。在轴 4 上任取动点 P3与 P4，P3、
P4存在沿其旋转半径方向的平行约束线 F5与 F6，
以及 Z 向的约束线 F7与 F8（二者组成约束面 2）。

轴 2 同时属于摇杆 1 与连杆，轴 4 同时属于摇

杆 2 与连杆，因此机架对连杆的约束可看成是机

架通过摇杆 1 对轴 2 的约束和机架通过摇杆 2 对

轴 4 的约束，即机架对连杆的约束就是轴 2 和轴 4
上受到的约束，轴 2 和轴 4 上共有 8 条约束线，即
连杆共存在机架传递的 8 条约束线。

平行约束线 F3和 F4、平行约束线 F7和 F8约束

了 2 个移动自由度和 2 个转动自由度，根据规则

5，其余的 4 条约束线与约束线 F3/F4 和约束线

F7/F8 共约束了 3 个移动自由度，即 6 条约束线约

束了 3 个自由度。连杆存在 5 条有效约束线，因此

连杆无 3 个方向的移动自由度且在约束面 1、约束

面 2 内无转动自由度。平行约束线 F3 和 F4、平行

约束线 F7、F8 均不与两约束面的交线平行，则交

线上的点均为静点，因此这两组平行约束线形成

的约束面的交线即为连杆的绝对瞬轴，连杆有一

个绕该瞬轴转动的自由度。
如图 12 所示，轴 1 与轴 2 的公垂线交轴 2 于

点 P，轴 1 与轴 3 的公垂线交轴 3 于点 Q，轴 3 与轴

4 的公垂线交轴 4 于点 R。OP 与 OQ 的夹角为 θ1

（0°< θ1<180°），OQ 与 QR 的夹角为 θ2（0°< θ2<
180°），轴 1 与轴 2 异面，且轴 1 在 XOY 平面内，轴
2 与 OXY 平面平行，轴 2 上的约束线 F3、F4与轴 1
平行，则 F3、F4 组成的约束面 1 始终与 OXY 平面

平行，由此可得约束面 1 的方程 z=acos θ1，其中，
a 为 OP 与 QR 的长度。

Q 点坐标为（0，b，0），P 点坐标为（0，acos θ1，
asin θ1），R 点坐标为（-asin θ2，b-acos θ2，0），其
中，b 为 OQ 与 PR 的长度。QR 垂直于轴 3、轴 4，

图 10　Bennett机构

Fig.10 Bennett mechanism

图 11　Bennett机构中连杆的瞬轴分析

Fig.11　Analysis of the instantaneous axis of the 
connecting rod in a Bennett mechanism
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约束线 F7、F8均与轴 3 平行，则 QR 垂直于约束面

2，可得约束面 2 的方程：
（x+asin θ2）asin θ2+（y-b+acos θ2）acos θ2=0
PR的长度为 b，可得 θ1与 θ2的关系：

（asin θ2）2+（b-acos θ2-acos θ1）2+（asin θ1）2=b2

化简可得

cos θ1=（bcos θ2-a）/（acos θ2-b）=z

将约束面 1 和约束面 2 的方程联立，可得瞬

轴方程：
ü
ý
þ

axsin θ2 + aycos θ2 + a2 - abcos θ2 = 0
z = ( bcos θ2 - a ) / ( acos θ2 - b )

从基于约束线的角度，通过绘图和简单的几

何解析可得机构瞬轴的笛卡儿直角坐标系方程。
该方法在某些单自由度机构的分析上更简单。

4 结论

1）约束线能表达机构运动副的约束关系，通
过判断约束线的数量及几何关系求解构件的瞬心

与瞬轴。该方法简单直观，避免了代数法的复杂

分析计算。
2）若两构件之间存在瞬心或瞬轴，则两构件

之间的瞬心或瞬轴一定在约束线或约束面上。
3）2 个构件存在至少 2 条约束线是 2 个构件

之间存在瞬心的必要条件，存在至少 2 个约束面

是 2 个构件之间存在瞬轴的必要条件。
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