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非圆行星齿轮传动系统非线性动力学特性
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摘要：为研究非圆行星齿轮系统非线性动力学特性，基于非圆行星齿轮各构件运动关系建立非圆

行星齿轮传动系统；考虑时变啮合刚度、齿侧间隙、啮合阻尼、激励频率等关键非线性因素，构建非圆行

星齿轮非线性动力学模型；运用分岔图、相图和时域图等表征方法定量研究系统动态行为，揭示了不同

参数条件下对系统振动响应的影响机制。结果表明，偏心率、啮合阻尼和激励频率变化的情况下系统表

现出丰富的动力学行为；大阻尼和高激励频率有利于非圆行星齿轮系统的运行稳定；偏心率可调控太阳

轮性能。
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Abstract： To investigate the nonlinear dynamics behavior of non-circular planetary gear systems， a 
non-circular planetary gear transmission system was first developed based on the relative motion relation⁃
ships among system components.  Subsequently， a nonlinear dynamics model was established by incorporat⁃
ing critical nonlinear factors including time-varying mesh stiffness， backlash， meshing damping， and excita⁃
tion frequency.  The dynamics characteristics were quantitatively analyzed through bifurcation diagrams， 
phase portraits， and time-domain waveforms to elucidate the influence mechanism of various parameters on 
system vibration response.  The results show that the system exhibits complex dynamics behaviors under 
variations in eccentricity， meshing damping， and excitation frequency.  Higher damping coefficients and el⁃
evated excitation frequencies are found to enhance system stability， while eccentricity is identified as an ef⁃
fective parameter for sun gear performance modulation.

Key words： non-circular gear； planetary gear transmission system； nonlinear dynamics； bifurcation 
and chaos

0 引言

非圆行星齿轮传动系统是一种新型传动系

统，与传统行星齿轮传动系统相比，具有变传动

比、变中心距、结构紧凑以及运动平稳等优势。非

圆齿轮是该传动系统的关键构件，其独特的节曲

线形状突破了传统齿轮在特殊应用场景的局限

性，展现了其独特的优势，但其制造上仍存在挑

战，许多学者在非圆齿轮的设计与制造领域作出

了重要贡献。AO 等［1］提出一种具有非圆齿轮约

束的新型混合六杆机构，实现了蔬菜盆栽苗的多
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工位采摘和种植。ADDOMINE 等［2］介绍了非圆

齿轮传动系统和最早的非圆齿轮传动系统设计程

序。HAN 等［3］提出一种对非圆直齿轮传动性能

做出高精度评价的等时测量方法。HU 等［4］将非

圆齿轮应用于无级变速器设计。 BURROWS
等［5］在飞虱成虫后腿上发现功能非圆齿轮，这进

一步证明了非圆齿轮应用的广泛性。李渤涛等［6］

归纳总结了非圆齿轮研究现状，预测了非圆齿轮

领域的发展方向。
齿轮传动系统非线性动力学研究对齿轮系统

的优化设计具有指导意义，针对齿轮传动系统的

非 线 性 动 力 学 研 究 已 取 得 了 许 多 重 要 成 果 。
ZHANG 等［7］研究了齿轮接触温度对风电齿轮箱

高速齿轮磨损的影响机理。XIA 等［8］研究了齿面

微观形貌对齿轮时变啮合刚度和齿隙的影响机

理。ZHENG 等［9］研究了离心效应对齿轮动态特

性的影响机制。莫帅等［10-16］系统研究了时变啮合

刚度、轴承间隙、摩擦力等非线性因素对非正交面

齿轮、人字齿轮等齿轮传动系统振动特性的影响

机理。LUO 等［17］研究了滑动摩擦和剥落缺陷对

行星齿轮动态性能的影响规律。LAI等［18］研究了

一种带有卸载浮环齿轮的行星齿轮传动系统的三

维振动响应和浮环齿轮动态载荷。董长斌等［19-20］

研究了非圆齿轮行星轮系非线性动力学特征，考
虑了阻尼、静态传递误差等非线性因素。

综上所述，非线性动力学在各种齿轮传动系

统的研究中占据重要位置。非圆行星齿轮系统动

态特性复杂［21-22］，稳定性受多种非线性因素的影

响，但是它们对系统运动的影响机理仍然模糊。
为此，本文聚焦激励频率、啮合阻尼变化、偏心率

变化对非圆行星齿轮系统非线性动力学特性的影

响机理，揭示其对系统稳定性的影响机制。

1 非圆行星齿轮结构设计

基于非圆行星齿轮设计理论，广西大学团队

成功设计了一种独特的 3-5 型非圆行星齿轮构

型。该构型的太阳轮节线呈类似三角形的形状，
而内齿圈节线则类似五边形。整个系统由中心

轴、太阳轮、内齿圈和行星轮组成。图 1 所示为这

一创新设计，左侧为该构型的实物模型，右侧为详

细的设计构型图。这种设计在结构和功能上都具

有创新性，为非圆行星齿轮传动领域提供了新的

思路和应用可能性。
非圆行星齿轮各构件运动关系如图 2 所示。

最上端曲线为内齿圈节曲线，最下端曲线为太阳

轮节曲线，中间曲线为行星轮节圆。rr、rs、rp 分别

为内齿圈节曲线向径、太阳轮节曲线向径和行星

轮节圆半径；φr、φs 分别为内齿圈和太阳轮极角；
ωr、ωs、ωp分别为内齿圈、太阳轮、行星轮瞬时角速

度；u1 为内齿圈节曲线与行星轮节圆切点的切向

正方向与向径 rr的夹角，μ2为点 h 处太阳轮节曲线

切向正方向与内齿圈节曲线向径 rr 方向的夹角，
u1=μ2；下标 r、s、p 分别代表内齿圈、太阳轮、行星

轮。内齿圈节曲线为高阶椭圆曲线，方程为
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r r = Rz

1 - e cos n r φ r

Rz = A ( 1 - e2 )
（1）

式中：e 为偏心率；A 为长轴半径；nr为椭圆阶数；Rz为高阶

椭圆变长轴半径。

根据内齿圈与太阳轮运动的关系，得到太阳

轮节曲线方程：
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rs = r r - 2rp sin u1

φ s =∫
0
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（2）

太阳轮与内齿圈曲率半径为
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式中：i=r，s。
设初始压力角 α0=15°，此时行星轮与太阳轮

和内齿圈的理论中心距分别为 a s0、a r0，则任意时

图 1　3-5型非圆行星齿轮实物和构型

Fig.1　Physical and configuration model of 3-5 
non-circular planetary gear

图 2　非圆行星齿轮运动关系

Fig.2　Non-circular planetary gear motion relationship
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刻行星轮与太阳轮和内齿圈的压力角为
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α′s = arccos a s0 cos α0

ρ s + rp

α′r = arccos a r0 cos α0

ρ r - rp

（4）

为了保证齿轮系统的平稳运转，避免不必要

的齿面摩擦力、接触应力，减少不必要的径向振

动，设计节曲线和齿轮齿数时应保证节曲线不交

叉且封闭，确保轮齿均匀分布在节曲线上，故应遵

循以下两个条件：

2π
n s

=∫
0

2π
n r r r

rs
dφ r +∫

0

2π
n r 2rp sin u1

rs

du1

dφ r
dφ r （5）

πmZi =∫
0

2π

ri
2 +( dri /dφr )2 dφr （6）

设 nr=5，rp=10 mm，偏 心 率 e=0.03，模 数

m=2 mm。由式（1）、式（2）和式（5），得到符合要求

的太阳轮与内齿圈节曲线，如图 3所示。图中，外部

曲线为内齿圈节曲线，内部曲线为太阳轮节曲线。

折算齿形法是将各齿折算为当量圆齿轮的齿

形，均布在齿轮节曲线上。该方法简便快捷，可以

达到一定精度，故采用折算齿形法生成非圆行星

齿轮的齿廓。内齿圈和太阳轮齿数 Z1、Z3可由式

（6）得到。通过以上设计过程，可得优化设计后的

非圆行星齿轮构型，如图 4 所示。

2 非圆行星齿轮动力学模型

非圆行星齿轮系统具有变中心距和变压力角

特性，运动过程中各齿轮位置关系逐渐变化。非

圆行星齿轮采用标准渐开线齿廓，由此在微小时

间内将非圆行星齿轮啮合副视为当量圆柱齿轮啮

合副，故将齿轮压力角离散，建立瞬态非圆行星齿

轮系统非线性动力学模型。该模型忽略齿间摩擦

力和自身重力等因素，考虑时变压力角、系统误

差、啮合阻尼等非线性因素，非圆行星齿轮系统非

线性动力学模型如图 5 所示。

图 5 中，Krn、Kr、Ksn、Ks 分别为内齿圈和太阳

轮的啮合刚度和支撑刚度；Crn、Cr、Csn、Cs 分别为

内齿圈和太阳轮的啮合阻尼和支撑阻尼；ern（t）、
esn（t）分别为内齿圈与行星轮和太阳轮与行星轮

齿轮副综合误差（n=1，2，3）。
非圆行星齿轮采用标准渐开线齿廓，系统时

变啮合刚度近似圆柱齿轮时变啮合刚度，故采用

傅里叶级数拟合实际啮合刚度曲线［12］，则系统时

变啮合刚度 Kin ( t )可表示为

Kin ( t )= kim + ∑
n = 1

∞

kin cos ( nωm t + φin ) （7）

式中：Kim 为啮合刚度的常数部分；Kin 为傅里叶系数；ωm

为啮合频率。

非圆行星齿轮系统综合误差是指齿轮系统中

各种误差因素的叠加效应，可表示为

ein ( t )= e0i + Ein sin ( ωm t + φin ) （8）
式中：e0i 为误差常值；Ein 为误差波动幅值；φin 为初始相位

角（n=1，2，3；i=s，r）。

3 非圆行星齿轮系统振动微分方程

瞬态非圆行星齿轮系统非线性动力学模型

中，太阳轮、内齿圈和行星轮分别具有沿 x、y 轴方

向的平动以及绕 z 轴的转动，故系统拥有 15 个自

由度，则广义坐标为

X= ( x s，y s，θ s，x r，y r，θ r，xp1，yp1，θp2，xp2，yp2，θp2，xp3，yp3，θp3 )
（9）

图 3　非圆行星齿轮节曲线

Fig.3　Non-circular planetary gear pitch curve

图 4　非圆行星齿轮构型

Fig.4　Non-circular planetary gear configuration

图 5　非圆行星齿轮动力学模型

Fig.5　Dynamic model of non-circular planetary gear
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式中：xm、ym 分别为构件 x 方向和 y 方向上的位移；θm 为构

件角位移（m=r，s，p1，p2，p3）。

为方便计算，将角位移转换为线位移：
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μ s = rs θ s

μ r = r rθ r

μpi = rpiθpi

（10）

故 t 时刻太阳-行星啮合线和内齿圈-行星啮

合线方向上的投影位移为
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δ sn = ( xn - x s ) sin α sn ( t )+( y s - yn ) cos α sn ( t )+
      μ s - μpn + e sn ( t )
δ rn = ( xn - x r ) sin α rn ( t )+( y r - yn ) cos α rn ( t )+
      μ r - μpn + e rn ( t )

    （11）

齿间啮合力是影响系统振动的重要因素，它
受到齿侧间隙、阻尼等多种因素的综合影响。齿

间啮合力表达式为

Fin = Kin ( t ) f ( δin )+ Cin δ̇ in （12）

其中，f（δin）为齿侧间隙函数，表达式如下：

f ( δin )=
ì

í

î

ïïïï
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δin - bm δin > bm

0 -bm ≤ δin ≤ bm

δin + bm δin < -bm

（13）

根据系统非线性动力学模型中各构件的力学

关系，结合式（9）～式（13），以牛顿定律为基础，建立

非圆行星齿轮系统振动微分方程组。由于系统非

线性动力学模型中各构件的力学关系所涉及的参

数数量级相差较大，为方便计算，建立以齿侧间隙

的一半 bm为基准尺度的量纲一化振动微分方程：
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ẍ̄ s - ∑
n = 1

3

F̄ sn sin α sn ( t )+ κ s x̄ s + 2C sb ẋ̄ s = 0

ÿ̄ s + ∑
n = 1

3

F̄ sn cos α sn ( t ) + κ s ȳ s + 2C sb ẏ̄ s = 0

μ̈̄ s + ∑
n = 1

3

F̄ sn + κ st μ̄ s + 2C stb μ̇̄ s = fout

（14）
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ẍ̄ r - ∑
n = 1

3

F̄ rn sin α rn ( t ) + κ r x̄ r + 2C rb ẋ̄ r = 0

ÿ̄ r - ∑
n = 1

3

F̄ rn cos α rn ( t )+ κ r ȳ r + 2C rb ẏ̄ r = 0

μ̈̄ r + ∑
n = 1

3

F̄ rn + κ rt μ r + 2C rtb μ̇̄ r = 0

（15）
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ẍ̄pn + F̄ sn sin α sn ( t )+ F̄ rn sin α rn ( t )- 2C pnb ẋ̄pn = 0
ÿ̄pn - F̄ sn cos α sn ( t )- F̄ rn cos α rn ( t )- 2C pnb ẏ̄pn = 0
μ̈̄pn + F̄ sn - F̄ rn = fin

    （16）

其中，各量纲一变量的转换关系如下：

x̄h = xh

bm
ȳh = yh

bm
μ̄h = μh

bm
ω e = k sa

m e

κj = Kin ( t )
m h ω 2

e
κi = Ki

m h ω 2
e
Cj = Cin

2m h ω e

Cib = Ci

2m h ω e
F̄ j = κj f ( δ̄ j )+ 2Cj δ̇̄

fout = T s / ( m s bm rs ω 2
e )fin = Fin /( m pn bm ω 2

e )

f ( δ̄ j )=
ì

í

î

ïïïï
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δ̄ j - 1 δ̄ j > 1
0    -1 ≤ δ̄ j ≤ 1
δ̄ j + 1 δ̄ j < -1

h=s，r，pn  i=s，r，pn，st，rt  j=sn，rn
式中：Fsn、Frn 分别为太阳轮、内齿圈与第 n 个行星轮的啮

合力（n=1，2，3）；Ts、Fout分别为太阳轮输入转矩、行星轮

输出力；Ki、Kit分别为构件的径向和切向支撑刚度；Ci、Cit

分别为构件的径向和切向支撑阻尼（i=r，s，p）；ωe为系统

固有频率；ksa 为太阳轮的平均啮合刚度；me 为系统等效

质量。

4 非圆行星齿轮系统动力学特性

本节采用龙格库塔数值方法求解系统振动微

分方程组，得到不同参数变化下系统动态响应特

性，采用分岔图、空间相图、时域图等多种表现方

法直观地反映不同参数下非圆行星齿轮系统动态

响应特性。由第一节得到表 1 所示的结构参数。
本系统主要面向低速重载工况（如工程机械中的

液压马达、无级变速器等典型应用），其动力学参

数需满足高扭矩输出与变速适应性要求。基于

此，针对此类工况的参数设计值见表 2。

4.1　偏心率对系统振动响应的影响

4.1.1　偏心率对 s⁃p1齿轮副振动的影响

图 6 表明，当系统激励频率一定时，随着偏心

率的增大，s-p1齿轮副阻尼响应变化丰富，混沌响

应区长度先增大后减小，振动幅值则先减小后增

大；系统稳定响应区呈现周期增加现象，当 e=
0.040 时阻尼响应周期数变为 4。这表明偏心率

是 s-p1齿轮副阻尼响应特性的关键影响因素。
图 7 表明，偏心率对 s-p1 齿轮副的激励响应

影响较大。当系统阻尼一定时，随着偏心率的增

大，系统激励响应的混沌响应区逐渐变长，响应幅

表 1　非圆行星齿轮结构参数

Tab.1　Structural parameters of non-circular 
planetary gear

零件

太阳轮

内齿圈

行星轮

质量/kg
5.25
8.23
0.84

模数/mm
2
2
2

齿数

30
50
10

齿宽/mm
35
35
35

偏心率

0.03

表 2　非圆行星齿轮动力学参数

Tab.2　Dynamic parameters of non-circular 
planetary gear

参数

综合误差/μm
平均啮合刚度/（GN·m-1）

阻尼

转速/（r·min-1）

内齿圈

10
1.8
0.1

太阳轮

10
2.3
0.1
700

行星轮

10

0.1
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值逐渐增大，当 e=0.040 时，系统基本处于混沌状

态。这表明偏心率是 s-p1齿轮副激励响应特性的

关键影响因素。
综上所述，偏心率是影响 s-p1 齿轮副响应的

关键结构参数。经分析可知，当偏心率过大时，振
动响应幅值会显著增加，然而它对不同参数下混

沌区长度的影响规律存在差异；而偏心率过小，则
会使非圆齿轮丧失其独特性能。故在非圆太阳轮

设计过程中，偏心率的选择应适中，本文选择

e=0.03。
4.1.2　偏心率对 r⁃p1齿轮副振动响应的影响

图 8 表明，偏心率对 r-p1啮合线上的阻尼响应

影响较小，随着偏心率的增大，阻尼响应的混沌区

长度缓慢变长，振动幅值逐渐变大。这表明偏心

率 不 是 r-p1 齿 轮 副 阻 尼 响 应 特 性 的 关 键 影 响

因素。

图 9 表明，偏心率对 r-p1啮合线上的激励响应

影响较小，随着偏心率的增大，激励响应特性基本

不变。这表明偏心率是 r-p1齿轮副激励响应特性

的关键影响因素。

综上所述，偏心率不是 r-p1 啮合副响应的关

键结构参数，其影响较小。以上分析表明，偏心率

对两啮合副的影响存在差异，主要原因是太阳轮

作为主要动力部件，对非圆齿轮设计参数的改变

更为敏感。由此在非圆行星齿轮系统设计中应着

重关注太阳轮的性能变化情况。

4.2　啮合阻尼对系统振动响应的影响

4.2.1　啮合阻尼对 s⁃p1齿轮副振动的影响

图 10 所示为啮合阻尼在 0~1.0 范围内变化

时 s-p1啮合线上量纲一位移的变化规律。当阻尼

Cs1∈［0，0.3］时，系统处于混沌响应状态，此区间

相图表现为无规则曲线，庞加莱截面上有多个点；

当阻尼 Cs1∈［0.3，0.5］时，系统处于准周期响应状

态，此区间相图表现为相对规则曲线，庞加莱截面

上有多个点；当阻尼 Cs1∈［0.5，1.0］时，系统处于

周期响应状态，此区间上时域图表现为周期余弦

图 10　啮合阻尼变化下 s-p1啮合线上的位移分岔图

Fig.10　The displacement bifurcation diagram on the    
s-p1 meshing line under the change of meshing damping

图 8　偏心率影响下 r-p1啮合线上的阻尼振动响应

Fig.8　Damped vibration response on r-p1 meshing line 
under the influence of eccentricity

图 6　偏心率影响下 s-p1啮合线上的阻尼振动响应

Fig.6　Damped vibration response on s-p1 meshing line 
under the influence of eccentricity

图 9　偏心率影响下 r-p1啮合线上的激励振动响应

Fig.9　The excitation vibration response on the r-p1 
meshing line under the change of eccentricity

图 7　偏心率影响下 s-p1啮合线上的激励振动响应

Fig.7　The excitation vibration response on the s-p1 
meshing line under the change of eccentricity
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波，相图表现为单股椭圆曲线，庞加莱截面上只有

一个点。这表明，随着啮合阻尼的变化，s-p1啮合

副呈现出较为复杂的非线性特性。通常情况下，

当系统啮合阻尼较大时，s-p1 啮合副的稳定性会

得到一定程度的提高。

图 11 从空间相图的角度进一步描述啮合阻

尼影响下 s-p1 啮合线上的响应特性。当 Cs1<0.2
时，相图杂乱无章，此时系统处于混沌响应状态；

随着 Cs1的增大，相图逐渐变小，曲线逐渐规整；当

Cs1>0.5 时，相图演变为单股圆环状，此时系统处

于单周期响应状态。

综上所述，啮合阻尼的增大有助于 s-p1 啮合

副的稳定。由此在设计非圆太阳轮时，可以通过

提高重合度、改换润滑条件来提高啮合阻尼，从而

保证 s-p1啮合副的稳定运行。

4.2.2　啮合阻尼对 r⁃p1齿轮副振动的影响

如图 12 所示，分岔图展示了啮合阻尼在 0～
0.6范围内变化时 r-p1啮合线上量纲一位移的变化

规律。当阻尼 Cr1∈［0，0.12］时，位移点范围较广，

相图由杂乱曲线组成，庞加莱截面上分布着许多

点，故系统处于混沌响应状态；当阻尼 Cr1∈［0.12，
0.38］时，位移点趋于平稳，相图由多股曲线绕圈组

成，庞加莱截面上呈现 4 个点集，故系统处于准周

期状态；当阻尼 Cr1∈［0.3，0.6］时，位移点趋于两条

直线，相图由单股曲线绕圈形成，庞加莱截面上呈

现两个点集，故系统处于双周期响应状态。
图 13 从空间相图进一步描述系统的响应特

性。当 Cr1<0.3 时，相图杂乱无章，由此系统处于

混沌响应状态；随着 Cr1的增大，相图逐渐变小；当
Cr1>0.4 时，相图演变为由单股曲线环绕而成的

封闭曲线，由此系统处于双周期响应状态。

综上所述，啮合阻尼的增大同样有助于 r-p1

啮合副的稳定。由此在设计非圆内齿圈时，可以

通过提高重合度、改换润滑条件来提高啮合阻尼，
从而保证 r-p1啮合副的稳定运行。
4.3　激励频率对系统振动响应的影响

4.3.1　激励频率对 s⁃p1齿轮副振动的影响

图 14 所示为激励频率在 1.2～1.8 范围内变

化时 s-p1啮合线上量纲一位移的变化规律。当频

率 ωc<1.38 时，位移点散乱无序，相图由多股曲线

环绕组成，庞加莱截面上呈现多点，由此系统处于

混沌响应状态；当频率 ωc∈［1.38，1.59］时，位移点

聚合为带状，相图由多条曲线环绕而成，庞加莱截

面上聚合为 4 个点集，由此系统处于准周期响应

状态；当频率 ωc>1.59 时，位移点为单线状，相图

由一条曲线组成，庞加莱截面上为一个点，由此系

图 12　啮合阻尼影响下 r-p1啮合线上的位移分岔图

Fig.12　The displacement bifurcation diagram on the r-

p1 meshing line under the influence of meshing damping

图 13　啮合阻尼变化下 r-p1啮合线上的空间相图

Fig.13　The spatial phase diagram on the r-p1 meshing 
line under the change of meshing damping

图 11　啮合阻尼变化下 s-p1啮合线上的空间相图

Fig.11　The spatial phase diagram on the s-p1 meshing 
line under the change of meshing damping

图 14　激励频率影响下 s-p1啮合线上的位移分岔图

Fig.14　The displacement bifurcation diagram on the 
s-p1 meshing line under the influence of 

excitation frequency

·· 358



非圆行星齿轮传动系统非线性动力学特性——莫帅  李亚鑫  吴生阳  等

统处于单周期响应状态。
图 15 从 Lyapunov 指数的角度进一步描述激

励频率变化时 s-p1啮合线上系统的响应特性。当

ωc<1.38 时，Lyapunov 指数全部位于零线以上，
此时系统处于混沌响应状态；当 ωc∈［1.38，1.59］，
Lyapunov 指数在零线位置上下浮动，系统处于准

周期状态；当 ωc>1.6 时，Lyapunov 指数全部位于

零线以下，此时系统处于单周期响应状态。

s-p1 啮合线上的振动响应如图 16 所示。当

ωc=1.8 时系统处于单周期响应状态，频域图（图

16a）表现为单峰；小波时频图（图 16c）上反映为一

条亮线，其值与色谱对应。当 ωc=1.35 时，系统处

于混沌响应状态，频域图（图 16b）出现多峰，反映

到小波时频图（图 16d），则出现多条亮线，且低频

信号丰富。

综上所述，高激励频率有助于 s-p1 啮合副的

稳定运行，由此可通过提高齿轮转速来保证齿轮

副的稳定运行。
4.3.2　激励频率对 r⁃p1齿轮副振动的影响

图 17 所示为激励频率在 1.3～2.0 范围内变

化时内齿圈与行星轮 p1啮合线上量纲一位移的变

化规律。当频率 ωc∈［1.3，1.43］时，位移点呈现散

乱无序状态，相图由多条曲线组成，庞加莱截面有

多个散乱点，故系统处于混沌响应状态；当频率

ωc∈［1.43，1.55］时，位移点聚合为多条线状，相图

由多股曲线缠绕组成。庞加莱截面上聚合为 4 个

点集，故系统处于多周期响应状态；当频率 ωe∈
［1.55，2.0］时，位移点形状变为单线，相图由单条

曲线组成，庞加莱截面为一个点集，频域图呈现为

单峰，故系统处于单周期响应状态。

图 18 从 Lyapunov 指数的角度进一步描述激

励频率变化时，r-p1 啮合线上系统的响应特性。

当 ωc<1.43 时，Lyapunov 指数均位于零线上方，

此时系统处于混沌响应状态；随着 ωc的增大，Ly⁃
apunov 指数逐渐位于零线以下，系统逐渐趋于稳

定；当 ωc>1.55 时，Lyapunov 指数位于零线以下，

此时系统处于单周期响应状态。

图 18　激励频率影响下 r-p1啮合线上的 Lyapunov指数

Fig.18　The Lyapunov exponent on the r-p1 meshing 
line under the influence of excitation frequency

图 19 选取两个典型的激励频率，全面展示系

统的不同响应状态。当 ωc=1.66 时，系统处于单

周期响应状态，频域图（图 19a）表现为单峰，以基

频振动为主；小波时频图（图 19c）反映为一条亮

图 17　激励频率影响下 r-p1啮合线上的位移分岔图

Fig.17　The displacement bifurcation diagram on the 
r-p1 meshing line under the influence of 

excitation frequency

图 15　激励频率影响下 s-p1啮合线上的 Lyapunov指数

Fig.15　The Lyapunov exponent on the s-p1 meshing 
line under the influence of excitation frequency

图 16　s-p1啮合线上的振动响应

Fig.16　The vibration response on the s-p1 meshing line
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线，其值与色谱相对应。当 ωc=1.4 时，系统处于

混沌响应状态，频域图（图 19b）表现为多峰，但以

1/2 次谐波及其整倍数阶谐波为主；小波时频图

（图 19d）则表现为多条亮线，低幅值信号丰富，其
值与色谱图相对应。

综上所述，高激励频率同样有助于 r-p1 啮合

副的稳定运行，由此可通过提高齿轮转速保证齿

轮副的稳定运行。

5 结论

1）本文建立了非圆行星齿轮传动系统非线性

动力学计算模型，模型考虑了偏心率、激励频率和

啮合阻尼等非线性因素，这进一步完善了模型假

设。该模型为系统优化提供了技术参考。
2）啮合阻尼有利于系统稳定。增大阻尼能

有效抑制系统振动幅值，使系统跳出混沌状态，提
高系统可靠性，可通过提高重合度或改换润滑条

件来提高啮合阻尼，Cs1和 Cr1应在［0.04，0.1］范围

内取值。
3）激励频率有利于系统稳定。当频率较低

时，系统处于混沌状态；随着频率的增大，系统振

动减小，系统趋于稳定，可通过提高系统的许用转

速来提高激励频率，激励频率 ωe 应在［3.4，4.2］ 
kHz内选取。

4）非圆行星齿轮偏心率对太阳轮的影响较

大，对内齿圈的影响较小，可通过调节偏心率来改

善太阳轮性能，优化系统整体性能。
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图 19　r-p1啮合线上的振动响应

Fig.19　The Vibration response on the r-p1 meshing line
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