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基于仿生扩散生长驱动的加筋板壳抗屈曲拓扑设计
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摘要：针对现有加筋板仿生设计存在因基结构建模方式所引起的优化空间不足的问题，根据植物

筋脉生长特征，提出一种扩散式生长方案来模拟植物筋脉的形成过程，寻求加筋的合理布局，使得结构

具备高效的屈曲承载能力。采用一种改进的优化建模框架，使用 S9R5 单元以及 B32/B31 梁单元模拟

叶片和筋脉，并使用节点预存储、保留更新的方案，通过提高生长节点更新范围的方式扩展自适应加筋

的灵活性。以矩形薄板为例，通过对不同参数下简支板在四边简支（SSSS）以及双侧简支（SFSF）条件

下不同受载模式的屈曲案例进行对比，验证了算法的有效性。结果表明，扩散式生长加筋方案所得到的

加筋布局比现有生长方式更为有效，布局清晰。
关键词：加筋薄壳；扩散式生长；结构拓扑；线性屈曲分析；基结构法

中图分类号：TB472；TP31  
DOI:10.3969/j.issn.1004-132X.2026.02.020 开放科学（资源服务）标识码（OSID）: 

Buckling Topological Design of Reinforced Plate/Shell Based on Bionic 
Diffusion Growth-driven Method
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School of Mechanical Engineering， Suzhou University of Science and Technology， Suzhou， 

Jiangsu， 215009
Abstract： To overcome the limitations of insufficient design spaces in existing Bio-inspired reinforced-

plate design（BRD） methods resulting from the modeling strategy of the ground structure method （GSM）， 
a diffusion-based growth scheme inspired by the vein growth patterns of plants was proposed.  The scheme 
simulated the formation processes of plant venation to identify efficient stiffener layouts that enhanced the 
buckling load-bearing capacity of the structure.  An improved optimization modeling framework was ad⁃
opted， using S9R5 Shell elements and B32/B31 beam elements to simulate the plate（leaf） and stiffeners
（veins） respectively.  A scheme of node pre-storage and reserve/updating employed to expand the flexibil⁃
ity of stiffeners by increasing the updating-range of active nodes.  Rectangular thin plates were investigated 
as representative examples， buckling analyses under various parameters， boundary conditions（SSSS and 
SFSF）， and loading cases were conducted to validate the effectiveness of the proposed method.  The nu⁃
merical results demonstrate that the diffusion-based growth scheme yields more efficient and clearer stiff⁃
ener layouts compared to existing growth strategies.

Key words： reinforced shell； diffusion-driven growth； structure topology； linear buckling analysis； 
ground structure method

0 引言

薄壁板壳因能在结构轻量化的前提下保留结

构的完整性、有利于结构功能的实现而广泛应用

于航空航天、船舶和汽车工程领域［1］，如飞机机翼、

船体结构和太阳能电池板［2］。随着新型材料制造

技术及工艺的发展，高强度材料的不断涌现与应

用，薄壳结构的极限承载能力不断提高。在以承

受压力荷载为主的结构中，薄壁板壳由于侧向刚

度小和初始缺陷等原因，结构强度已不再是主要

问题，而结构稳定性问题反而更加突出［3］。在轴

压或剪切荷载作用下，屈曲是这些结构的主要破

坏形式之一。为获得更好的抗屈曲性能，寻求薄

壁板壳结构加强筋的优化布置具有重要意义［4］。

与常规结构相比，薄壳结构模型规模、变量数

目及非线性程度均大幅提高，导致其结构设计同

时面临模型、分析与优化三重复杂度的挑战［3］，以密

度法为主的常规优化手段并非合理选择。尽管网

格加筋［5-6］、变刚度加筋［7］、单胞理论［5］以及基于代理

模型的新型加筋方法和考虑缺陷的薄壳后屈曲可
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靠性优化设计［8］等方法扩充了可优化空间，为薄壳

优化分析注入新的思想，但分析理论的复杂性和高

昂的计算成本依旧制约着此类优化研究的深入。
生物有机体具有独特的机制和精致的结

构［9］，自然系统及其分层组织不仅优化和强化了

植物体的耐久性，而且具有适应外部环境、进行自

我修复和执行许多高度复杂功能的能力［5］。这种

不断适应环境的进化能力在结构优化领域亦有应

用，如渐进结构优化法（evolutionary structural op⁃
timization， ESO）及双向渐进结构优化法［10-11］（bi-
evolutionary structural optimization， BESO）。这

也为利用其生长机制开展类似结构的加筋板仿生

设 计（bio-inspired reinforced-plate design， BRD）

提供了新思路［12-13］。
同时，一些学者认为植物脉络的形成依据营

养素供给关系的 Murray 准则［14-15］，认为加筋结构

也应遵循类似规律。Murray 准则为生理学相关

和仿生设计甚至大数据网络结构构架等诸多方面

都提供了基础，如人工血管制造、网络结构并行优

化以及蒸发/冷却等换热系统管道的构建［16］。此

外，近年来人们越来越关注力学的相互作用，受植

物叶片脉络图案的力学特性启发，BOHN 等［17］提

出矢量平衡准则（vector balance criterion， VBC）。
植物器官的生长不仅涉及机械应力的反馈（生长

诱导机制），还涉及力学在多尺度上对叶脉的形成

作用。不同尺度上叶脉组织形成的影响机制众说

纷纭［18］，如亚细胞骨架分子的形成到单细胞器官

的演变引发众多学者的关注。虽然相应的应力感

应机制和细胞反应受到了很多关注，但指导脉络

形态发生的机械原理尚未得到有效理解，这在一

定程度上给 BRD 设计带来了困难。
MATTHECK 等［19-20］考虑植物生长的力学机

理 ，通 过 在 基 结 构 法（ground structure method， 
GSM）中融入力学拓扑理论，开展 BRD 设计，率
先提出板壳加筋自适应理念。在其工作中，形状

优化被视为在标准有限元模块中嵌入膨胀效应的

基础上进行的载荷自适应增长过程。目前基于

BRD 原理的生长加筋算法在刚度、传热、抗振等

领域多有应用，按其仿生机理主要可分为两类：模
仿叶脉走向的脉序生长法（venation growth algo⁃
rithm， VGA）和受植物根系生长模式启发的自适

应生长法（adaptive growth method，AGM）。生长

式加筋 BRD 方法主要流程如下：从给定的种子点

出发，在其附近单元中选择对目标函数贡献最多

的未生长单元进行生长。它以末端分枝生长、退

化 或 分 级 进 化 的 更 新 模 式 为 主 要 特 点 ，借 鉴

ESO/BESO 的部分概念，使用滤波器过滤目标灵

敏度更新迭代加筋尺寸，取得了一定效果。
脉 序 生 长 法（venation growth algorithm， 

VGA）由 LI等［21-23］提出。李永欣  ［24］以板梁离散的

通用基结构建模方式作为加筋薄板的结构力学模

型，建立等级脉序生长模式，开发出以矢量平衡准

则为修正原则的脉序生长算法［25-26］。VGA 主次

脉生长原则分别为主脉承担主要载荷，次脉抵抗

局部剪应力。同理，相关文献均采用了类似的力

学假设，例如戴大力等［27］利用脉序生长法进行了

轻质板壳结构的声功率加筋布局优化设计，这种

采用脉序生长原理的 BRD 设计巧妙地在板壳上

再现了叶脉发育过程。
此外，丁晓红等［28-29］通过基于植物根系等分

枝系统自适应脉络生长过程对加筋布局进行优

化，将植物根系与加筋结构之间联系起来，提出加

筋板结构的自适应仿生优化法（AGM）。此类

BRD 设计通过模拟自然界分支系统生长模式，以
板壳结构中应变能最小或基频最大为目标进行加

筋优化布置设计，兼顾形状优化和尺寸优化。季

金等［30-31］引入优化准则法，通过迭代步长因子法

优化 KKT 条件构造迭代解析公式。据此，DONG
等［4］提出一种生成式曲筋优化方法，根据加强筋

分枝延伸的效果自适应选择分枝的最佳生长方

向，并通过控制体积增长速度实现结构体积控制。
受有限元法的限制，采用 GSM 法构建模型

的 BRD 设计通常不具备连续体拓扑优化（contin⁃
uum topology optimization，CTO）的灵活性，节点

间布筋方式限制了可优化空间，这成为 BRD 方法

进一步发展的最大阻碍。提高生长灵活性，扩充

BRD 方法优化空间成为一种迫切需求。一方面，
LI 等［32-34］通过引入一种增强刚度转换机制（en⁃
hanced stiffness transformation approach， ESTA）

提高建模灵活性，提出一种改进的自适应形态发

生 算 法［33］（adaptive morphogenesis algorithm， 
AMA），并用于抗振优化［34-36］。该方法利用刚度

扩散［37］（stiffness spreading method， SSM）原理，
通过生长节点局部区域搜索，实现筋板间的刚度

耦合，使得脉序能够在优化过程中沿着任意最优

的方向进行生长［38］。进一步地，针对结构动态特

性，利用刚度和质量变换方法（stiffness and mass 
transformation approach， SMTA）的特殊插值方

案［36］，一定程度上规避了共节点的弊端，优化了加

筋板/壳结构的动态柔度。另一方面，学者们通过
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刚度及尺寸插值在算法层面增加了加筋优化的鲁

棒性。例如，LIU 等［39］开发的 H-DGTP 模型采用

插值方案，利用 Heaviside 插值函数拟合加筋尺

寸；HU 等［40］和 SHEN 等［41］通过结合 SIMP 概念，

采用“软 -硬 -滤波器过滤”的组合方式［42］，使得

AGM 具备类似于 CTO 的大求解空间特性。据

此，张德慧等［43］采用一种多项式材料插值方案，通

过引入遗传信息避免了自振加筋局部模态问题。

可以看出，采用 GSM 构建模型时 BRD 方法

具备薄壳理论分析少、模型构建简单、加筋高效

清晰等优势［4］，但加筋布置失去了极大的自由

度，其壳 -筋单元间依靠节点 -节点之间的“硬连

接”，不具备以 SSM 法为主、使用刚度耦合方案

的灵活性建模优势。较低的加筋灵活性及可优

化求解空间的不足，同时给 BRD 方法在屈曲稳

定问题上的应用造成阻碍。对此，引入高精度薄

壳理论分析［2］或采用 CTO 方法扩充问题求解自

由度的方式成为普遍选择，但此类方法局限于常

规优化手段，缺少对生长式 BRD 加筋方式有效

的理解与探索。

本文依据 BRD 原理提出一种扩散式生长方

案，通过模拟叶片维管束的形成过程，使得结构具

备高效的抗屈曲承载能力。采用一种改进的建模

方案，并使用节点预存储、保留更新的方案，通过

提高生长节点更新范围的方式扩展自适应加筋的

灵活性。对于末端分枝生长、退化更新模式造成

初始生长节点选择困难的弊端，生长节点预存储

策略提高了活动生长点布置灵活性，扩充 BRD 求

解空间。以矩形薄板为例，针对结构线性屈曲稳

定性问题进行优化，进而对不同参数下简支板在

SSSS 及 SFSF 下不同受载模式的屈曲案例进行

对比验证。基于扩散式生长方案，以第一阶线性

屈曲模态为研究对象，给出合适的初始生长节点

布置方案以及参数设置。然后对比 AGM 加筋方

案以及拓扑优化结果，验证算法的有效性。

1 基于仿生生长机理的薄壳稳定性问题

1.1　生长机理

事实上，叶脉并非简单地从主脉延伸出来，而

是会不断分支，形成复杂的网络结构，这种生长模

式多见于双子叶植物中网状脉序。而筋脉的形成

过程受遗传信息以及环境变化的共同作用，不同

阶段作用不一。植物本身遗传信息对筋脉形状以

及位置起决定性作用，基因的显式表达引导植物

体维管束系统的形成，包括导管和筛管，它们在叶

片中构成了复杂的网络，负责水分和养分的输

送。环境因素促使局部生物力学机理和生化反应

产生差异，改变筋脉系统基因显式表达的强弱，使

得叶脉或根系的形成过程更加高效。

筋脉形成的基本过程如图  1 所示。维管束系

统中生长素梯度的高低促使叶原基的分裂［18］，在

遗传程序的作用下，新生的细胞在特定位置（未来

叶脉处）开始分化，叶肉组织中分生组织自然延

伸、分枝、连接，最终形成特定形态的脉络结构（图

1a、图 1b）。外在生长环境的变化改变叶片局部

生长素浓度，促进新生芽点的产生以及局部筋脉

的生长，并加强局部机械支撑，维持叶片的平整和

伸展姿态（图 1c），最终形成叶脉结构。这个过程

中，筋脉的大体形态由遗传信息决定，以适应其分

布的生长环境，如网状脉支撑双子叶植物的复杂

叶片结构，用于力学支撑；而平行脉主要见于单子

叶植物，用于保证营养物质的线性运输能力。显

性基因外表达强弱不一，如筋脉①~④可被视为

强表达过程，而筋脉⑦⑧受环境限制，属于未表达

（图 1d、图 1e）。伴随生长进程的推进，筋脉尺寸 d

增大，叶片局部平衡状态被打破，极性生长素在芽

点表皮形成层附近形成层聚集区，生长素梯度上

升，细胞分化后形成分枝（图 1e）。

图 1　分枝生长过程

Fig.1　Process of branch
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1.2　仿生优化模型

加筋薄壳优化通常以壳厚、加筋厚度、加筋高

度、加筋角度和加筋个数作为设计变量，得到最优

的网格加筋壳。然而，传统的 GSM 加筋建模模

式极大地限制了加强筋优化的设计空间，难以充

分挖掘网格加筋壳的承载能力。

本文采用一种改进的基结构建模方式，通过

直接在基壳上设置加筋单元，高效建立有限元模

型。在此基础上，加筋薄壳可以被简化分解为薄

壳-离散加筋单元的组合形式，通过控制加筋单元

的有无获得其最优分布模式。一般数学表达式为

find    Ζ= ( x1，x2，⋯，xn )T （1）
min    ψ ( x ) （2）

s.t.    
ì
í
î

V≤-V
xi ∈ { 0，1 }

（3）

式中：Z为加筋单元 xi组成的 0-1 规划可行集；n为 Z的维

度；ψ ( x )为优化的目标函数；V为当前迭代中结构的总体

积；
-
V为设置的结构总体积上限。

1.3　问题描述

薄壳结构受载过程中，当系统矩阵趋于奇异

时结构将发生屈曲。根据能量变分，线性屈曲问

题的平衡方程可以转化为广义特征值问题［44］：
( K+ λjKG )φij = 0 （4）

式中：K、KG分别为线性刚度矩阵和采用初应力法计算的

结构几何刚度矩阵；λj、φj分别为第 j阶屈曲载荷因子以及

相应的屈曲模态；i为结构自由度。

以第一阶模态为研究对象，通过求解上述平

衡方程，临界屈曲载荷因子（BLFs）以 Rayleigh 商

的形式表示为

λ1 = - φT
1 Kφ 1

φT
1 KGφ 1

（5）

2 扩散式迭代加筋算法

2.1　模型的构建

图 2 所示为经过改进后的共节点基结构法建

模方式。通过将基壳有限元离散为板、壳单元，以
节点间建立梁单元代替筋脉的方式缩短优化流

程。本文以薄壳稳定性为主要目标，采用 9 节点

壳单元替代 4 节点单元，同时使用 3 节点和 2 节点

Timoshenko 梁单元，主要目的是平衡梁单元尺寸

和壳单元尺寸差距，同时兼顾计算精度。图  2b
中，于 Q9 单元边界点布置 3 节点梁单元，单元中

间节点与角点间通过 2 节点梁单元连接，避免梁

单元相互干涉。该方案一定程度上增大了壳单元

相对尺寸，也将壳单元中心节点纳入生长节点可

行集，降低共节点建模技术带来的生长节点限制。
简化起见，采用等宽、矩形截面 Timoshenko

梁模拟离散加筋单元，以共节点的方式放置于壳

表面，见图 2a。其中，9 节点 5 自由度 Mindlin 壳单

元 S9R5 采用标准等厚度定义，其中面位于截面

几何中心。 2/3 节点三维 Timoshenko 梁单元采

用轴线偏心设置，存在附加转矩，其梁截面偏心距

（n1 方向）为 e= ( hb + h s ) /2，h s 和 hb 分别为壳厚

和梁高，且梁截面 n2 方向无偏移。

忽略单元离散时薄壳曲率以及梁-梁、梁-壳

间几何干涉造成的误差，结构总体积可累加为

V= V 0 + ∑
i= 1

n

vi = V 0 + ∑
i= 1

n

wi
bhib l ib

式中：V 0 为壳的初始体积；wi
b、hib、l ib 分别为梁单元的宽度、

高度、长度。

则结构体积约束可以表述为

V≤ αV 0 （6）
式中：V 0 为薄壳初始体积；α为体积约束因子。

则原问题式（1）~式（3）可以重新表述为

find    Ζ= ( x1，x2，⋯，xn )T （7）
max    ψ ( x)= -φT

1 Kφ 1 / (φT
1 KGφ 1 ) （8）

s.t.    
ì
í
î

g ( x )= V ( x )- αV 0 ≤ 0
xi ∈ { 0，1 }

（9）

图 2　基结构建模方案

Fig.2　Modeling scheme of ground structure
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2.2　生长更新策略

扩散式自适应生长算法在 VGA 和 AGM 的

基础上优化生长节点更新策略，主要由分枝生长

和生长节点保留更新两阶段组成。图 3 中 Algo⁃
rithm Ⅰ描述了算法主要迭代过程。

1）分枝以及收敛条件。与 AGM 类 BRD 算

法不同，扩散式加筋生长节点可分布于结构生长

点可行集任意位置。图 2c 中，当前迭代步存在

M k = { M 1，M 1，⋯，M 7 } 等 7 个生长点，计算与之

相连的活动加筋单元可行集 Rk中的结构贡献，使

用生长截断阈值 κ ( 0 ≤ κ≤ 1 )，控制扩散生长速

度，主要目的是扩充加筋单元生长灵活性。此过

程涉及节点更新策略，详细过程见图 4。
算法使用的收敛条件为

1
n c

∑
i= 1

nc ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïï
ïï

|

|

|
||
|
|
||

|

|
||
|
|
| ψk - ψk- i

ψk
≤ ε （10）

式中：n c 为选定的收敛步数，一般取 3 ∼ 5；ψk为目标函数

当前值；ε为收敛误差，一般取 0.001。

2）生长节点更新策略。图 4 所示为扩散式生

长加筋示意图以及迭代策略。生长点迭代主要存

在 3 种更新策略：递进生长更新迭代、活动节点退

化去除以及加筋节点保留存储，分别称为 Mode-
1、Mode-2 和 Mode-3 模式（图  4 a ~图  4d）。其

中，Mi为结构上第 i个活动生长节点，R为生长单

元集；RMi
* 、RMi 分别表示生长步 k下活动节点Mi周

围与之相连的潜在生长单元集以及 k+ 1 步后实

际扩散生长出的加筋单元集，显然 RMi ⊆ RMi
* 。

上述活动节点更新、保留存储行为（Algo⁃
rithm Ⅱ）受当前迭代步 k中活动加筋单元集 Rk

* 的

结构贡献影响。与采用全局优化方法的策略不

同，扩散式生长方案深层次模拟植物筋脉形成-生
长过程，采用活动加筋单元集 Rk

* 的当前局部贡

献，以离散差分灵敏度的形式表示为

SjRk
*
= f k ( x )- f k- 1 ( x )

f k- 1 ( x )
= ψk ( xj )- ψk- 1 ( x )

ψk- 1 ( x )
，k≥ 1   （11）

壳体屈曲优化涉及系统线性以及非线性部

分，难以通过商用 FEM 进行后处理，进一步加剧

解析灵敏度计算难度。在此类问题上，YE 等［45］

对屈曲载荷因子进行 Tayor 展开，而文献［4］在计

算时省略加筋单元的初应力刚度解析灵敏度贡

献，此类差分计算方案均对灵敏度进行一定估计，
在简单模型计算上具备一定优势。

此处则通过使用引入的阈值截断因子 κ ( 0 ≤
κ≤ 1 )截取高结构贡献的加筋单元集 R͂k，进而扩

散生长并更新活动生长节点M k：
ü
ý
þïï

jκ = ceil ( κ ⋅m )
Sκk = SjκRk

*

（12）

其中，j= 1，2，⋯，m，ceil (⋅)为向上取整函数，意在过

滤并去除较低灵敏度单元。 κ主要影响生长速

率，对于一般对称结构，取 25% 以内为宜。根据

结构上选取的初始生长节点的分布情况，在使

BRD 生长算法具备足够的加筋自由度下，适度削

减 κ值，往往能够增大迭代计算效率。
算法所涉及的节点更新方案只有在当前节点

Mi 的周围存在的潜在生长单元 RMi ≠ 0，方能进

行扩散生长更新，下面结合图 4 进行详细说明。
图 4a 所示为第 k步的生长过程，其加筋生长

模式主要由 3 支生长路径组成（即① ~③），其激

活的当前生长节点为M k = { M 1，M 2，⋯，M 6 }。分

别以 Q9 单元角点M 2 和附加节点M 6 作为生长点

为例，节点M 2 和M 6 将分别产生 7 根和 3 根潜在生

长单元，即 RM 2 = 7，RM 6 = 3。在阈值截断因子 κ
的作用下，节点M 2 和M 6 分别生长 3 根和 1 根生长

单元，即路径④，见图 4b，此时更新生长节点，即
有节点 M 2 和 M 6 更新过程：M 2 → { M 2 - 1，M 2 - 2，
M 2 - 3｝，M 6 → { M 6 - 1 }，并 且 当 前 激 活 生 长 节 点

（Case 1） 为 M k+ 1 = { M 1，M 3，⋯，M 5，M 2 - 1，
M 2 - 2，M 2 - 3，M 6 - 1 }，此为 Mode-1 模式，即扩散式

Algorithm Ⅰ：：扩散式加筋迭代策略

Input：

Output：

1. Procerdure AGM
2.   M←M 0， V← V 0，， ψ← λ0

1， ε← 1                       ∥初始化
3.   while ε≥ ε* and V≤ αV 0，， k≤ k0 do ∥目标以及体积约束
4.    if M k = ∅  then break                      ∥无活动生长节点
5.    end if
6.     if RMi == 0 then Mi ← 0， break    ∥失去生长能力
7.    else if RMi > 1 then ∥ 分枝过程
     Rk ← Rk + RMi

，， M i ←M i
R

8.    else ∥ 生长延伸过程
     Rk ← Rk + RMi

，， M i ←M i
R

    end if
    # 节点更新策略
9.    Procerdure Sub- AGM k                     ∥∥Algorithm Ⅱ
     Mk ←MR + M͂ k

R，R← Rk
*

10.    end Procerdure
    # FEM Buckling Process
11.    ψk ← λk1， V← V k

12.    εk ← 1
nc

∑
i= 1

nc ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïï

|

|

|
||
|
|
||

|

|
||
|
|
| ψk - ψk- i

ψk
          ∥∥计算容差 εk（式（10））

13.    k← k+ 1
14.   end while
15.  end Procerdure

V 0

M 0

A b

Rk

初始体积

初始生长
节点

加筋单元
截面尺寸

加筋单元集

α

ε*

κ

M k

体积约束
因子

初始收敛
容差

阈值截断
因子

活动生长点集

k0

nc

生长步

收敛步

图 3　Algorithm Ⅰ
Fig.3　Algorithm Ⅰ
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生长。
同理，图 4d~图 4e 中路径⑦展示的生长模式

为节点保留存储（Mode-3 模式）。不同于路径④，
路径⑦未生长加筋单元，即 RM 7 = 0，而生长节点

M 7 依旧保留存储，M 7 ∈M。图 4c、图 4d 中路径

⑤和图 4e 中路径⑥分别展示的是活动生长点重

新激活和生长节点退化行为。其中，在生长路径

① ~④（图 4c）的基础上，生长路径⑤自边点 H延

伸至节点M 2，此时节点M 2 潜在生长单元 RM2

* = 3，
将重新激活生长节点M 2，进而重复路径④的扩散

过程；相反，若自节点 G起始的路径⑥生长至M 2

时，潜在生长单元RM2

* = 0，此时M 2 失去生长能力，
该生长节点将被去除（M 2 ← 0），此为 Mode-2 模

式，即节点退化模式。此三种模式可交替或同时

进行，与之对应的是加筋单元集 R的更新，具体过

程见 Algorithm Ⅰ、Algorithm Ⅱ（（图 3、图 5）。需

要注意的是，若结构无活动生长点，即M k = ∅，此
时算法失去生长迭代能力，直接结束。
2.3　设计流程

仿生扩散生长优化设计流程图见图 6。步骤

如下：
1）结构初始化。构建初始薄壳结构，设置初

始生长节点M 0，即有M←M 0。同时设置初始结

构 参 数 以 及 优 化 控 制 参 数（κ，ε*，n c，h s，e，

w b，hb，lb，k0）。
2）生长点更新策略。M k ←MR，有活动加筋

单元集 Rk，若该点存在多个潜在加筋单元，即
RMi

> 1，此 时 该 点 将 产 生 分 枝 行 为 ；否 则 ，即

RMi = 0，此时该生长点Mi位于加筋末端，则有生

长行为，新生长加筋单元，更新活动加筋单元集

R͂k，生成 FEM 计算文件。

3）计算 R͂k，更新生长点 M͂ k (mk )，此时存在

M←M k - M͂ k- 1，遍 历 R͂ k
j ( j= 1，2，⋯，m )，计 算

目标函数 ϕkj 及其差分灵敏度结构的贡献 SjRk
*
，决定

当前迭代步下生长单元。进一步，更新结构生长

单元以及活动节点，据此生成 INP 计算文件。
4）若目标函数同时满足式（6）、式（10）或达到

设定阈值，结束迭代进程，否则重复步骤 1）~步

骤 4），直至达到结构体积上限。
需特别指出的是，为提高计算效率，此处使用

MATLAB 直接输出 FEM 计算文件，通过并行计

算的方式进行迭代循环。

3 结构屈曲优化案例分析

3.1　四边简支方形板受压屈曲算例

首先，图 7 给出经典算例，并以四边简支板受

压屈曲为研究案例。结构的壳、梁单元材料均采

用同种合金铝，牌号为 Al-1050，其弹性模量 E=

图 4　扩散式生长加筋示意图

Fig.4　Schematic diagram of diffusion growth-driven reinforcement
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69 GPa 及泊松比 υ=0.33。用于线性屈曲分析的

薄壳结构为四边受向心压力载荷 q= 1 N/mm 作

用的平板结构，其基本结构尺寸为 a= b= 1000 
mm，基壳厚度 h s = 5 mm，如图 7a 所示；采用的梁

单元截面尺寸为 hb = 3 mm，w b = 4 mm。模型采

用四边简支（SSSS）边界条件，即四边限制W方

向自由度，并且角点①和②分别限制U、V和V方

向自由度，以限制刚体位移，其余方向自由度均自

由。优化迭代过程中使用 ABAQUS 计算线性屈

曲模态，并采用 20×20 二阶单元 S9R5 和 B32/B31
单元计算壳单元和梁单元，均以 Lanzcos 算法求

解 临 界 屈 曲 载 荷 因 子（buckling load factors， 
BLFs）。

生长式加筋算法往往对初始生长节点的位置

选择较为敏感，合理的节点数量及位置影响迭代

效率。以 Case 1 为例，图 8、图 9 所示分别为初始

生长节点放置于四周边界不同位置时的迭代历

程 。 本 例 中 设 置 结 构 加 筋 体 积 上 限 为 Δ-V=

2.5%，即 α= V k V 0 = 102.5%，并 且 取 n c = 3。
考虑到结构及载荷对称性，本例灵敏度阈值截断

因子 κ取 25%。目标函数增长率 λk λ0 见表 1。
图 8、图 9 所示分别为将四角点和四边中点设

置为初始生长节点的生长历程，可以看出，对于

SSSS 四边受压载荷，加筋模式大体上均呈类

“囧”字形对称构型，加筋自初始点起始，向结构高

敏感度区域扩散，最终在方形薄板内部形成八边

形，并在内部八边形边界上反复叠加，以增强结构

的抗屈曲能力。图 8、图 9 表明，尽管初始节点不

Algorithm Ⅱ：：扩散式加筋活动节点更新策略

Input

Output

1. Procerdure Sub- AGM k

   ∥初始化

2.   M͂ k ← 0， ψ0 ← λ0
1， ε← 1，，j← 1

3.   R← Rk + R͂k， Sκk ← 0，Inps←{ }
4.   while j≤ m do ∥ 遍历活动加筋单元集

5.     if RMi
== 0 then ∥ 判定活动单元集

      # 结构未布置加筋单元，跳过
6.      break
7.     end if
8.    Inps← Inps+ Inpj ∥ 生成计算文件

9.    j← j+ 1
10.    end while
    # 遍历 ODB 文件，计算活动加筋单元
    # 结构贡献
11.   { ψ͂k } ← { ψ͂k }+ ψ͂ jk，j= 1，2，⋯，m∥ FEM 计算

    ∥ 计算差分灵敏度（式（11））

12.   { SRk
*
} ← ψk ( xj )- ψk- 1 ( x )

ψk- 1 ( x )
      ∥式（11）

13.   SRk
*
← sort ( SRk

*
) ∥更新截断阈值（式（12））

14.   jκ ← ceil ( κ ⋅m )，Sκk ← SjκRk
*
，j= 1，2，⋯，m

15.   while j≤ m do
      ∥∥ 遍历当前局部灵敏度
16.     if Sjk ≥ Sκk  then
17.      Rk

* ← R͂ j
*，M͂

k ← M͂ k +M j
k

18.     end if
19.     j← j+ 1
20.   end while
21. end Procerdure

M k

Rk

κ

M͂ k
R

Rk
*

第 k步保留生长节点集

第 k步保留生长单元集

阈值截断因子

新增活动生长节点集

新增生长单元集

图 5　活动节点更新策略

Fig.5　Updation strategy of active nodes

图  6　设计流程图

Fig.6　Design flowchart
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一，在生长过程中，扩散式加筋模式依旧具备不同

生长节点间通过加筋连接来抵抗载荷的能力。

为进一步验证种子选择的影响，可以选择在

一阶屈曲模态中高位移区域（图 7b）设置初始生

长节点，其迭代历程如图 10 所示。该算例在薄板

中间位置 [ la，lb ]=[±a/5，±b/5 ] 处设置 4 个初

始节点，其加筋历程显示，扩散式算法在中部区域

形成一对称十字形结构后呈现出图 9 中 Case 1

（b）的 生 长 过 程 及 特 点 ，即 向 角 点 延 伸 至 约

±[ a/4，b/4 ]处后形成类八边形构型。与图 8、图
9 不同，Case 1（c）在角点附近未形成连接结构，此
时在中部十字形加筋结构的影响下，四角点结构

贡献较低，角点附近筋脉生长概率大大降低，此时

迭代过程更加高效快捷。

图 11 所示为更为复杂的初始生长节点设置，
其节点同时布置于角点和四边中点以及结构几何

中心位置。结果显示，加筋生长呈现“层次性、梯
队式”生长，即在生长初始阶段，只有中心位置呈

对称式扩散生长，其余活动节点呈现“休眠”状
态。在结构内部受力状况发生改变后，四个角点

位置的生长节点开始“苏醒”，最终由四边中点的

节点完成最后的整合。此生长过程分别对应 2.2
节中的 Mode-1~Mode-3 模式。图 11 显示：相较

于 Case 1 其他初始加筋节点布置方案（图 12a~图

12c），Case 1（d）加筋结果明显更加清晰，加筋分

布更加均匀。

为评判加筋效率，另设置有加筋效能比 ΕR，

用于计算不同迭代步之间加筋结构单位体积性能

的贡献率，其计算方法为

ΕR
k1 ∼ k2 = ( Δλ )k1 ∼ k2 / ( ΔV )k1 ∼ k2  k1 > k2 > 0 （13）

图 8　Case 1（a）：四角点初始生长（Δ-V= 2.5%）

Fig.8　Case 1（a）：grow from 4 corners（Δ-V= 2.5%）

图 9　Case 1（b）：四边中点初始生长（Δ-V= 2.5%）

Fig.9　Case 1（b）：grow from the midpoints of the 4 

sides of the square plate（Δ-V= 2.5%）

图 10　Case 1（c）中部 4节点初始生长（Δ-V= 2.5%）

Fig.10　Case 1（c）：grow from the central region of the 

square plate（Δ-V= 2.5%）

表 1　SSSS下方形简支板算例数值结果

（κ= 25%，Δ-V= 2.5%）

Tab.1　Numerical results of square plate simply 

supported on 4 edges（SSSS，κ= 25%，Δ-V= 2.5%）

Items

初始

Case 1（a）
Case 1（b）
Case 1（c）
Case 1（d）

k

0
38
39
35
40

体积
（ΔV k（%））

0.00
+2.54
+2.54
+2.51
+2.49

屈曲载荷因子
（λk1，Δλk1 （%））

1.5910
2.5788
2.4583
2.5506
2.7857

0.00

+62.09
+54.51
+60.31
+75.09

图 7　SSSS边界下方形简支板算例

Fig.7　Design model of square simply supported 
plate（SSSS）
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图 12、表 1 分别为 Case 1（图 7a）四种不同初

始生长节点布置案例的迭代历程和加筋数值结

果。可以看出，给定加筋体积 2.5% 时，方形平面

薄板案例（Case 1（a~d））一阶载荷因子 λ1 分别增

加 54.51%~75.09% 不等。采用 Case 1（d）算例

的初始节点布置方案结果最优，相较于 Case 1
（a~c），λ1 分别提高 20.94%、37.75%、24.51% 不

等。迭代历程（图 12）显示，扩散式加筋生长过程

中，加筋效能比 ER 呈波动态势，并且在迭代达到

收敛时，相邻迭代步间 E R
Δk= 1 下降至较低水平。

显然，在中间高位移处，初始节点的增加布置方案

显示出较高的优越性，由 E R
Δk= 1 的拟合曲线 Ê R

Δk= 1

可以看出，该区域往往 ER值较高，对 BRD 加筋算

法生长自由度的扩充提高效果明显。
对比结果表明，对于线性屈曲问题，屈曲模态

中高位移处的节点敏感度明显大于其他位置，其
次为自由度限制相对较少的区域，如四边中点

等。因此，给出扩散式算法的初始生长节点选择

建议：在边界布置生长点的基础上，于几何中心等

大位移区域设置初始生长点是较为经济合理的选

择。经过后续算例的对比验证表明，对于大尺寸

复杂结构，κ取 ( 1 ∼ 2 ) /N Seeds 时较为合理，N Seeds 为

初始节点数量。与此同时，随着初始节点布置数

量的提高，应当适当减小阈值截断因子 κ。
3.2　简支矩形板受压屈曲算例

进一步地，为验证扩散式生长方案的加筋生

长特点，给出简支矩形薄板受压屈曲算例（Case 
2~3）。所采用的材料属性与 3.1 节 Case 1 保持一

致，均为 1050 铝。图 13 为该矩形薄板算例在不同

加载条件下的载荷施加方式以及边界控制条件示

意图，两者壳体结构尺寸及厚度均为 a= 1200 
mm，b= 900 mm，h s = 3 mm，边界载荷均为 q=

1 N/mm。

本小节算例均采用 24×18 的 Q9 壳单元，结构

加 筋 体 积 上 限 均 设 置 为 Δ-V= 5%（ 即

α= 105%），收敛步取 n c = 3。其中，图 13a 采用

Case 1 相同的四边简支边界条件（SSSS）以及四

边轴向压缩载荷，图 13b 采用四边简支（SSSS）以

及单侧轴压载荷，其结构左侧控制 U、V、W方向

自由度，其余三边约束面外位移，即控制W方向

的自由度，并在结构右侧边界施加均布载荷 q。

根据 3.1 节给出的初始生长节点选择建议，

两者均选择不同的初始生长节点设置，分别取

25% 以及 15% 为阈值截断因子。其中，Case 2 以

图 11　Case 1（d）9节点初始生长（Δ-V= 2.5%）

Fig.11　Case 1（d） grow from 9 nodes distributed in the 

square plate（Δ-V= 2.5%）

图 12　方形简支板一阶屈曲模态迭代历程

（SSSS，Δ-V= 2.5%）

Fig.12　Iterative process of the first buckling mode of 
square plate under SSSS BC condition

（SSSS，Δ-V= 2.5%）
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四 边 中 点 和 4 角 点 以 及［xi，yi］=[±a/24，0 ] 或
[ xi，yi ] = [±a/8，±a/9 ] 处为初始加筋节点，其

加筋历程主要阶段如图 14 所示。图 15 所示为

Case 3 的相关加筋模式，其中部节点选择位置为

［xi，yi］ = [±a/24，0 ]或[ xi，yi ] = [±a/12，±a/9 ]。
表 2 和图 16 所示分别为 Case 2~3 数值结果

和迭代曲线及一阶屈曲模态分布。可以看出，对
于不同的初始生长节点布置以及不同的阈值截断

因子 κ，最终的加筋分布模式均呈现出类似的模

式。对于 Case 2，其在四边压缩下的构型与 Case 
1 类似，均呈现出类“囧”字形对称结构，并在结构

中部形成八边形结构。与 Case 1 不同的是，Case 
2 四边中点始终未生长。由于采取的边界条件及

载荷条件不同，Case 3 的加筋分布结果（图 15）与

Case 2（图  14）区别较大，加筋结构呈横向及竖向

分布，它在结构上下两端以及中部均形成扩散式

加筋结构，用以承载结构主要屈曲载荷。由图

16d、图 16f 可以看出，对于单边压缩的薄板屈曲

算例（Case 3），结构加筋模态发生较大改变。随

着加筋迭代进程的深入，薄壳结构屈曲模态半波

长逐步减小。高位移区域逐步由结构载荷边（右

侧）左移，并且范围减小。这说明结构屈曲模式由

低阶向高阶转变，显著缓解大跨度整体屈曲现象。
就影响因素而言，截断因子 κ的大小对最终

加筋分布模式的影响高于初始生长节点设置。图

14~15 表明，较大的 κ值往往容易形成细小的加

筋；κ越小，加筋结果越易形成平行加筋。

图 14　SSSS下矩形简支板四边轴压加筋算例

（a∶ b= 4∶ 3，Δ-V= 5%）

Fig.14　Design result of rectangle plate with simply 
supported on 4 edges under four-sided axial pressure

（a∶ b= 4∶ 3 with SSSS BC condition， Δ-V= 5%）

图 15　矩形简支板单轴压缩加筋算例

（a∶ b= 4∶ 3， SSSS， Δ-V= 5%）

Fig.15　Design result of rectangle plate with simply 
supported on 4 edges under unilateral axial pressure

（a∶ b= 4∶ 3 with SSSS BC condition， Δ-V= 5%）

图 13　简支矩形薄板受压屈曲算例

Fig.13　Design model of rectangle plate with simply 
supported BC condition （SSSS）
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图 17 所示为 Δ-V= 5% 时正置正交网格加筋

算例结果，对于 Case 2~3 的相同加载条件，一阶

屈曲载荷因子 BLF 较初始值分别提高 17.24% 和

16.91%。而通过采用扩散式加筋算法的算例优化

效果明显：对比常规网格加筋（图 17），图 14a~图

14c 和图 15a~图 15c 所示算例的相关结果分别增

加 26.74%、42.02%、29.03% 和 25.03%、23.56%、

25.93% 不等。

图 16　矩形简支板一阶屈曲模态迭代历程（a∶ b= 4∶ 3，Δ-V= 5%）

Fig.16　Iterative process of the first buckling mode of rectangle plate with simply supported on 4 edges

（a∶ b= 4∶ 3，Δ-V= 5%）

表  2　矩形简支板算例数值结果（a∶ b= 4∶ 3， Δ-V= 5%）

Tab. 2　Numerical results of rectangle plate with simply supported on 4 edges（a∶ b= 4∶ 3， Δ-V= 5%）

初始

图 17b

图 14a
κ= 25%
NSeeds = 10

图 14b
κ= 15%
NSeeds = 10

图 14c
κ= 15%
NSeeds = 12

k

0
/

15
25
50
62
25
50
75
90
25
50
75
87

Case 2
体积（ΔV k（%））

0.00
+5.22
+0.91
+1.53
+4.43
+5.17
+1.46
+2.84
+4.15
+5.06
+1.54
+2.94
+4.29
+5.02

屈曲因子（λk1，Δλk1（%））

3.3160
3.8876
3.8123
4.0328
4.5845
4.9271
4.0062
4.4178
4.8734
5.5211
4.0067
4.4512
4.8240
5.0161

0.00

+17.24

+14.97
+21.60
+38.25
+48.59

+20.81
+33.23
+46.97
+57.45

+20.83
+34.23
+45.48
+51.27

初始

图 17c

图 15a
κ= 25%
NSeeds = 10

图 15b
κ= 15%
NSeeds = 10

图 15c
κ= 15%
NSeeds = 12

k

0
/
5

15
35
47
5

15
35
45
5

15
35
45

Case 3
体积（ΔV k（%））

0.00
+5.22
+0.37
+1.10
+3.21
+5.13
+0.37
+0.97
+3.77
+5.08
+0.37
+1.14
+3.67
+5.09

屈曲因子（λk1，Δλk1（%））

9.0370
10.5650
9.70220
10.3470
11.8090
13.2090
9.7022

10.2790
11.9580
13.0540
9.7010

10.3630
12.2990
13.3050

0.00

+16.91

+7.36
+14.50
+30.67
+46.17

+7.36
+13.74
+33.32
+44.45

+7.35
+14.67
+36.10
+47.23
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3.3　双侧简支单边轴压矩形板算例

给出文献［4］的相同算例，图 18 所示为双侧

简支单侧轴压矩形板算例（Case 4， SFSF），其左

侧边界约束U、V、W方向自由度，右侧简支边界控

制面外位移，并且施加单边轴向压缩载荷 q= 1 
N/mm。该算例结构长宽比为 a∶ b= 2∶ 1，并
且被划分为 36×18 Q9 壳单元。同理，在结构边界

以及大位移位置设置初始生长节点，即四角点以

及四边中点，见图 19a。本例中优化参数设置为

Δ-V= 3.5%，n c = 3，灵敏度阈值截断因子取 κ=
15%，加筋单元结构参数为 hb = 3 mm，w b = 4 
mm，壳体厚度为 h s = 3 mm。

图 19 所示为加强筋在板上的生长过程，分别

给出第 25、50、75、105 个迭代步的加筋模式。可

以看出，加筋由左右两端的节点向心生长，最终连

接载荷点和约束边。值得注意的是，本例中矩形

薄板上下边界中点处的节点并未生长，可以认为

这种“节点保留”模式具备 AGM 方法的“退化”操

作的类似功能。表 3 和图 20 所示分别为相应的

数值结果和迭代曲线。达到所设加筋体积上限，

即薄壳加筋结构总体积增加约 3.5% 时，一阶载

荷因子增至 0.8114。
纵观迭代历程，采用本文的扩散式加筋方案，

加筋效能比 ER呈现上下波动态势，主要分为 3 个

阶段（阶段Ⅰ~Ⅲ）。可以看出，在生长的不同阶

段，加筋效能不一。每阶段的生长过程内，在结构

上下两侧沿结构边界生长加筋结构时，一阶屈曲

载荷因子 λ1 快速增大，此时结构加筋效能比 ER明

显高于其他时期。当加筋生长至左右两端时，ER

值逐步减小，此时屈曲载荷逐步区域性局部收

敛。可以看出，在两侧的边缘形成的水平加筋对

该算例的结构力学性能的提高作用最大。由此可

见，对于本节 SFSF 下的单轴压缩算例，在上下两

侧边界处沿载荷方布置加筋为最优选择。
作为对比，图 20b、图 20c 所示为文献［4］中的

相关优化加筋结果，图 20b 为采用自适应生长法

（AGM）的加筋结果，图 20c 为采用 SIMP 方法进

行拓扑优化的数值结果。结果显示，与本文方法

类似，为抵御横向载荷，SIMP 方法在结构上下两

扩散式加筋算法加筋历程（κ=15%）

图 19　SFSF单轴压缩加筋算例设计结果（a∶ b= 2∶ 1）
Fig.19　Design result of rectangle plate with simply 

supported on ane edge under unilateral axial pressure
（a∶ b= 2∶ 1 with SFSF BC condition）

图 17　正置正交网格加筋算例（a∶ b= 4∶ 3，Δ-V= 5%）

Fig.17　Case of orthogonal grid stiffened rectangle plate（a∶ b= 4∶ 3，Δ-V= 5%）

表 3　a∶ b= 2∶ 1时单边轴压矩形板算例结果

Tab.3　Result of rectangle plate with simply supported 
on ane edge under unilateral axial pressure 
（a∶ b= 2∶ 1 with SFSF BC condition）

初值

图 19
Case 4
κ= 15%
NSeeds = 8

k

0
25
50
75

100
108

体积（V k（%））

0.00
+0.79
+1.44
+2.09
+3.12
+3.51

屈曲因子（λk1，Δλk1（%））

0.4848
0.5854
0.6491
0.6889
0.8069
0.8114

0.00

+20.76
+33.88
+42.10
+66.44
+67.36

图 18　双侧简支单边轴压矩形板算例

Fig.18　Example of a rectangular plate with bilateral 
simply supported（SFSF） and unilateral 

axial compression
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侧边缘形成长条状高密度单元，并且加筋构型在

中 几 何 中 心 处（即 大 变 形 区 域）向 中 心 凹 陷 。
AGM 方法同样在两侧形成主要加强筋，并且加

筋宽度自中心向左右两端对称性递减。与 Case 4
以及 SIMP 不同的是，除却结构上下两侧的加筋结

构，AGM 法所得结果［4］（图 20b）出现斜向细筋，并
在中心大位移处出现垂直加筋。表 2 所示为该算

例在采用本文方法下的数值结果，案例在达到体

积上限时，Δλk1 = 67.36%。就本例而言，可以看

出，与 AGM 相比，基于 BRD 的扩散式生长加筋

方案所得的加筋模式更加接近 SIMP 拓扑优化

的数值结果，并且具备迭代进程短、优化效率高

的优势。

4 结论

1）针对 AGM 方法在优化过程中灵活性不

足、优化空间小的问题，本文提出一种改进型生

长节点更新方案。采用 B32/B31 梁单元和 S9R5
壳单元建模模拟叶片及叶脉，并采用“节点预存

储 -退化去除 -保留更新”的混合方式更新活动

节点。
2）给出一种高效合理的初始节点选择建议，

即在结构边界以及高位移处设置初始种子，此方

式有助于减少迭代过程中的无效加筋。进而，通
过不同参数下的数值算例的对比研究，进一步验

证了其有效性。
3）通过典型矩形薄板结构，验证了扩散式加

筋算法在屈曲优化中的有效性和高效性。通过不

同算例对比常规网格加筋以及 AGM 法结果，一
阶屈曲因子有较大提高；特别地，算法在达到接近

收敛的结果时，加筋布局模式更为合理，所得结果

与 SIMP 法十分接近。
4）所给出的扩散式生长方案主要针对生长节

点更新，并未引入加筋退化策略和变截面加筋方

案，在一定程度上造成平行加筋以及加筋末端不

清晰的现象。后续将围绕此方面作进一步优化。
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