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摘要：针对机器人加工过程的颤振规避问题，提出了一种动力学模态解耦的工业机器人加工颤振

规避方法。建立了某一确定位置下不同姿态的机器人动力学微分方程；分别对再生型颤振和振型耦合

型颤振进行稳定性分析，将机器人可达姿态判定为稳定姿态或颤振姿态；分别推导机器人再生型颤振和

振型耦合型颤振的稳定性判据，得到不发生再生型颤振和振型耦合型颤振的姿态。依据这些稳定性判

据，选择稳定姿态和颤振姿态，开展了机器人锤击实验和机器人加工状态下的颤振规避实验。实验结果

验证了所提方法的有效性。
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Abstract： To address the issue of chatter avoidance in robotic machining processes， a method was pro⁃
posed to avoid chatters in industrial robot machining based on dynamics modal decoupling.  Firstly， dynam⁃
ics differential equations were established for the robot at various orientations within a specific location.  Sec⁃
ondly， stability analyses were conducted separately for regenerative chatter and mode-coupling chatter， al⁃
lowing the reachable robot orientations to be classified as either stable or chatter-prone.  Thirdly， stability 
criteria for both regenerative chatter and mode-coupling chatter were derived to identify orientations where 
neither type of chatter occured.  Based on these stability criteria， stable and chatter orientations were se⁃
lected， and hammering experiments， as well as robotic machining chatter avoidance tests， were carried out.
Experimental results validate the effectiveness of the proposed method.
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0 引言

近年来，工业机器人智能化加工逐渐成为高

质量制造的新趋势，其中接触式作业工业机器人

主要应用于打磨、抛光等复杂曲面制造的关键工

序中［1］。与数控机床相比，工业机器人结构刚度

较低，加工过程中易发生颤振现象，导致加工质量

变差、加工效率降低，甚至机器人或工件损坏［2］。
针对工业机器人加工过程中的颤振问题，通

常可以在机器人加工之前预测颤振是否发生。叶

松涛等［3］提出一种预测任意姿态下机器人铣削加

工的刀尖频响函数（FRF）的方法，实现机器人铣

削加工的颤振预测。WU 等［4］提出一种基于机器

人模态方向性的振动反馈模态耦合机制来预测机

器人铣削中的低频颤振。YANG 等［5］提出一种基

于五点高斯求积的铣削颤振预测方法，提高颤振

预测的收敛速度。目前，工业机器人加工过程中

颤振预测研究主要基于建立的工业机器人动力学

模型，然而还存在无法准确建立工业机器人动力

学模型和较难准确识别工业机器人系统动力学参

数的局限。
为了提高工业机器人加工过程的稳定性，

WANG 等［6］建立了一种基于信息熵的变分模式

分解支持向量机（VMD-SVM）模型来检测机器

人铣削中的颤振。YANG 等［7］提出一种在可变机

器人姿态和切削参数的情况下检测机器人铣削中

颤振的方法。梁志强等［8］提出一种基于变分模态

滤波、包络滤波和注意力机制网络辨识相结合的

重载机器人铣削系统颤振辨识方法。ZHAO 等［9］

提出了一种基于磁流变阻尼器的变刚度动力吸振

器以实现颤振吸收。TAKAHASHI 等［10］提出一

种各向异性结构设计方法，以达到无限动态刚度，
实现钻孔作业颤振规避。当前针对工业机器人加

工过程中颤振检测、监测、规避和抑制的研究取得

了一定效果，但现有方法通常没有建立精确的机

器人动力学模型和充分考虑机器人系统动力学参

数的耦合作用，并且在颤振分析中通常仅针对某

一种颤振类型。在实际机器人加工过程中，再生

型颤振和振型耦合型颤振可能同时发生。对于颤

振规避，当前研究分析过程中因未充分考虑机器

人系统动力学参数耦合的影响、研究颤振类型单

一，一定程度上影响了机器人颤振稳定性分析的

准确性和适用性。为此，本文提出了一种动力学

模态解耦的工业机器人加工颤振规避方法。

1 机器人动力学微分方程建立

1.1　机器人运动学建模

研究对象为一种 3T2R 构型五自由度工业机

器人（图 1），机器人机构简图见图 2，各参数的含

义及取值同文献［11］，其中 Li（i=1，2，…，6）为各

杆件几何尺寸。移动关节 1 和 2 采用伺服电机 M1

和 M2并联驱动与差速驱动的复合方式，实现机器

人末端沿水平面内两个方向的平动及绕转台的转

动；移动关节 3 由伺服电机 M3 驱动，实现机器人

沿竖直方向的平动；转动关节 4 和 5 分别由呈 45°
夹角布置的伺服电机 M4 和 M5 驱动，实现机器人

末端加工姿态的调整。机器人加工姿态调整机构

如图 1b 所示，机器人末端第 4、5 转动关节两轴线

呈 45°夹角布置，末端执行器作业刀具的作业点与

两个转动关节轴线的交点重合，在 4、5 两个转动

关节转动调整加工姿态的过程中，末端执行器作

业刀具的作业点的空间位置始终保持不变，该机

器人能够实现末端执行器在上半个完整球面内所

有加工姿态可达。

机器人的移动关节 1~3 为低功率交流伺服

图 1　机器人构型［11］

Fig.1　Robot configuration［11］
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电机、联轴器、滚珠丝杠副构成的关节传动链结

构，具有较强的弱刚性特征，开展接触式加工作业

过程中发生颤振风险较大，严重时甚至造成机器

人无法完成作业任务。
根据前期机器人理论研究［11］建立图 3 所示的

D-H 参考坐标系，将图 2 中机器人结构参数 e和刀

补 L p（图 3 中 O5 点在 Z4 方向坐标值）均视为 0，机
器人连杆参数见表 1。其中，φ 1 ∼ φ 5 分别为 J1 ~J5

轴转角；α为转台转角；θi为关节变量；di为关节偏

距；ai为连杆长度。
根据建立的 D-H 参考坐标系和机器人结构

参数，可得到如下相邻坐标系间齐次变换矩阵：

T 0
1 =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úcos α -sin α 0 ( sxφ 1 + sxφ2 ) /4π
sin α cos α 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

（1）

式中：sx为滚珠丝杠 S1、S2 的螺距。

通过机器人 D-H 参考坐标系 Oi相对于 Oi- 1

的齐次变换矩阵 A i，可得机器人末端执行器作业

刀具坐标系O 5 相对于基坐标系O 0 的位姿矩阵：

T 0
5 = A 1A 2A 3A 4A 5 =
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（2）

式中：[ nx  ny  nz ]T、[ ox  oy  oz ]T、[ ax  ay  az ]T 为机器人姿态

矩阵［11］；[ px  py  pz ]T 为机器人末端作业点的空间位置。

根据相邻坐标系间齐次变换矩阵计算可得

ü

ý

þ

ïïïï

ïïïï

px = sx (φ 1 + φ 2 ) / ( 4π )+ L 3 cos α
py = L 3 sin α
p z = L 01 + L 2 + L 4 + 2 L 5 + szφ 3 / ( 2π )

（3）

α= arctan ( ( X 2 - X 1 ) /L 1 ) （4）
式中：sz为滚珠丝杠 S3 的螺距；X 1、X 2 分别为螺母在滚珠

丝 杠 S1、S2 上 的 行 程 ；转 台 转 角 α 可 达 范 围 为

[-π 4，π 4 ]；L 1 ~L 5 均为机器人结构尺寸［11］；L 01 为 L 3 到

丝杠  S1 在竖直方向的距离。

1.2　雅可比矩阵求解

雅可比矩阵是描述关节线速度和角速度与相

应末端执行器线速度和角速度之间关系的映射矩

阵，它取决于机器人自身的结构与位姿。雅可比

矩阵的求解表达式为
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ý
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ï
ï
ï
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z i- 1 ×( p e - p i- 1 )
z i- 1

（5）

z i- 1 = R 0
i- 1 z0 （6）

i= 1，2，⋯，5
式中：JPi、JOi分别为移动关节和转动关节的雅可比矩阵的

第 i列；p e 为机器人末端执行器位置向量，通过变换矩阵

T  0
e 的第 4 列的前 3 个元素给出；p i- 1 由变换矩阵 T 0

i- 1 第 4
列的前 3 个元素构成；z i- 1 为关节变量的函数；R 0

i- 1 为坐

标系Oi-1 相对于O 0 的旋转矩阵。

根据图 2所示机器人机构简图和图 3所示 D-H
参考坐标系可知，关节 1、关节 2 并联驱动连杆 1
沿 X0方向平动且绕 Z0方向转动，不属于单纯的平

动或转动，存在耦合关系，可依据此运动的物理意

图 3　D-H参考坐标系［11］

Fig.3　D-H reference coordinate system［11］

表 1　机器人连杆参数［11］

Tab. 1　Robot link parameters［11］

连杆 i
2
3
4
5

θi
0

−π/2+φ4

π+φ5

0

αi
0

π/4
π/4

0

di
X3+L1

L2+L4+ 2 L5

0
0

ai
L3

0
0
0

图 2　机器人机构简图［11］

Fig.2　Robot mechanism diagram［11］
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义对平动和转动的耦合关系进行等效处理，将其

解耦表示，在此将关节 1 等效处理为移动关节、关
节 2 等效处理为转动关节。根据式（5）求解 J1 ∼ J5

列，可得到该机器人雅可比矩阵：
J= [ J1 J2 J3 J4 J5 ] （7）

1.3　动力学微分方程建立

在机器人加工作业中，易发生一种比较强烈

的振动即颤振，属于自激振动的一种。TLUSTY
等［12］和 MERRITT［13］分别指出再生型颤振和振型

耦合型颤振是引起加工颤振的主要因素。建立机

器人动力学微分方程：
Mẍ+ Cẋ+ Kx= F （8）

式中：M、K、C分别为质量矩阵、刚度矩阵和阻尼矩阵；x

为位移向量；F为外力向量。

1）计算质量矩阵。根据机器人的质量特征和

几何特征，建立拉格朗日函数：

Ti = ∑
j= 1

n

Dij θ̈ ij + ∑
j= 1

n

∑
k= 1

n

Dijk θ̇ j θ̇ k + Di （9）

i= 1，2，…，5
式中：Ti为机器人加工中关节 i所有外力矩之和；Di j为关

节 i和 j处的耦合惯量，当 i= j时表示关节 i处的有效惯量；

n为机器人关节个数；带有 θ̇ j θ̇ k的项表示科里奥利加速度，

乘以相应的惯量即为科里奥利力；Di为关节 i处的重力。

由式（9）可进一步得出质量矩阵：
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Dij = ∑
p= max ( i，j )

n

trace (U pj JpU T
pi ) （11）

U ij =
∂T 0

i

∂θj
=

∂ ( A 1A 2⋯A j⋯A i )
∂θj

 （12）

j≤ i

式中：U pj为速度传递矩阵；Jp为连杆惯性张量；trace（·）用

于求矩阵的迹。

由式（11）、式（12）可知，Dij的值与齐次变换矩阵

Ai和关节变量 θj有关。于是，改变机器人关节变

量可以得到对应机器人位姿的质量矩阵。
2）计算刚度矩阵。根据雅可比矩阵和胡克

定律，建立机器人静刚度模型：
F= J-TK θ J-1X （13）

式中： K θ为机器人关节刚度矩阵；X为机器人末端在外力

F下的形变。

由式（13）可得
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（14）

式中：x、y、z、ωx、ωy和 ωz为 X的分量。

设计机器人关节刚度辨识实验，如图 4 所示。测

量不同位姿下的机器人末端形变与外力，根据式

（14）和最小二乘法可求解出该机器人关节刚度

矩阵［14］：
K θ = diag ( kθ1，kθ2，kθ3，kθ4，kθ5 ) （15）

3）计算阻尼矩阵。机器人的关节阻尼系数 cθi
可以通过关节的阻尼比 ξi 和临界阻尼系数 c̄ i 得

到，其中阻尼比可以通过对数衰减法计算：
ü
ý
þ

cθ i = ξi c̄ i
c̄ i = 4πmiω d

　　i= 1，2，⋯，5 （16）

式中：mi为机器人连杆 i的质量；ωd为连杆 i的自然频率。

由式（16）计算关节阻尼系数 cθ1 ∼ cθ5，进而得到由

关节阻尼系数构成的阻尼矩阵：
C θ = diag ( cθ1，cθ2，cθ3，cθ4，cθ 5 ) （17）

上述质量矩阵、刚度矩阵和阻尼矩阵都是在

机器人关节空间中求得，在关节空间中，每个关节

是相互独立的，上述矩阵均为 5×5 对角矩阵。
由上述可知，通过拉格朗日动力学方程、关节

刚度辨识实验和对数衰减模型所开展的工业机器

人系统动力学参数质量矩阵、刚度矩阵和阻尼矩

阵的推导计算和实验计算，可以获取较为精确的

工业机器人系统动力学参数，可提高所建立的动

力学微分方程的准确性。

2 机器人动力学模态解耦

2.1　末端笛卡儿空间机器人系统动力学参数

矩阵

通过雅可比矩阵 J，关节空间转换至末端笛

卡儿空间的机器人动力学微分方程为

MD ẍ+ CD ẋ+ KD x= FD （18）
ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ïïïï

MD = J-TM θ J-1

KD = J-TK θ J-1

CD = J-TC θ J-1

（19）

式中：MD、KD、CD 和 FD 分别为末端笛卡儿空间的质量矩

阵、刚度矩阵、阻尼矩阵和外力向量；J-1 为雅可比矩阵

的逆。

图 4　刚度辨识实验［14］

Fig.4　Rigidity identification experiment［14］
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由式（7）可知，雅可比矩阵取决于机器人自身

的结构和位姿，末端笛卡儿空间的质量矩阵MD、
刚度矩阵 KD 和阻尼矩阵 CD 均与机器人本身的结

构和位姿有关，并且均为对称矩阵，但并非对角

阵。由式（18）可知，由于机器人动力学微分方程

中MD、KD、CD 均为非对角阵，FD 每个分量对应自

由度方向上的机器人动力学微分方程会受非对角

线元素的耦合作用，无法建立每个自由度方向上

独立的机器人动力学微分方程，若忽略非对角线

元素则会造成机器人动力学模型信息的缺失，降
低机器人动力学微分方程的准确性。为充分考虑

机器人系统动力学参数的耦合作用，需要对末端

笛卡儿空间的质量矩阵MD、刚度矩阵 KD 和阻尼

矩阵 CD 进行解耦。
2.2　末端笛卡儿空间机器人系统动力学参数矩

阵模态解耦

本文研究中，假设影响加工质量的主要因素

是作业刀具的线位移形变［15］，不考虑加工过程中

力矩引起的作业刀具扭转形变，只考虑由外力引

起的线位移。于是，对MD、KD、CD 矩阵进行划分，
只考虑第 1~3 行和第 1~3 列构成的维度为 3 × 3
的质量 -线位移子矩阵 M x、刚度 -线位移子矩阵

K x、阻尼-线位移子矩阵 C x。
由于末端笛卡儿空间中的质量-线位移子矩

阵、刚度-线位移子矩阵和阻尼-线位移子矩阵均

为非对角阵，非对角线元素即为耦合项，为了解耦

质量-线位移子矩阵中的惯性耦合项和刚度-线位

移子矩阵中出现的弹性耦合项，将质量-线位移子

矩阵、刚度-线位移子矩阵和阻尼-线位移子矩阵

由末端笛卡儿坐标系 ODXDYDZD 转换至解耦坐

标系 OPXPYPZP 中，如图 5 所示。质量-线位移子

矩阵、刚度-线位移子矩阵转换至解耦坐标系后均

为对角阵，不再存在耦合项，阻尼-线位移子矩阵

为非对角阵，但通常采用忽略非对角元素的处理

方式［16］，于是，将原本相互耦合的三自由度问题，
解耦转化为 3 个单自由度问题。

同时，将质量-线位移子矩阵和刚度-线位移

子矩阵转换至解耦坐标系（即同时将该两个子矩

阵对角化处理），需要计算对应模态矩阵，通过求

解具有特征值 ω  2
 i 的特征多项式，并由特征向量 ϕ  i

（也称主振型）建立模态矩阵Φ：
( K x - ωi

2M x )Φ= 0 （20）
Φ= [ϕ  1 ϕ  2 ϕ  3 ] （21）

式中：第 i个特征值 ω 2
i 的算术平方根 ωi 即为第 i阶固有

频率。

根据所求解的模态矩阵，解耦末端笛卡儿空

间的质量-线位移子矩阵和刚度-线位移子矩阵：
ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ïïïï

M P =ΦTM xΦ

KP =ΦTK xΦ

CP =ΦTC xΦ

（22）

M P = diag ( M Px，M Py，M Pz )
KP = diag ( KPx，KPy，KPz )

式中：M P、KP 分别为解耦后在解耦坐标系的质量-线位移

子矩阵和刚度-位移子矩阵；CP 一般为非对角阵，忽略 CP

中的非对角元素，即 CP = diag (CPx，CPy，CPz )。

解耦后的机器人系统动力学微分方程为

M P ẍ+ CP ẋ+ KP x=ΦTFDΦ （23）
由M P、KP、CP 为对角矩阵可知，在质量矩阵

中，不存在惯性耦合项，某个自由度所对应运动方

向上产生的加速度只在该方向上引起惯性力；在
刚度矩阵中，不存在弹性耦合项，某个自由度所对

应运动方向上产生的位移只在该方向上引起弹性

恢复力。于是，将一个原来相互耦合的三自由度

机器人颤振问题，经解耦后转化为 3 个单自由度

系统的机器人颤振问题，使得解耦后 3 个自由度

所对应运动方向上的动力学微分方程稳定性分析

互不影响，有效降低了机器人颤振问题分析的复

杂程度。
由式（23）可知，机器人动力学微分方程会随

着M P、KP、CP 的改变而改变。通过改变机器人位

姿进而改变机器人动力学微分方程，便可建立机

器人所有可达位姿与机器人动力学微分方程之间

的映射关系。
2.3　解耦坐标系姿态确定

由于机器人系统的 3 个主振型 ϕ i ( i= 1，2，3 )
关于质量矩阵及刚度矩阵相互正交，则各个主振

型必然是线性无关的，即任意一个 3 维位移向量 x

都能被唯一表示成主振型的线性组合［16］，将其写

成矩阵形式：
x=Φη （24）

式中：η= [ η1 η2 η3 ]为末端笛卡儿坐标系中向量 x经

图 5　末端笛卡儿坐标系转换至解耦坐标系

Fig.5　Transformation from the end Cartesian 
coordinate system to the decoupled coordinate system
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过模态矩阵Φ转换后，在解耦坐标系的新坐标向量。

由上述可知，模态矩阵Φ可以实现末端笛卡

儿坐标系中的位移向量与解耦坐标系的新坐标向

量的转换，模态矩阵即为解耦坐标系 OPXPYPZP

相 对 于 机 器 人 加 工 系 统 末 端 笛 卡 儿 坐 标 系

ODXDYDZD 的旋转矩阵 RD
P。由图 3 和图 5 可知，

机器人刀具坐标系 O5经旋转矩阵 R 5
D 可转换至加

工系统末端笛卡儿坐标系，并根据作业刀具位姿

矩阵 T 0
5 计算出加工系统末端笛卡儿坐标系相对

于基坐标系O0的旋转矩阵 R 0
D，进而计算出解耦坐

标系相对于基坐标系的旋转矩阵 R 0
P：

ü
ý
þ

R 0
D = R 0

5R 5
D

R 0
P = R 0

5R 5
DRD

P
（25）

式中：R 0
5 为机器人刀具坐标系相对于基坐标系的旋转

矩阵。

根据式（25）所示的 R 0
P 可计算出解耦坐标系

在基坐标系中的具体姿态，得到确定解耦后 3 个

单自由度系统机器人颤振问题在机器人基坐标系

的对应方向，从而确定机器人颤振问题的主方向，
可以针对性地对主方向的颤振进行规避。

3 机器人颤振稳定性分析

机器人加工系统的自激特性导致的颤振现象

是目前机器人在接触式加工应用中的主要挑战。
机器人加工过程中，因前后两次相邻加工轨迹的加

工厚度和接触力变化，易产生再生型颤振［17］，将影

响机器人作业精度和质量。多自由度下发生振动

且存在彼此耦合时，机器人易产生振型耦合型颤

振［18］，当其发生时，整个机器人结构将剧烈振动。
这两类机器人颤振均会影响机器人加工作业稳定

性以及加工精度和质量，甚至造成加工作业失效且

损坏机器人系统和工件［19］。
3.1　再生型颤振稳定性分析

在机器人加工作业过程中，加工厚度和切削

力因前一加工轨迹留下的波纹和当前加工轨迹产

生的波纹之间的相位差而变化。如果前一次加工

留下的波纹和当前加工的波纹是同相位的，则动

态加工厚度和动态接触力将是恒定的；如果相位

不同，则会导致动态加工厚度和动态接触力发生

变化，可能导致再生型颤振的发生［20］。根据加工

作业时的工况和受力情况，在解耦后的坐标系中

建立机器人加工再生型颤振系统的动力学模型，
如图 6 所示。其中，为简洁表示，使用部分作业刀

具代表整个机器人加工系统。
由图 6 所示机器人加工再生型颤振系统动力

学模型和式（23）可得，所研究机器人再生型颤振

的动力学微分方程为

M P ẍ ( t )+ CP ẋ ( t )+ KP x ( t )= ΔF ( t )V （26）
ü
ý
þ

ΔF ( )t =ΦTK cΦb ( y ( t- T )- y ( t ) )
V= R 5

DRD
PV a

（27）

式中：V a 为加速度传感器所获得加速度向量与坐标系

O 5X 5Y 5Z 5 之间的方向余弦 cos γ a x、cos γ a y、cos γ az构成的

对角矩阵，V a = diag ( cos γ a x，cos γ a y，cos γ az )；V为解耦坐

标系中刀具接触动态反作用力 ΔF ( t )与 3 个自由度振动

方向的方向余弦构成的对角矩阵，V=diag（cos γx，cos γy，
cos γz）；x ( t ) 为作业刀具振动位移向量；b为加工宽度向

量；y ( t )、y ( t- T )为加工产生的波纹面，其中 T为加工周

期；K c 为单位加工宽度的刚度系数矩阵，解耦坐标系中的

单位加工宽度的刚度系数矩阵 K cP =ΦTK cΦ，为了将解

耦坐标系中 3 个自由度所对应运动方向的微分方程独立

求解，忽略K cP 中的非对角线元素。

每个加工姿态都有相对应的质量矩阵、刚度

矩阵和阻尼矩阵，于是每个加工姿态都有与其相

对应的动力学微分方程，在变换加工姿态时，动力

学微分方程也会随之改变。在分析每一个加工姿

态下的再生型颤振时，将该姿态相对应的动力学

微分方程变换至解耦坐标系中，便可将 3 个自由

度所对应运动方向的微分方程独立求解。
将式（27）代入式（26），根据微分方程的稳定

性可知，设系统的特征根为 S= σ+ iw，若系统特

征根的实部均为负值，即当 σ< 0 时，系统是稳定

的，则可以判定此时机器人系统不发生再生型颤

振。反之，若特征根中有一个或多个根具有正实

部，即存在 σ> 0，此时系统不稳定，则可以判定此

时机器人系统发生再生型颤振。因此，当 σ= 0
时，可认为系统处于临界稳定状态。此时，临界稳

定状态下对应的极限加工宽度为

( B lim )min = CP ( 2 KPM P + CP )
2K cPM PV

（28）

式中：B lim 为极限加工宽度矩阵，B lim = diag ( bx，by，bz )，bx、
by、bz为 3 个自由度所对应运动方向的极限加工宽度。

临界稳定状态下对应的极限加工宽度与加工周期

图 6　再生型颤振动力学模型

Fig.6　Dynamic model of regenerative chatter
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T无关，而主轴转速 n= 60 T，因此取任一加工周

期和对应主轴转速，所求 ( B lim )min 一致。
由式（28）可知，B lim 的值与解耦坐标系中的

质量矩阵、阻尼矩阵、刚度矩阵、刚度系数向量、解
耦坐标系中刀具接触动态反作用力 ΔF ( t )与 3 个

自由度振动方向的方向余弦构成的对角矩阵 V

有关。因此，可以求出每个加工姿态对应的极限

加工宽度，当该姿态下实际作业加工宽度小于极

限加工宽度时，可以认为此时机器人系统不发生

再生型颤振。在进行实际加工作业之前，可根据

所求极限加工宽度，在小于所求极限加工宽度的

基础上，综合考虑被加工工件材料特性、加工刀具

特性和加工要求（如精度、表面质量和效率）等因

素，选择适宜的加工宽度，从而规避机器人加工作

业过程中的再生型颤振。
3.2　振型耦合型颤振稳定性分析

在机器人加工作业过程中，当同时考虑两个

甚至多个方向的颤振时，根据加工作业时的工况

和受力情况，在解耦后的坐标系中建立机器人加

工振型耦合型颤振系统的动力学模型，如图 7 所

示。其中，为简洁表示，使用部分作业刀具代表整

个机器人加工系统。通常直接计算机器人系统动

力学参数含有耦合项的耦合型颤振的稳定性判据

较为复杂且难以得到解析解，通过前述研究可将

机器人加工系统振型耦合型颤振解耦为不同自由

度所对应运动方向的振型耦合型颤振；将非线性

耦合的三自由度问题解耦，转化为 3 个单自由度

的线性问题，能够单独规避每个自由度方向的振

型耦合型颤振，降低计算复杂度，并可将机器人系

统动力学微分方程分解成 3 个自由度方向上的机

器人系统动力学微分方程，来分析振型耦合型颤

振，表述形式更为简洁。

根据机器人加工振型耦合型颤振系统的动力

学模型（图 7），同时考虑解耦坐标系中 3 个自由度

所对应运动方向的振动，建立机器人系统动力学

微分方程：
M P ẍ+ CP ẋ+ KP x=ΦTFDΦ （29）

因阻尼的存在会增加机器人加工系统的稳定

性，于是，在振型耦合型颤振分析中，取阻尼系数

为 0，忽略阻尼的影响，采用该种稳定性较差的情

况进行分析。同时，根据“power force”理论［21］，为
假设作用在作业刀具的动态反作用力向量 FD 正

比于位移向量 x，设正比系数矩阵为 Q，可进一步

得到机器人加工系统动力学微分方程：
M P ẍ+ KP x=ΦTQΦx （30）

令Q P =ΦTQΦ，且M P 为非零对角阵，可得

ẍ=M -1
P (QP - KP ) x （31）

由式（31）可知，因需对M P 矩阵求逆，对应求

逆的时间复杂度为 O ( n )。若式（31）采用末端笛

卡儿空间的动力学参数表达，即 ẍ=M -1
D (QD -

KD ) x，此时MD 为 3 × 3 非对角矩阵，对应求逆的

时间复杂度为 O ( n3 )。因此，动力学模态解耦后

可有效降低计算复杂度。
由式（29）可知，每个加工姿态都有对应的动

力学微分方程，在变换加工姿态时，动力学微分方

程也会随之改变。由 Routh-Hurwitz 稳定判据可

知，若线性系统特征方程的根均有负的实部，则系

统是稳定的，故而系统稳定时可以认为系统没有

发生振型耦合型颤振。反之，若特征方程的根中

有一个或多个根具有正实部，则系统是不稳定的，
此时可认为系统发生了振型耦合型颤振。进一

步，依据式（31）可求出每个加工姿态下对应的线

性系统特征方程的根，进行实际加工作业之前，可
根据所求的线性系统特征方程的根，选择不发生

振型耦合型颤振的加工姿态（即系统特征方程的

根均有负的实部，所对应的加工姿态），规避加工

过程中的振型耦合型颤振。
3.3　加工姿态颤振规避

由式（28）可知，再生型颤振的临界稳定状态

下，极限加工宽度与M P、KP、CP、K cP、V有关。于

是，在某一确定位置下，改变机器人所有可达加工

姿态，即可调整机器人 3 个自由度所对应运动方

向上的极限加工宽度，进而可从中选择机器人系

统不会发生再生型颤振对应的加工姿态，从而实

现机器人加工作业再生型颤振规避。
与此同时，由式（31）可知，振型耦合型颤振的

动力学方程是否稳定与M P、Q P、KP 有关。同样，
在某一确定位置下，改变机器人加工姿态，便可得

到所有可达加工姿态对应机器人动力学特征方程

的根，进而根据稳定性判据选择机器人系统不会

发生振型耦合型颤振对应加工姿态，从而实现机

图 7　振型耦合型颤振动力学模型

Fig.7　Dynamic model of mode coupling chatter
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器人加工作业振型耦合型颤振规避。
由上所述，提出的动力学模态解耦的工业机

器人加工颤振规避方法，既能够分别推导出再生

型颤振和振型耦合型颤振的稳定性判据，又能够

推导出同时分析两类颤振的稳定性判据。当只考

虑再生型颤振或振型耦合型颤振时，可以通过选

择满足其对应稳定性判据的加工姿态实现再生型

颤振或振型耦合型颤振规避。
所提动力学模态解耦的工业机器人加工颤振

规避方法可以分别或同时规避再生型颤振和振型

耦合型颤振，将两类颤振规避问题转化为机器人

加工姿态选择的求解问题，降低了颤振规避问题

分析的复杂度。

4 机器人颤振算例稳定性分析及机器人

颤振规避实验验证

4.1　机器人系统动力学参数计算

为了验证所提动力学模态解耦的工业机器人

加工颤振规避方法的有效性，需要在不改变机器

人末端执行器空间位置的前提下，变换机器人加

工姿态开展颤振规避研究。由机器人结构（图 2）
可知，末端第 4、5 转动关节两轴线呈 45°夹角布

置，当作业刀具的作业点与第 4、5 转动关节轴线

交点重合时，仅第 4、5 转动关节调整加工姿态，即
可保持末端执行器作业刀具的作业点空间位置始

终不变。于是，保持关节 1、2、3 的转角 φ 1、φ 2、φ 3

不变，只改变关节 4、5 的转角 φ 4、φ 5，可以保持机

器人末端作业点的空间位置不变，对应机器人加

工姿态可实现上半个球域范围内灵巧可达。因

此，机器人上半球域加工姿态灵巧可达的特性为

颤振规避提供了良好的结构基础和条件。在机器

人加工作业过程中，可根据实际加工工况，在上半

球域内可达姿态中，筛选不发生颤振的加工姿态。
由上文可知，在解耦坐标系OPXPYPZP 中，机

器人系统动力学微分方程中的参数矩阵会随着姿

态的改变而改变。因此，计算机器人所有可达姿

态相对应机器人系统动力学微分方程的稳定性判

据表达式，便可根据具体的加工工况及参数筛选

出机器人加工系统稳定状态下的姿态。仿真分析

中的姿态序列及其对应的 φ 4、φ 5 取值见表 2。

根据表 2 中机器人姿态序列和 3T2R 构型机

器人结构参数，计算该机器人的雅可比矩阵，再根

据上文计算出关节空间的质量矩阵和阻尼矩阵，

并通过关节刚度辨识实验得到关节空间刚度矩阵

的值（表 3）。

利用该雅可比矩阵将机器人系统动力学参数

矩阵从机器人关节空间转换至机器人末端笛卡儿

空间；计算模态矩阵，对末端笛卡儿空间的机器人

系统动力学参数矩阵进行解耦使其为对角阵。当

φ 1、φ 2、φ 3 选取两组定值时，解耦坐标系中 x轴方

向的M Px 和 KPx 的值随着 φ 4、φ 5 取值改变的变化

情况见图 8。由图 8 可知，机器人处于某一确定空

间位置时，M Px值和KPx值会随着机器人加工姿态

的改变而变化。对比可知，当机器人处于同一姿

态而空间位置不同时，两种空间位置所对应的

M Px 和 KPx 不同，且M Px 值和 KPx 值关于 φ 4 = 0 和

φ 5 = 0 呈一定规律的对称分布。在机器人所受外

表 2　机器人姿态序列

Tab. 2　Robot orientation sequence

φ5

-2π

- 35
18 π

⋮
35
18 π

2π
-2π

φ4

-2π

姿态 1

姿态 74

⋮

姿态 4884

姿态 5256
姿态 1

- 35
18 π

姿态 2

姿态 75

⋮

姿态 4885

姿态 5257
姿态 2

⋯

⋯

⋯

⋯

⋯
⋯

35
18 π

姿态 72

姿态 145

⋮

姿态 4955

姿态 5328
姿态 72

2π

姿态 73

姿态 146

⋮

姿态 4956

姿态 5329
姿态 73

图 8　不同位姿下M Px和KPx分布

Fig.8　Distribution maps of MPx and KPx under different positions and orientations

表 3　机器人关节刚度辨识结果［14］

Tab.3　Results of robot joint stiffness identification［14］ 
N·mm/rad

关节 1
5.9113×103

关节 2
2.6676×103

关节 3
2.7946×103

关节 4
4.6802×106

关节 5
7.0471×106
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力一定的情况下，机器人系统所受惯性力较大时，
机器人系统因杆件形变所受力会较小，即当M Px

值较大时，KPx值较小。
4.2　颤振算例稳定性分析

4.2.1　再生型颤振算例分析

令 φ 1 = π 2 rad、φ 2 = π 3 rad、φ 3 = π 4 rad，以
（π 18）（10°）增量改变 φ 4、φ 5 的取值，当加工宽度系

数K c = diag ( 2000，2000，2000 )、V=diag（2/3，2/3，
1/3）时，便可由式（26）计算出每个姿态下 3 个自

由度所对应运动方向的极限加工宽度 bx、by、bz。
假设 3个自由度所对应运动方向的进给深度为 hx、
hy、hz，并将进给深度 H用矩阵形式表达，即 H=
diag ( hx，hy，hz )。为了方便判断机器人系统是否发

生再生型颤振，定义综合极限加工宽度 b为极限加

工宽度 B lim 的二范数，即 b= b2
x + b2

y + b2
z ；综合

进给深度 h为 3 个自由度所对应运动方向的进给

深度 H的二范数，即 h= h2
x + h2

y + h2
z ，解耦坐

标系中综合极限加工宽度 b的变化如图 9 所示。
设定该机器人在实际加工过程中的综合进给深度

为 0.3 mm，根据上述分析可知，实际加工宽度小

于综合极限加工宽度的加工姿态，视为不发生再

生型颤振的姿态。对应不发生再生型颤振时机器

人作业姿态所对应的 φ 4、φ 5 的取值如图 10 所示，

图 10 中红色矩形框内的空洞表示发生再生型颤

振的机器人加工姿态所对应的 φ 4、φ 5 的取值。

4.2.2　振型耦合型颤振算例分析

本文所加工工件为汽车轮毂，其刚度通常在

1000~1200 N/mm，考虑机器人加工系统时变特

性及作业刀具形变和工件加工形变等综合影响，
设置正比系数矩阵 Q= diag ( 2000， 2000， 2000 )，
当 φ 1 = π 2 rad、φ 2 = π 3 rad、φ 3 = π 4 rad 时，以

（π 18）（10°）增量改变 φ 4、φ 5 的取值。将计算得到

的机器人系统动力学参数代入式（31）中并求解其

特征方程的根 λ  i，特征根 λ  i 随 φ 4、φ 5 取值变化的

分布情况见图 11。由图 11 可知，特征根 λi随 φ 4、

φ 5 取值存在周期性的变化，这是由于关节 4 和 5
绕各自轴线旋转，当 φ 5 为某个定值，φ 4 取旋转方

向相反且两个旋转角度之和为 2π 时，机器人在实

际运动中处于相同位姿；φ 4 为某个定值时，φ 5 的

取值存在同样情况。

根据 Routh-Hurwitz 稳定判据，将特征方程

的根均有负的实部时对应的机器人加工姿态视为

不发生振型耦合型颤振的姿态。对应不发生振型

耦合型颤振的机器人加工姿态所对应的 φ 4、φ 5 的

取值如图 12 所示，图 12 中红色矩形框内的空洞

表示发生振型耦合型颤振的机器人加工姿态所对

应的 φ 4、φ 5 的取值。

4.2.3　颤振规避与加工姿态选取

从图 10 和图 12 中可以看出，当确定机器人

末端空间位置（即确定关节 1、2、3 所对应转角 φ 1、

图 9　综合极限加工宽度变化

Fig.9　Comprehensive limit machining width variation

图 10　不发生再生型颤振的稳定工作点

Fig.10　Stable operational points without regenerative 
chatter

图 11　特征根值随姿态变化分布

Fig.11　Distribution of feature root values with orientation changes
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φ 2、φ 3 的取值）时，将图 10 和图 12 上的稳定工作点

对应的加工姿态作为加工作业的候选加工姿态，

在实际加工中便可从这些候选加工姿态中进行选

取。选择机器人加工姿态时，应尽量选择稳定工

作点较为密集的区域，这样使得改变加工姿态调

整更加平顺。与此同时，选择图 10 和图 12 重合

区域对应加工姿态，可以同时规避再生型颤振和

振型耦合型颤振。两类颤振都不发生的姿态所对

应 φ 4、φ 5 的取值情况如图 13 所示，可以作为当前

位置下机器人系统不发生颤振对应可选加工姿态

的数据集，机器人每个可达空间位置都可以计算

出相应的可选加工姿态数据集，从而对整个加工

过程中的加工姿态进行规划并规避颤振。图 13
中红色矩形框里面的空洞表示两类颤振都发生的

姿态所对应的 φ 4、φ 5 的取值。

4.3　机器人模态解耦颤振规避对比

机器人末端执行器前 3 个关节处于 φ 1 = 90°、
φ 2 = 60°、φ 3 = 45° 位置，在解耦与未解耦情况下，

对应的再生型颤振综合极限加工宽度 b见图 14，
并统计极限加工宽度 b处于 0~1 mm 对应的加工

姿态数量，如图 15 所示；振型耦合型颤振所对应

的可选加工姿态分布如图 16 所示。由图 14 可知，
在该空间位置下，同一姿态序列所对应的解耦与

未解耦的综合极限加工宽度重合率较低。由图

15 可知，在综合极限加工宽度为 0~1 mm 范围

内，解耦形式和未解耦形式的综合极限加工宽度

大部分都分布在 0.2~0.6 mm 处，其中解耦形式

的综合极限加工宽度分布在 0.2~0.4 mm 处的加

工姿态数量为 1886 个，占比 36.3%，分布在 0.4~
0.6mm 处 的 加 工 姿 态 数 量 为 3067 个 ，占 比

59.1%；未解耦形式的综合极限加工宽度分布在

0.2~0.4 mm 处的加工姿态数量为 3949 个，占比

74.1%，分布在 0.4~0.6mm 处的加工姿态数量为

1040 个，占比 19.5%。机器人末端执行器在前 3
个关节位于 φ 1 = 90°、φ 2 = 60°、φ 3 = 45° 位置下不

同综合进给深度时，不发生再生型颤振的可选择

加工姿态数量如图 16 所示。

图 12　不发生振型耦合型颤振的稳定工作点

Fig.12　Stable operating point without coupled chatter

图 16　不同综合进给深度下不发生再生型颤振

可选姿态数量

Fig.16　Number of optional orientations without 
regenerative chatter at different comprehensive feed 

depths

图 15　极限加工宽度统计

Fig.15　Statistics of limit machining width

图 14　极限加工宽度分布

Fig.14　Limit machining width distribution

图 13　两类颤振都不发生的稳定工作点

Fig.13　Stable operating point where neither type of 
chatter occurs
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由图 15 和图 16 可知，采用未解耦形式进行再

生型颤振规避，会导致某些稳定加工姿态被误认

为是不稳定加工姿态，或者将某些不稳定姿态误

认 为 是 稳 定 姿 态 。 例 如 ，当 综 合 进 给 深 度 为

0.5 mm，此时需要保证所选机器人加工姿态对应

的综合进给深度小于极限加工宽度，当机器人加

工姿态对应的极限加工宽度小于综合进给深度

0.5 mm 时，该加工姿态为颤振姿态。由图 16 可

知，采用解耦形式分析且综合进给深度 0.5 mm 小

于极限加工宽度的可选加工姿态为 1271 个；而采

用未解耦形式进行再生型颤振分析且综合进给深

度 0.5 mm 小于极限加工宽度的可选加工姿态为

661 个。该情况下，采用未解耦形式的再生型颤

振分析会导致较多的非颤振姿态被认为是颤振姿

态而无法选取，降低了加工姿态规划的可选范

围。当综合进给深度为 0.6 mm 时，采用解耦形式

所得可选加工姿态为 221 个，而采用未解耦形式

进行再生型颤振分析所得可选加工姿态为 341
个，前者比后者减少的加工姿态相对应的极限加

工宽度均小于 0.6 mm，因此，这些加工姿态实际

为颤振姿态。如果实际的颤振姿态被误当成稳定

姿态、且被错误选择为加工姿态，将引起再生型颤

振风险，影响机器人系统的稳定性。

当机器人末端执行器在前 3 个关节位于相同

位置下，针对振型耦合型颤振规避的可选择加工

姿态数量如图 17 所示，与之对应，解耦和未解耦

形式颤振姿态数量都为 154 个。对应机器人系统

的特征方程的根中有一个或多个根具有正实部所

对应的加工姿态，即认为系统发生振型耦合型颤

振所对应的被判定为颤振姿态的加工姿态，占全

部可达加工姿态的 2.9%。由图 17 可知，该确定

空间位置下，机器人模态解耦与未解耦情况下，不

发生振型耦合型颤振的可选加工姿态完全重合，

表明在进行振型耦合型颤振稳定性分析时，解耦

与未解耦情况的求解结果一致。同时发现，在其

他确定空间位置下的振型耦合型颤振稳定性，解
耦与未解耦情况的求解结果仍一致。未解耦情况

振型耦合型颤振稳定性判据的计算过程考虑了机

器人动力学参数的耦合作用，对应解耦与未解耦

情况的求解结果一致，表明所采用动力学模态解

耦方法不会造成机器人动力学信息的缺失，验证

了机器人动力学模态解耦的正确性。

5 实验验证

5.1　机器人空载状态下锤击实验

在图 18 所示的 3T2R 构型高灵巧性机器人实

验平台［11］开展颤振姿态与稳定姿态的机器人空载

状态下锤击实验，验证所提动力学模态解耦的工

业机器人加工颤振规避方法的有效性。实验中机

器人振动信号测量系统由振动加速度传感器

YD621-2 和振动采集系统 VK701H+构成，采样

频率 f为 1000 Hz；激振采用力锤 74002。如图 18
所示，将加速度传感器安装在靠近末端执行器的

连杆上，以一定的时间间隔使用力锤锤击末端执

行器以产生周期性的激振力，采集力信号和加速

度振动信号，并对所采集信号进行后处理，得到频

率响应函数曲线。

依据前述机器人颤振算例稳定性分析，将实

验的机器人可达加工姿态分为稳定姿态和颤振姿

态，在保证机器人末端空间位置不变的情况下，选
择颤振算例分析中计算得到的 3 个稳定姿态与 3
个颤振姿态，如图 19 所示，以稳定姿态 1 和颤振姿

态 1 为例进行锤击实验。采集到的振动加速度信

号与激振力信号如图 20 所示，对振动加速度信号

与激振力信号进行频域分析，得到稳定姿态 1 与

颤振姿态 1 对应的频率响应函数曲线，如图 21 所

示。3 组稳定姿态和 3 组颤振姿态锤击实验对应

频率响应函数的幅值和均值的实验结果见表 4。
由图 21 可知，对比稳定姿态 1 和颤振姿态 1

中频域的振动响应值，稳定姿态 1 对应频率响应

图 17　不发生振型耦合型颤振的可选姿态

Fig.17　Optional orientations without coupled chatter

图 18　机器人锤击实验平台

Fig.18　Robot hammering experiment platform
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函数的幅值为 4.839g，均值为 0.064g，而颤振姿态

1 对应频率响应函数的幅值为 77.063g，均值为

1.176g；与颤振姿态 1 相比，稳定姿态 1 的幅值和

均值分别减小了 93.7% 和 94.5%。
由表 4 实验结果可知，稳定姿态的频率响应

函数的幅值和均值均小于颤振姿态，3 个稳定姿

态的频率响应幅值和频率响应均值的平均值分别

为 4.758 g和 0.378 g；相应的 3 个颤振姿态对应值

分别为  53.585 g和 1.070 g；前者与后者相比，分

别减小了 91.1% 和 64.7%。实验结果表明，颤振

姿态比稳定姿态在特定频率下更易受到外界激励

的影响，从而导致机器人颤振的发生，与颤振算例

稳定性分析中将该加工姿态判定为颤振姿态的结

果相符，验证了所提动力学模态解耦的工业机器

人加工颤振规避方法的有效性。

5.2　机器人实验平台加工实验

为进一步验证颤振规避方法在机器人在加工

状态下的有效性，在相同机器人实验平台开展颤

振姿态与稳定姿态的机器人接触被加工工件下颤

振规避实验，如图 22 所示。实验中机器人振动信

号测量系统由振动加速度传感器 YD621-2和振动

采集系统 VK701H+构成，采样频率为 1000 Hz，
其中加速度传感器安装在靠近末端执行器的连杆

上。选择图 19 所示的稳定姿态和颤振姿态进行

打磨加工作业，以稳定姿态 1 和颤振姿态 1 为例，

实际机器人加工状态下颤振规避实验对应姿态如

图 23 所示。

图 22　机器人加工状态下颤振规避实验平台

Fig.22　Chatter avoidance experimental platform for 
robot machining conditions

图 19　锤击实验的稳定姿态与颤振姿态

Fig.19　Stable and chatter orientations in hammering 
experiments

图 20　机器人锤击实验振动加速度信号与激振力信号

Fig.20　Vibration acceleration signals and excitation 
force signals from a robot impact experiment

图 21　频率响应函数曲线

Fig.21　Frequency response function curve

表 4　锤击实验结果

Tab. 4　Hammering experiment results

姿态种类

稳定姿态 1

稳定姿态 2

稳定姿态 3

颤振姿态 1

颤振姿态 2

颤振姿态 3

姿态取值/rad

φ4 = 0、φ5 = 0

φ4 = 0、φ5 = 11
18 π

φ4 = - 7
18 π、φ5 = 0

φ4 = -π、φ5 = -π

φ4 = - 8
9 π、φ5 = -π

φ4 = - 10
9 π、φ5 = -π

频率响应
幅值/g
4.839

6.581

2.857

77.063

61.471

22.221

频率响应
均值/g
0.064

0.251

0.820

1.176

0.972

1.061
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控制机器人在稳定姿态 1 和颤振姿态 1 进行

打磨加工作业，利用机器人 TwinCAT 控制平台

和振动采集系统采集机器人关节力矩信号和加速

度振动信号，通过机器人雅可比矩阵将机器人关

节力矩映射至末端笛卡儿空间六维力/力矩形式，

机器人加工实验的稳定姿态 1 与颤振姿态 1 所采

集的关节力矩信号如图 24 所示。对所采集信号

进行后处理，得到机器人稳定姿态 1 与颤振姿态 1
实际加工作业时所对应的机器人单位力作用下加

速度信号 a0（称为单位加速度），如图 25 所示。

由图 25 可知，对比稳定姿态 1 和颤振姿态 1
对应的单位加速度，前 2s 机器人未接触被加工工

件，稳定姿态 1 和颤振姿态 1 中单位加速度大小都

在 0.020g/N 附近波动；2~3s 为机器人与被加工

工件接触阶段，该阶段稳定姿态 1 和颤振姿态 1 对

应单位加速度的幅值分别为0.032g/N和0.043g/N，

均值分别为 0.023g/N 和 0.025g/N；3~10s 为机器

人稳定打磨加工工件阶段，该阶段稳定姿态 1 和

颤 振 姿 态 1 对 应 单 位 加 速 度 的 幅 值 分 别 为

0.028g/N 和 0.034g/N，均值分别为 0.018g/N 和

0.022g/N。3 组稳定姿态和 3 组颤振姿态机器人

与被加工工件接触阶段对应单位加速度的幅值和

均值的实验结果见表 5。

由表 5 可知，稳定姿态的机器人与被加工工

件接触阶段对应单位加速度的幅值和均值均小于

颤振姿态，3 个稳定姿态的机器人与被加工工件

接触阶段对应单位加速度的幅值和均值的平均值

分别为 0.026g/N 和 0.019g/N；相应的 3 个颤振姿

态对应值分别为 0.061g/N 和 0.046g/N。实验结

果表明，在单位力作用情况下，颤振姿态比稳定姿

态会产生更大的加速度，从而导致机器人颤振的

发生，与颤振算例稳定性分析中将该加工姿态判

定为颤振姿态的结果相符，进一步验证了所提方

法的有效性。

5.3　颤振稳定性判据正确性验证

因机器人加工过程中无法始终保持设置的加

工工况严格一致，且在实际加工过程中无法实时

计算两类颤振的稳定性判据，在颤振稳定性判据

计算中，忽略机器人加工过程中加工工况的实时

变动。将表 5 所示稳定姿态 1 和颤振姿态 1 对应

的机器人系统动力学参数矩阵的值和末端笛卡儿

图 23　机器人加工实验的稳定姿态 1与颤振姿态 1
Fig.23　Stable orientation 1 and chatter orientation 1 in 

robot machining experiments

图 24　稳定姿态与颤振姿态下采集的关节力矩信号

Fig.24　Joint torque signals collected from the stable 
orientation and the chatter orientation

图 25　机器人单位力作用下加速度信号

Fig.25　Acceleration signal under unit force acting on 
robot

表 5　颤振规避实验结果

Tab. 5　Chatter avoidance experiment results

姿态种类

稳定姿态 1

稳定姿态 2

稳定姿态 3

颤振姿态 1

颤振姿态 2

颤振姿态 3

姿态取值/rad

φ4 = 0、φ5 = 0

φ4 = 0、φ5 = 11
18 π

φ4 = - 7
18 π、φ5 = 0

φ4 = -π、φ5 = -π

φ4 = - 8
9 π、φ5 = -π

φ4 = - 10
9 π、φ5 = -π

单位加速度
幅值

0.032g/N

0.029g/N

0.018g/N

0.043g/N

0.093g/N

0.047g/N

单位加速度
均值

0.023g/N

0.010g/N

0.024g/N

0.025g/N

0.086g/N

0.026g/N
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空间六维力/力矩代入式（28）和式（31），机器人加

工实验稳定姿态和颤振姿态所对应综合极限打磨

宽度分别为 4.6 mm 和 3.1 mm，机器人加工实验

所设置的打磨宽度为 1 mm，所设置打磨宽度小于

综合极限打磨宽度，两姿态下机器人均不发生再

生型颤振；机器人加工实验稳定姿态对应动力学

微分方程系统特征方程的根的实部分别为 λ1 =
-33.9、λ2 = -0.002、λ3 = -0.007，均 为 负 的 实

部，该姿态下机器人不发生振型耦合型颤振；机器

人加工实验颤振姿态对应动力学微分方程系统特

征 方 程 的 根 的 实 部 分 别 为 λ1 = -33.9、λ2 =
-0.015、λ3 = 0.023，λ3 为正的实部，该姿态下机

器人发生振型耦合型颤振。
上述稳定性判据计算结果表明，颤振姿态下

机器人加工过程中发生了颤振，与机器人加工实

验中在单位力作用情况下，颤振姿态比稳定姿态

会产生更大的加速度，从而导致机器人颤振发生

的实验结果相符，验证了所提方法的再生型颤振

和振型耦合型颤振的稳定性判据的正确性。

6 结论

1）针对工业机器人加工作业中的颤振规避问

题，提出一种动力学模态解耦的工业机器人加工

颤振规避方法。建立工业机器人加工姿态与机器

人系统动力学模型参数的映射关系，对机器人动

力学微分方程进行模态解耦，降低机器人颤振稳

定性分析的复杂程度；确定了机器人颤振问题的

主方向，从而可以针对性地对主方向的颤振进行

规避；开展再生型颤振和振型耦合型颤振稳定性

分析，获得两类颤振的稳定性判据。所提方法可

以单一规避再生型颤振或振型耦合型颤振，也可

以同时规避这两类颤振，为实现工业机器人加工

颤振规避及机器人加工姿态选取提供了一种实现

途径。
2）通过机器人颤振算例稳定性分析，验证了

机器人动力学微分方程模态解耦方法的有效性。
与未解耦形式相比，采用解耦形式的再生型颤振

稳定性分析，可更准确地判定稳定姿态或颤振姿

态，减小误判风险；对于振型耦合型颤振稳定性分

析，解耦和未解耦形式的颤振姿态数量相同，且解

耦和未解耦形式对应的不发生振型耦合型颤振的

稳定姿态完全重合，验证了解耦过程的正确性。
机器人动力学微分方程模态解耦方法可以有效判

定加工作业姿态中的稳定姿态与颤振姿态，为机

器人加工颤振规避提供了一种理论分析方式。

3）在机器人实验平台开展颤振姿态与稳定姿

态的机器人锤击实验和机器人加工状态下的颤振

规避实验，验证了所提动力学模态解耦的工业机

器人加工颤振规避方法的有效性。
4）在机器人加工作业颤振规避的基础上，后

续将进一步研究机器人加工颤振识别，以及机器

人作业刚度优化和形变误差补偿，综合减小机器

人加工作业过程中的末端形变，提高机器人的加

工精度。
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