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含间隙空间并联机构刚柔耦合动力学分析与试验
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摘要：为 了 精 确 预 测 空 间 并 联 机 构 在 运 动 副 间 隙 与 构 件 弹 性 共 同 作 用 下 的 动 力 学 特 性，以

3-RRPaR 空间并联机构为研究对象，建立了含间隙机构刚柔耦合动力学模型，并采用四阶龙格-库塔法

和广义-α算法对动力学模型进行求解；对比分析了含间隙刚体动力学模型与含间隙刚柔耦合动力学模

型的动平台位移、速度和加速度等动态输出响应，并搭建试验平台验证了动力学分析结果的正确性。研

究结果表明，构件的弹性变形会加剧机构的速度和加速度波动，间隙值的增大会导致动态输出响应的波

动增大。
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Rigid-Flexible Coupling Dynamics Analyses and Experiments of Spatial 
Parallel Mechanisms with Clearances
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Shandong， 266590

Abstract： In order to accurately predict the dynamics characteristics of the spatial parallel mechanisms 
under the combined action of joint clearances and component elasticity， a 3-RRPaR spatial parallel mecha⁃
nism was taken as the research object， and rigid-flexible coupling dynamics model of the mechanisms was 
established with clearances.  The fourth-order Runge-Kutta method and the generalized α algorithm were 
used to solve the dynamics model.  The dynamic output responses such as displacement， velocity and accel⁃
eration of the moving platform of rigid body dynamics model with clearances and the rigid-flexible coupling 
dynamics model with clearances were compared and analyzed.  An experimental platform was built to verify 
the correctness of the dynamics analysis results.  The results show that the elastic deformations of the com ⁃
ponents may aggravate the velocity and acceleration fluctuation of the mechanisms， and the increase of the 
clearance values may lead to the increase of fluctuation of dynamic output response.

Key words： spatial parallel mechanism； motion pair clearance； rigid-flexible coupling； dynamics char⁃
acteristics

0 引言

相较于传统的串联机构平台，空间并联机构

因其结构紧凑、刚度和稳定性高、动态响应灵敏等

特点［1-2］被广泛应用于各个领域当中，伴随着技术

的不断进步，人们对其精度的要求也越来越高。

空间并联机构是典型的并联多体系统，通过运动

副实现运动与动力的多向传递。然而，运动副间

隙在装配以及制造中是不可避免的，运动过程当

中运动副间隙会引发构件之间的碰撞、摩擦等现

象［3-4］。同时，运动和力在传递的过程中伴随着构

件 的 弹 性 变 形 ，会 进 一 步 影 响 机 构 动 力 学 特

性［5-6］。因此，对含运动副间隙刚柔耦合动力学模

型的动力学响应展开分析，对预测机构的动力学

特性具有重要的意义。
运动副间隙和构件弹性变形是影响机构动态

特性的重要因素，目前国内外大多数动力学研究

侧重于独立分析运动副间隙或柔性构件对平面机

构以及空间串联机构动力学特性的影响，对空间

并联机构的研究较少，而同时考虑两者对空间并

联机构动力学特性的研究则更为稀少。JAVAN⁃
FAR 等［7］以平面四连杆机构为研究对象，建立了

含间隙的动力学模型，研究了摩擦模型对表面碰

撞时的影响。BAI 等［8］以平面曲柄滑块机构为研

究对象，研究了混合间隙对平面机械系统动力学

响应的影响。CHEN 等［9］建立了一种平面九连杆

机构的含间隙刚柔耦合动力学模型并分析了各个
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参数对动力学特性的影响。 JING 等［10］以一种含

球铰的空间四杆机构为研究对象，研究了间隙数

量对机构动力学特性的影响。陈国强等［11］采用 3
种不同的关节摩擦模型，基于牛顿-欧拉法建立了

3-PRS 并联机构动力学模型。WANG 等［12］基于

绝对节点坐标法与拉格朗日乘子法建立了空间曲

柄滑块机构的刚柔耦合动力学模型，并分析了弹

性模量对运动精度的影响。刘凉等［13］基于自然坐

标法与绝对节点坐标法建立了刚柔耦合动力学模

型，分析了动平台变形状态及其对系统动力学特

性的影响。GUO 等［14］建立了考虑间隙的一种五自

由度机器人刚柔耦合动力学模型，分析了运动副间

隙与构件弹性对机构动力学特性的影响。
综上所述，国内外学者对间隙以及构件弹性

的研究大都侧重于以平面机构或简单的空间机构

为研究对象，研究间隙或者构件弹性单独对机构

动力学特性的影响，同时考虑两者对复杂空间机

构 动 力 学 特 性 影 响 的 研 究 较 少 。 本 文 以

3-RRPaR 空间并联机构为研究对象，建立了同时

考虑运动副间隙与构件弹性的含间隙刚柔耦合动

力学模型，通过数值求解与试验验证相结合的方

法，分析并验证了运动副间隙与构件弹性共同作

用下动平台的动力学响应特性。

1 含间隙 3-RRPaR 空间并联机构刚柔耦

合动力学建模

1.1　干摩擦转动副间隙建模

干摩擦间隙简化模型如图 1 所示。O s、O t 和

R s、R t 分别为轴承与轴的中心和半径，E为偏心矢

量，可表示为

E= r s - r t （1）
式中：r s 为轴套的中心在全局坐标下的位置矢量；r t 为轴

的中心在全局坐标下的位置矢量。

δR 表示径向嵌入深度，表达式为

δR = E- ck （2）
式中：ck为间隙值。

利用 Lancarani-Nikravesh 模型［15］建立法向碰

撞力模型，该模型能更准确地模拟间隙接触中的

碰撞-分离过程及速度相关恢复行为，考虑了由碰

撞产生的能量损耗、局部变形等情况，可表示为
FN =

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

4δ nR
3( σ s + σ t )

[ 1 + 3( 1 - c2
e ) δ̇R

4δ̇R0

] ( R sR t

R s - R t
)     δR ≥ 0

                                            0                                              δR < 0  
（3）

σk = 1 - νk
Ek

           k= s，t （4）

式中：δ̇R0 为初始碰撞速度；δ̇R 为碰撞速度；ce、n为恢复系

数和修正系数；Ek为弹性模量；νk为泊松比。

采用修正的 Coulomb 摩擦力模型［16］建立切

向摩擦力模型，该模型引入动态修正系数，解决数

值积分不稳定的问题，可表示为

FT =

ì

í

î

ï
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ï
ï
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ï
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                         0                                |v t | < vS

-sgn ( v t ) c f
|v t | - vS

vD - vS
FN     vS ≤ |v t | ≤ vD

           -sgn ( v t ) c fFN                  |v t | > vD

（5）

式中：c f、cD 分别为摩擦因数和动态修正系数；vD、vS 分别

为动摩擦和静摩擦速度极限值。

干摩擦间隙对轴套产生的接触力为

F= FNb+ FT t （6）
式中：b为沿接触面法向方向的单位方向向量；t为与相对

滑动方向相反的单位方向向量。

1.2　空间梁单元模型

采用基于 ANCF 方法［17-18］的三维二节点梁单

元对柔性构件进行离散化处理。节点 Q和 H分

别位于梁单元的两个端面中心，分别在两个节点

处建立方向矢量，并保证两两垂直，rH 和 rQ 分别

表示节点 H和节点 Q在定坐标系下的位置矢量，

三维二节点梁单元模型如图 2 所示。

任意的节点均采用 12 个广义坐标表示，因此

一个梁单元共有 24 个广义坐标，坐标表示为

ψ= ( rH，rHx，rHy，rHz，rQ，rQx，rQy，rQz )T （7）
式中：rHx为 rH在 x方向上的偏导数矢量；其余向量定义相

同，不再赘述。

形函数表达式为

σ= [ σ1，σ2，σ3，σ4，σ5，σ6，σ7，σ8 ]⊗ I3 （8）

图 1　干摩擦间隙模型

Fig.1　Model of dry clearance

图 2　三维二节点梁单元模型

Fig. 2　Three-dimensional two-node beam element 
model
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σ1 = 1 - 3ω2 + 2ω3        σ2 = ls (ω- 2ω2 + ω3 )
σ3 = ls ( ξ- ωξ )      σ4 = ls ( ζ- ωζ )      σ5 = 3ω2 - 2ω3

σ6 = ls (-ω2 + ω3 )      σ7 = lsωξ        σ8 = lsωζ
 （9）

式中：“⊗”表示克罗内克积；I3 为三阶单位矩阵；ω= x/ls，

ξ= y/ls，ζ= z/ls，ls 为梁单元变形前的长度。

综上所述，三维二节点梁单元的位移场为

w r =[ X  Y  Z ]T = σψ （10）

将三维二节点梁单元的位移场矩阵对时间求

一阶导数：
v r = σψ ' （11）

式中：ψ '为梁单元广义坐标对时间求一阶导数。

梁单元模型的动能表达式为

T e = 1
2 ∫ V r ρv r

Tv r dV r = 1
2 ∫ V r ρ (ψ ' )TσTσψ 'dV r =

1
2 (ψ ' )TM rψ '                                           （12）

式中：ρ为梁的密度；V r 为梁的体积。

梁单元的质量矩阵M r 可以表示为

M r = ρ∫ V rσ
TσdV r （13）

由虚功原理可以得到系统的广义外力表达

式为

Q r = σTFw （14）
式中：Fw 为梁单元上任意一点w所受的力。

梁单元受到的重力为

Q z = ρV r g ( 0，0，- 1
2 ，0，0，- ls

12 ，0，0，0，0，0，0，0，0，

- 1
2 ，0，0， ls

12 ，0，0，0，0，0，0 )T （15）

式中：g为重力加速度。

基于连续介质力学，拉格朗日应变张量如下：

ε r = 1
2
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ψTσ4ψ ψTσ2ψ- 1 ψTσ6ψ

ψTσ5ψ ψTσ6ψ ψTσ3ψ- 1
（16）

其中，σi     ( i= 1，2，…，6 )的取值为
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σ1 = ∑
a= 1

3

σT
a，xσa，x          σ2 = ∑

a= 1

3

σT
a，yσa，y

σ3 = ∑
a= 1

3

σT
a，zσa，z          σ4 = ∑

a= 1

3

σT
a，xσa，y

σ5 = ∑
a= 1

3

σT
a，xσa，z          σ6 = ∑

a= 1

3

σT
a，yσa，z

（17）

式中：σa，x = ∂σa/∂x，其余变量描述定义相同，不再赘述；σa
为形函数矩阵 σ的第 a行。

进一步求得梁单元的弹性力表达式：

F r = -[ λ+ 2G
2 ∑

i= 1

3 ∫V r
( )σT

，iσ，iψψTσT
，iσ，i - σT

，iσ，i dV r +

λ
2 ∑
i= 1

3

∑
j= 1
i≠ j

3 ∫V r

( σT
，iσ，iψψTσT

，jσ，j - σT
，iσ，i ) dV r +

G∑
i= 1

3

∑
j= 1
i≠ j

3 ∫V r
( )σT

，iσ，jeeTσT
，iσ，j dV r ] ψ （18）

式中：σ，1 = ∂σ/∂x，σ，2 = ∂σ/∂y，σ，3 = ∂σ/∂z；λ、G为 Lamé
常数。

1.3　含间隙 3-RRPaR 空间并联机构刚柔耦合动

力学模型

3-RRPaR空间并联机构结构见图 3。3-RRPaR
并联机构由 3 条构造相同的运动支链和末端执行

器组成，末端执行器可以完成 X、Y、Z 3 个方向的

平动，可用于高速分拣、组装等领域。

考虑 3 条平行四边形支链的 6 条长杆的构件

弹性与动平台 R1与 R3处的径向转动副间隙，建立

含间隙 3-RRPaR 空间并联机构刚柔耦合动力学

模型。
1.3.1　含间隙 3-RRPaR 空间并联机构刚体动力

学建模

采用笛卡儿坐标系对构件位姿进行描述，因
此系统广义坐标可以表示为

q=[ q1   q2   ⋅ ⋅ ⋅   q16 ]T （19）
式中：q i =[ xi    yi    zi    αi    βi    γi ]，[ xi    yi    zi ]T 表示位置

坐标，[ αi    βi    γi ]Τ 表示活动构件相对于定坐标系的位姿。

3-RRPaR 空间并联机构中的运动副均为转动

副，转动副仅能围绕轴线转动，仅具有一个自由

度，该并联机构中第 i个转动副约束方程可以表示为

Φ i
R ( q )=

é

ë

ê

ê
ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úrOx + A j r 'Oj - rOy - A b r 'Ob
bΤ
y jx
bΤ
z jx

= 05 × 1 （20）

式中：rOx、rOy分别为轴和轴套所在构件质心在定坐标系下

的位置向量；r 'Oj、r 'Ob分别为轴线中点在轴和轴套所在构件

局部坐标系中的位置向量；矢量 jx与旋转轴线重合，且垂

直于矢量 by和 bz；Aj、Ab分别为轴和轴套所在构件质心坐

标系相对于全局坐标系的转换矩阵。

径向间隙的存在使得运动副的径向几何约束

失效，仅受到力的相互作用，因此，间隙处的径向

约束方程应该去除。机构的约束方程可表示为

Φ ( q，t )=[ Φ 1
R   …   Φ 15

R    ΦD1
R    ΦD2

R    ΦD3
R ]= 092 × 1     （21）

式中：Φ i
R为各个转动副处的约束方程；ΦDi

R 为主动臂的驱

动约束方程。

图 3　3-RRPaR空间并联机构结构图

Fig.3　Structure diagram of 3-RRPaR spatial parallel 
mechanism
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将式（21）对时间求一阶偏导，得到 3-RRPaR
并联机构速度约束方程：

Φ q q̇= -Φ̇≡ v92 × 1 （22）
式中：Φ q为刚体约束方程的雅可比矩阵；q̇为广义速度矢

量；Φ̇为约束方程对时间的偏导。

3-RRPaR 并联机构加速度约束方程如下：
Φ q q̈ = -(Φ q q̇ )q q̇- 2Φ̇ q q̇- Φ̈≡ η （23）

式中：q̈为广义加速度矢量；Φ̇ q为刚体约束方程的雅可比

矩阵对时间的偏导；Φ̈为约束方程对时间的二次偏导；η

为加速度约束方程。

则质心坐标下构件 i对应的质量矩阵为

M i = diag (mi，mi，mi，Ixi，Iyi，Izi ) （24）
式中：mi 为构件 i的质量；Ixi、Iyi、Izi为构件各个轴上的转动

惯量。

则系统整体质量矩阵为

M= diag ( M R
1 ，M R

2 ，…，M R
16 ) （25）

仅考虑系统重力的广义力矢量 Q 可以表

示为

Q=[Q 1   Q 2   …   Q 16 ]T （26）
Q i =[ mi g   0   0   0   0   0 ]

考虑转动副间隙的 3-RRPaR 空间并联机构

广义力矢量Q可表示为

Q=[Q 1  Q 2  Q 3  Q 4  Q 5 + Q 5r … Q 16 + Q 16r ]T （27）
Q ir =[( F i )Τ  ( M i )T ]

式中：F i 为转动副间隙对于构件的接触力；M i 为转动副

间隙对构件质心的转矩。

采用 Baumgarte 违约参数对动力学方程进行

修正：

é
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êêêê

ù
û
úúúúM ΦΤ

q

Φ q 0
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú
q̈

λ
=
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úQ

η- 2αΦ̇- β 2Φ
（28）

式中：λ为拉格朗日乘子；α、β为违约参数。

1.3.2　含间隙 3-RRPaR 空间并联机构刚柔耦合

动力学建模

对机构驱动臂选用质心坐标法描述，其余刚

性构件使用自然坐标法（NCF）对其进行描述，柔
性构件使用绝对节点坐标法（ANCF）进行描述，
系统的广义坐标为

q r =[( q r
1 )T  ( q r

2 )T⋯( q r
16 )T ]T （29）

对于采用 NCF 法描述的刚性构件，其广义坐

标为 q r
i =[ r T

ui  r T
di ]T ( i= 2，5，7，10，12，15 )，其中 rui

和 rdi 分别表示杆件两端的位置矢量。对于三角

形动平台，其广义坐标为 q r
16 = ( r T

a16，r T
b16，r T

c16 )T，其

中 r T
a16，r T

b16，r T
c16 分别表示三角板 3 个顶点在定坐标

系中的位置矢量。
以支链 1 为例介绍含间隙刚柔耦合系统的约

束方程建立过程，支链 1 结构如图 4 所示。
驱动臂的约束方程为

     ϕ r
r1 =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úr1 + R 1 (- l11

2 ，0，0 )T -( a，0，0 )T

α1

γ1

= 05 × 1    （30）

式中：r1 为驱动臂质心在定坐标系下的位置矢量；R 1 为驱

动臂 1 的转换矩阵；α1、γ1 分别为驱动臂 1 相对定坐标系 X

轴和Y轴的转角。

平行四边形支链的约束方程为
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ϕ r
2 = r1 + R 1 ( l11

2 ，0，0 )T +( 0，- lsh

2 ，0 )T - r3 = 03 × 1

ϕ r
4 = r3 - r3' = 03 × 1  ϕ r

5 = r4 - r4' = 03 × 1

ϕ r
6 = r5 - r5' = 03 × 1  ϕ r

7 = r6 - r6' = 03 × 1

ϕ r
8 = ( r4 - r3 )T ⋅ ( R1ψ ⋅ ( 0，1，0 )T )= 0

ϕ r
9 = r5 -( r7 +( 0，- lsh

2 ，0 )T )= 03 × 1

ϕ r
10 = r6 -( r7 +( 0，lsh

2 ，0 )T )= 03 × 1

（31）
式中：R1ψ为支链 1 柔性杆上节点处关节坐标系的转换矩

阵；li1为第 i条支链主动臂的杆长；lsh 为平行四边形支链短

杆的杆长；r i、r i'（i=3，4，5，6）分别为转动副处轴套与轴中

心的在定坐标系下的位置矢量。

对动平台与 1、3 号铰链连接的平台 R1、R3 处

考虑径向转动副间隙，故引入转动副间隙处碰撞

产生的偏心矢量 E，动平台约束方程如下：
ü
ý
þ

ïï
ïï

ϕ r
 31 = r7 - E 1 +(-2x4，0，0 )T - r7'' + E 3 = 03 × 1

ϕ r
 32 = r7 - E 1 +(-x4，y5，0 )T - r7' = 03 × 1            

    （32）

式中：Ei为 Ri处转动副间隙的偏心矢量；r7、r7'、r7'' 分别为

动平台与 1、2、3 号支链转动副处，转动轴的中心在定坐标

系下的位置矢量。

机构逆运动学模型采用闭环矢量法进行构

建，驱动臂的驱动角度曲线 fθi ( t )  ( i= 1，2，3 ) 可
以通过逆运动学求得，则机构的驱动约束方程为

ϕ r
qd =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê ù

û

ú

ú
ú
úú
ú

ú

úβ1 - fθ1 ( t )
γ6 - fθ2 ( t )
β11 - fθ3 ( t )

= 03 × 1 （33）

式中：β1 为驱动臂 1 相对于Y轴的角位移；γ6 为驱动臂 2 相

对于 Z轴的角位移；β11 为驱动臂 3 相对于 Z轴的角位移；

fθi ( t )为关于时间的驱动函数。

得到含间隙刚柔耦合并联机构约束方程：
Φ r =[(ϕ r

1 )T  (ϕ r
2 )T  ⋯  (ϕ r

31 )T  (ϕ r
32 )T  (ϕ r

qd )T ]T = 099 × 1   （34）

图 4　支链 1刚柔耦合结构示意图

Fig.4　Branch chain 1 rigid-flexible coupling structure 
diagram
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基于拉格朗日乘子法建立含间隙并联机构刚

柔耦合动力学模型：
ü
ý
þ

M r q̈+(Φ r
q )Τ λ= Q r

Φ r = 0                           
（35）

式中：M r 为机构的质量矩阵；Φ r
q为约束方程的雅可比矩

阵；q̈为广义加速度矩阵；λ为拉格朗日乘子项；Q r 为机构

系统的广义力矢量。

2 含间隙 3-RRPaR 空间并联机构刚柔耦

合动力学分析

2.1　含间隙 3-RRPaR 空间并联机构刚柔耦合动

力学求解

1）导入初始位移 qi和初始速度 q̇ i。

2）在干摩擦间隙刚柔耦合动力学模型中，判
断轴体和轴套之间的相对位置关系，进一步通过

间隙力模型计算转动副间隙处的接触力。
3）基于四阶龙格-库塔法求解对含有转动副间隙

的并联机构的刚体动力学模型进行计算。进一步得

到各个转动副间隙处的偏心矢量Ei与接触力Fx。
4）将步骤 3）中的相关变量代入刚柔耦合动

力学模型中。用广义-α算法进行求解。
5）更新时间变量，将求解后的相关变量引入

干摩擦间隙刚体动力学模型中，重复步骤 1）~
步骤 4）。

在对含间隙刚柔耦合动力学模型进行求解的

过程中用到了广义-α算法和四阶龙格-库塔算法。
在 MATLAB 求解程序当中，刚柔耦合动力学程

序作为主程序，含间隙刚体动力学程序作为子

程序。
2.2　含间隙 3-RRPaR 空间并联机构刚柔耦合动

力学响应分析

含间隙 3-RRPaR 空间并联机构刚柔耦合动

力学模型结构参数如表 1 所示。含间隙 3-RRPaR
空间并联机构刚柔耦合动力学模型间隙参数如表

2 所示。含间隙 3-RRPaR 空间并联机构刚柔耦合

动力学模型柔性构件参数如表 3 所示。

为了更好地验证运动副间隙对于机构动力学特

性的影响，选取圆形轨迹对此机构进行计算分析，角
速度ω设置为 3π rad/s，末端执行器轨迹如下：

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï

X= -0.2 + 0.05cosωt
Y= 0.08 - 0.05sinωt   
Z= -0.54                       

（36）

为深入研究转动副间隙和刚柔耦合对机构动

力学响应的影响，分别建立第 1、3 号铰链连接处

引入径向转动副间隙 0.5 mm、轴向间隙为 0 的刚

体动力学模型以及刚柔耦合动力学模型进行对比

分析。
如图 5 所示，考虑径向转动副 0.5 mm 间隙的

刚体动力学模型下，动平台的位移曲线均与理想

值具有较好的吻合度；动平台在开始的前 0.1 s 内
速度具有较多的波动，在 X方向速度的最大误差

出现在 0.05 s，约为 0.06 m/s，在 Y方向速度的最

大误差出现在 0.05 s，约为 0.07 m/s；动平台加速

度在 0.1 s 之后加速度误差呈周期性，在 X方向的

加速度误差最大值出现在 0.62 s，约为 0.9 m/s²，
在 Y方向的加速度误差最大值出现在 0.62 s，约
为 1.25 m/s²，其加速度误差曲线呈周期性的上下

振荡。
如图 5 所示，在含 0.5 mm 径向转动副间隙刚

柔耦合动力学模型下，动平台的位移曲线均与理

想值具有较好的吻合度；动平台速度在 X方向与

Y方向的最大误差均出现在开始时，约为 0.2 m/s，
0.75 m/s；动平台加速度在 0.4 s 之后加速度变化

趋于稳定，稳定后，它在 X方向的加速度与误差最

大值出现在 0.42 s，为 1.8 m/s²，它在 Y方向的加

速度误差最大值出现在 0.42 s，为 2 m/s²。

表 2　含间隙 3-RRPaR空间并联机构间隙参数

Tab.2　Gap parameters of 3-RRPaR spatial parallel 
mechanism with clearance

参数

修正系数 α，β

恢复系数 ce
轴体半径 Rt/m

弹性模量 Ek/ GPa

数值

5
0.9

0.014

207

参数

泊松比 νk

滑动摩擦系数 cf
轴套半径 Rs/m

极限速度 vS，vD/( m ⋅ s-1 )

数值

0.3
0.05

0.015
0.0001，

0.000 001

表 1　3-RRPaR空间并联机构结构参数

Tab.1　Structural parameters of 3-RRPaR spatial 
parallel mechanism

构件

主动臂

Pa支链短杆

末端执行器

Pa支链长杆

机架

参数

li1长度/mm
lsh长度/mm
x4距离/mm
y5距离/mm
ls长度/mm
x1距离/mm
y2距离/mm
z3距离/mm

值

255
105
60
80

640
100
720
600

表 3　含间隙 3-RRPaR空间并联机构柔性构件参数

Tab.3　Flexible component parameters of 3-RRPaR 
spatial parallel mechanism with clearance

参数

从动臂长杆横截面积
S/mm2

从动臂长杆密度
ρ/( kg·m-3 )
允许误差 tol

数值

16×16

1700

10-7

参数

从动臂长杆弹性模量
E/GPa

谱半径 p

步长 s

数值

116

0.7

0.001
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通过对比两种动力学模型的分析结果可以得

出，间隙所引起的碰撞和摩擦与构件弹性变形的

协同作用会加剧运动过程中的振动现象。
构建含间隙刚柔耦合动力学模型，以研究考

虑构件弹性时不同间隙值对机构动力学响应的影

响，分别求解 0.5 mm 与 0.1 mm 间隙值的刚柔耦

合动力学模型，其动平台动力学输出响应如图 6
所示，可知，0.1 mm 间隙下的位移、速度、加速度

曲线更理想。X方向位移最大误差出现在 0.2 s，
约为 0.2 mm，Y方向位移最大误差出现在 0.3 s，
约为 0.28 mm；在前 0.1 s 内，X、Y方向速度均有

较大波动，最大误差值出现在开始时刻，分别为

0.25，0.75 m/s；0.6 s 时，加速度趋于稳定状态，稳

定后的加速度曲线在 X、Y方向误差的最大值均

出现在 1.07 s，最大值分别为 0.11，0.26 m/s²。相

较于 0.5 mm 间隙下的刚柔耦合动力学模型，
0.1 mm 间隙下动平台的动力学输出响应的位移、
速度和加速度曲线表现更为平稳。间隙值减小

时，构件弹性变形对机构动力学特性的影响愈加

显著。
2.3　含间隙 3-RRPaR 空间并联机构刚柔耦合动

力学试验验证

含间隙 3-RRPaR 并联机构刚柔耦合动力学

响应的试验平台主要由 3-RRPaR 空间并联机构

机械系统、运动控制系统与数据采集与分析系统

组成（图 7）。运动控制系统中由 LabVIEW 编写，

图 5　含间隙刚体与含间隙刚柔耦合动力学模型动力学响应对比图（c=0.5 mm）

Fig.5　Comparison of dynamic response of rigid body with clearances and rigid-flexible coupling dynamic model with 
clearances （c=0.5 mm）
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配合下位机设备实现对机械系统的实时控制。
将末端执行器与平行四边形（Pa）支链之间

的转动副 R1与 R3设计为含间隙的转动副，间隙转

动副的参数如表 4 所示。

通过试验研究不同间隙值与不同运动轨迹下

末端执行机构的加速度响应。为验证不同间隙

值、不同轨迹下动力学模型计算结果的正确性，分
别选取轨迹Ⅰ与轨迹Ⅱ进行试验，轨迹Ⅰ试验验

证选取 0.5 mm 间隙值，轨迹 Ⅱ 试验验证选取

表 4　含间隙转动副参数

Tab.4　Parameters of revolute joint with clearance

运动副元素

轴套

间隙轴销

内径/mm
15

外径/mm
24

14/14.8

长度/mm
50
98

材料

铝合金

钢

图 7　3-RRPaR空间并联机构试验台

Fig.7　3-RRPaR spatial parallel mechanism 
experimental bench

图 6　不同间隙下刚柔耦合动力学模型动力学响应对比图  （c1=0.5 mm，c2=0.1 mm）

Fig.6　Comparison of dynamic response of rigid-flexible coupling dynamic model under different clearances 
（c1=0.5 mm， c2=0.1 mm）
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0.1 mm 间隙值。所选取的末端执行机构的运动

轨迹如表 5 所示。
由于试验平台与动力学模型的加速度在开始

时数值不稳定，故选取 0.5 s 后的周期进行对比分

析。图 8给出了试验结果与动力学模型的动平台加

速度响应对比曲线。由图 8 可知，在轨迹 Ⅰ 的

0.5 mm间隙下，X方向加速度试验与计算结果的最

大值分别为7 m/s2、4.5 m/s2，最小值分别为-6 m/s2、
-5 m/s2，Y方向加速度试验与计算结果的最大值

分别为 5.8 m/s2、4.4 m/s2，最小值分别为-12 m/s2、
-5 m/s2；在轨迹Ⅱ的 0.1 mm 间隙下，X方向加速

度试验与计算结果的最大值分别为3 m/s2、2.6 m/s2，
最小值分别为-3 m/s2、-2.6 m/s2，Y方向加速度试

验与计算结果的最大值分别为 3.6 m/s2、2.6 m/s2，
最小值分别为-4.2 m/s2、-2.6 m/s2。

动力学模型计算结果与试验结果在加速度曲

线的主要波动位置和趋势上具有较高的吻合度，
在不同的轨迹与间隙下的试验结果与动力学模型

计算结果均具有较好的一致性。通过动力学模型

计算结果与试验结果的对比，进一步验证了转动

副间隙与构件的弹性变形对于机构动力学响应稳

定性的影响。试验值与动力学模型计算结果具有

一定的偏差，造成偏差的主要原因为电机运行过

程中的平台振动，此外，试验平台在加工、装配过

程中的误差与传感器的灵敏度误差也对试验结果

造成一定影响。

3 结论

本文建立了含间隙 3-RRPaR 空间并联机构

刚柔耦合动力学模型，利用广义-α算法和四阶龙

格-库塔算法对动力学模型进行求解，分析了运动

副间隙与构件弹性对机构位移、速度、加速度特性

的影响，搭建试验平台验证了计算结果与分析的

正确性。
1）建立了转动副干摩擦间隙模型和空间梁单

元模型，以 3-RRPaR 空间并联机构为研究对象，
基于转动副干摩擦间隙模型与空间梁单元模型建

立了含间隙 3-RRPaR 空间并联机构刚柔耦合动

力学模型。
2）基于四阶龙格-库塔法和广义-α算法求解

了动力学模型，根据动力学模型计算结果对比分

析了含间隙理想刚体下动平台的动力学输出响应

与含间隙构件弹性下的动平台动力学输出响应，
考虑了构件弹性不同间隙下的动平台的动力学输

出响应。
3）动力学模型计算结果与试验结果在加速度

曲线的主要波动位置、波动幅值和趋势上具有较

高的吻合度，在不同的轨迹与间隙下的试验结果

与动力学模型计算结果均具有较好的一致性。试

表 5　3-RRPaR空间并联机构试验运动轨迹

Tab.5　The test trajectory of 3-RRPaR spatial parallel 
mechanism

轨迹Ⅰ/m

X= -0.2 + 0.05cos( 3πt )
Y= 0.08 - 0.05sin ( 3πt )

Z= -0.54

轨迹Ⅱ/m

X= -0.18 + 0.03cos( 3πt )
Y= 0.08 - 0.03sin ( 3πt )

Z= -0.54

图 8　末端执行器加速度响应的试验结果与动力学模型计算结果对比（c1=0.5 mm， c2=0.1 mm）

Fig.8　Comparison of the experimental results of the acceleration response of the end effector with the calculation 
results of the dynamic model （c1=0.5 mm， c2=0.1 mm）
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验验证了动力学模型计算与分析结果的正确性。
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