
第３６卷 第４期 中 国 机 械 工 程 Vol．３６　No．４
２０２５年４月 CHINA MECHANICALENGINEERING pp．８１１Ｇ８２０

全向运动仿生腿运动学及动力学建模与实验
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摘要:介绍了一种新型３自由度串并混联型腿部机构———全向运动仿生腿,并对该腿部机构进行数

学建模.基于全向运动仿生腿的特殊构型和运动形式,提出了一种多方法联合的运动学建模方法,根据

不同部分的特点分别应用旋量法和几何法进行单独运动学建模,再结合影响系数法得到整机运动学模

型.所提方法可以降低从整体的角度进行建模的难度.采用拉格朗日法建立了全向运动仿生腿的动力

学模型.通过仿真及样机实验验证了全向运动仿生腿理论模型的正确性.
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０　引言

腿部机构作为足式机器人核心部件,直接决

定了足式机器人的运动能力.串并混联型腿部机

构兼具串联和并联机构优势,串联部分使机构具

备灵活性好等优点,并联部分则可以保障机构具

有一定的刚性和承载能力[１].
研究人员对串并混联腿机构进行了大量研

究.NIU等[２]提出了一种由２ＧUPS＋U 并联机

构与１R副组成的３自由度串并混联腿,提高了

腿部的刚度.谢兵[３]提出了一种适用于轮足机器

人的由２自由度 RUHU＋RUPR＋UPR＋RUR
并联机 构 和 １R 副 组 成 的 串 并 混 联 腿.GAO
等[４]提出了一种(３ＧRRR)＋１R串并混联腿,降低

了远端转动惯量.FELLER[５]提出了４自由度串

并混联腿,腿部具备更高的集成度.王春臻等[６]

提出了１R＋(２ＧUPU＋２ＧRPR)串并混联腿,在少

驱动的情况下实现了“３＋３”式行走.顾昌利等[７]

提出了２ＧPSSＧPaU串并混联腿,有效实现了驱动

的集中.董晋安[８]提出了(５ＧUPU)＋R串并混联

腿,具备更好的转向性能.此外还有很多具备各

种不同优势的串并混联腿[９Ｇ１０].
串并混联型腿部机构构型的多样性也使腿部

机构更易实现多种功能集成.文献[１１]提出了一

款新型３自由度串并混联型腿部机构———全向运

动仿生腿(bioniclegcapableofomnidirectional
leggedlocomotion,OmnilLeg),它具有驱动固定

集中、足端无伴随转动及全向运动三项特性.全

向运动仿生腿的大腿为双驱耦合机构且内嵌小腿

动力传递机构,小腿为单驱闭环机构,理论建模较

为困难.现有运动学建模方法有很多,包括 DＧH
参数法、矢量法、几何法、影响系数法和旋量法

等[１２Ｇ１４].不同的建模方法有着不同的优劣势,使
用单一的方法直接进行建模的难度较大,因此,如
何联合多种方法快速而精准地建立机构数学模型

是新型腿部机构开发过程中的一个难点.
多方法联合建模的研究较少,ZHONG等[１５]

联合旋量法和 DＧH 法解决了肘关节偏移时机构

旋转角度的计算问题.叶平等[１６]结合旋量法和
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矢量法建立了三分支机器人的运动学模型,规避

了DＧH 法过于复杂的建模过程.刘天华[１７]结合

DＧH 法和矢量法建立了三支链混联机构的位置

逆解方程,方便了误差标定.上述方法均针对性

地解决了单一方法建模时的一些问题,但全向运

动仿生腿的结构形式复杂且运动耦合性强,无法

直接套用上述方法和思路来建立数学模型.
根据全向运动仿生腿具备的特殊构型和运动

形式,本文提出基于机构不同部分的特点分别应

用旋量法和几何法进行单独运动学建模,再结合

影响系数法得到整机运动学模型的多方法联合的

建模方法.

１　全向运动仿生腿机构简述

人类因特殊的腿部关节结构和运动形式而具

备了强大的运动能力,图１所示为人类腿部结构

及人体行走步态.由图１a可以看出,人腿共有７
个活动范围较大的关节,且主要运动平面始终垂

直于X１ 轴.结合图１a和图１b,当腿绕Z０ 轴转

动时,腿的主要运动平面会改变,使腿在多个方向

上具备相同的运动状态和能力,实现全向运动,且
髋部的X０ 轴和Y０ 轴是固定不变的.根据图１c,
为使人体运动稳定,处于支撑期的腿各关节协调

运动使足的姿态不变化,令足与地面和髋部之间

的相对姿态保持不变.笔者从人腿的运动形式中

获得灵感,开发了一款新的串并混联型腿部机

构———全向运动仿生腿[１１].该腿部机构在仅具

有３个自由度的情况下实现了人腿具有的全向运

动及足端姿态不变化的特性,且模拟人大腿的运

动形式使驱动可以集中固定在髋部.

(a)人腿各关节 (b)人腿绕轴Z０ 旋转时的运动状态

(c)人体行走步态

图１　人类腿部结构及人体行走步态

Fig．１　Thehumanlegmechanismandthehuman
walkinggait

如图２所示,全向运动仿生腿由２自由度空间

双平行并联机构A１B１A２B２A３B３(大腿)和１自由

度３ＧRRR空间闭环机构C１D１E１C２D２E２C３D３E３

(小腿,P３R机构)串联组成.大腿绕固定轴X０ 和

固定轴Y０ 进行复合转动时,可等效实现类似人

腿绕Z０ 轴转动的功能,在实现全向运动的同时

可以使腿部驱动固定集中在髋部,且膝关节板在

空间内姿态是不变的;腿部机构小腿为空间闭环

机构,实现腿部在垂直方向上的伸缩运动,大腿和

小腿组合实现足端姿态不变化.本文将文献[１１]
所提出的腿部机构的小腿部分改进为呈环形阵列

的３ＧRRR空间闭环机构,使小腿在空间内运动时

具有更好的各向对称性.

　(a)三维模型　　　　　　(b)机构简图

图２　全向运动仿生腿三维模型

Fig．２　The３DＧmodeloftheOmniLeg

为直观展示全向运动仿生腿的运动特点和优

势,分别给出了它在(M１、M３)和(M１、M２、M３)两
组电机组合驱动下的运动案例,如图３所示.可

以看出全向运动仿生腿具备以下特点和优势:

①足端运动区域呈现出完全的对称;②电机固定

安装在髋关节板上,降低了转动惯量,电机和控制

单元等集中安置,易于防护;③腿部运动时足端无

伴随转动,降低了运动复杂度;④大腿实现了承载

与传动的功能集成;⑤抬腿动作既可以通过大腿

与小腿的组合运动实现,也可以单独通过小腿的

运动实现.

　　(a)M１ 和 M３ 驱动 (b)M１、M２ 和 M３ 驱动

图３　全向运动仿生腿的运动案例

Fig．３　ThemotioncasesoftheOmniLeg
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２　 运动学建模

全向运动仿生腿大腿与小腿的运动是相对独

立的.据此,本文提出对大腿和小腿单独进行运

动学建模再结合影响系数法建立整腿运动学模型

的多方法联合建模法,降低对整体直接进行建模

的难度.删除驱动后全向运动仿生腿腿部机构的

运动简图和各机构的单独运动简图见图４.

(a)整腿无驱动运动简图

　　(b)大腿运动简图 (c)O０A１B１O′０支链简图

　　(d)小腿运动简图 (e)C１D１E１ 支链简图

图４　OmniLeg运动简图

Fig．４　ThemechanismdiagramofOmniLeg

各部分参数名称及符号见表１.设定初始状

态下,整腿与地面垂直且小腿处于完全伸直状态,

α、β及γ均为０.分别在髋关节板、膝关节板和足

端建立笛卡儿坐标系 O０X０Y０Z０、O′０X′０Y′０Z′０、

O″０X″０Y″０Z″０ 与O０FX０FY０FZ０F.轴X０ 与轴Axis２

共线,轴Y０ 与轴Axis１ 共线,轴Z０ 通过右手法则

得到.其余坐标系的建立原则与O０X０Y０Z０ 相

同.初始状态下点O０、点O′０和点O０F 共线.

表１　 全向运动仿生腿各尺寸参数名称及符号

Tab．１　Thenameandsymbolofthedimension

parametersoftheOmniLeg
参数名称 量符号

U副
Ai(i＝１,２,３),
Bi(i＝１,２,３)

AiBi(i＝１,２,３)杆长 L１

U副Ai,Bi 至O０ 的距离 L３

膝关节高度 L５

A２ 绕轴X０ 的转角 α
CiDi(i＝１,２,３)转角 γ

R副
Ci(i＝１,２),Di(i＝１,２),

Ei(i＝１,２)
小腿长度 L２

CiDi(i＝１,２,３)及

DiEi(i＝１,２,３)杆长
L４

小腿长度改变量 ΔL２

A１ 绕轴X０ 的转角 β
U副Ai(i＝１,２,３)与髋关节板

始终平行的转动轴
Axisi(i＝１,２,３)

　　 初始状态下大腿机构的运动简图见图４b,该
部分较为复杂,适宜使用旋量法进行建模.

首先,分析支链O０A１B１O′０,将其转动角依次

设定为θ１i(i＝１,２,３),则各关节轴的单位矢量为

ω１１ ＝ω１４ ＝ [０　１　０]T

ω１２ ＝ω１３ ＝ [１　０　０]T} (１)

在各关节轴上取一点:
q１１ ＝q１２ ＝ [０　L３　０]T

q１３ ＝q１４ ＝ [０　L３　L１]T} (２)

进一步得到各关节运动旋量S＝[ω　ν]T,

ν＝q×ω. 当机构处于初始状态时,在 支 链

O０A１B１O′０中,运动坐标系O′０X′０Y′０Z′０相对于固定

坐标系O０X０Y０Z０ 的位姿为

Μ ＝
Ι３

O０PO′０

０ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

PO′０i ＝ ０ ０ L１[ ] T

ü

þ

ý

ïï

ïï

(３)

式中:O０PO′０ 为点O′０在固定坐标系O０X０Y０Z０ 中的位置

矢量;I３ 为三阶单位矩阵;PO′０i 为初始状态下点O′０ 在固

定坐标系O０X０Y０Z０ 中的位置矢量.

支链O０A１B１O′０的正运动学方程O０T１(包括

姿态与位置)可以通过指数积公式得到:

O０T１ ＝ (∏
４

i＝１
eŜ１iθ１i)􀅰M ＝

O０R１
O０PO′０

０ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

(４)

O０R１ ＝

O０R１１１
O０R１１２

O０R１１３

O０R１２１
O０R１２２

O０R１２３

O０R１３１
O０R１３２

O０R１３３

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

　 O０PO′０ ＝

O０PO′０x

O０PO′０y

O０PO′０z

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

eŜθ ＝
eω̂θ (I－eω̂θ)(ω×ν)＋ωωTνθ
０ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

其中,O０R１ 为运动坐标系O′０X′０Y′０Z′０相对于固定

坐标系O０X０Y０Z０ 的旋转矩阵;eω̂θ 可利用罗德里

格斯公式(Rodrigue􀆳sformula)计算:
􀅰３１８􀅰
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eω̂θ ＝I３ ＋ω̂sinθ＋ω̂２(１－cosθ)

当 腿 部 机 构 处 于 初 始 状 态 时,３ 条 支 链

O０AiBiO′０ (i＝１,２,３)呈绕轴Z０ 的环形排列.
此处引入矩阵１

kR,表示支链O０AiBiO′０(i＝１,２,

３)相对于支链O０A１B１O′０绕轴Z０ 旋转了δ角度,
表示为

１
kR ＝rot(Z０,δ)＝

cosδ sinδ ０
－sinδ cosδ ０

０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(５)

δ＝
π
２

(k－１)　　k＝１,２,３

联立式(１)、式(２)及式(５)可得第k 个支链

各转动关节轴的单位矢量及在轴上取得的点:
ωki ＝１

kRω１i (６)

qki ＝１
kRq１i (７)

i＝１,２,３,４　　k＝１,２,３
据此,可 以 建 立 支 链O０A２B２O′０ 及 支 链

O０A３B３O′０的正运动学方程O０T２、O０T３. 因为三

条支链足端共点,因此有
O０T１ ＝O０T２ ＝O０T３ (８)

整理后得点O′０ 在O０X０Y０Z０ 中的位置与驱

动角β(θ１１)和α(θ２１)之间的关系:
O０PO′０x ＝L１cos(arctan(tanαcosβ))
O０PO′０y ＝ －L１sin(arctan(tanαcosβ))
O０PO′０z ＝L１cosβcos(arctan(tanαcosβ))

ü

þ

ý

ïï

ïï

(９)

图 ４d 为 小 腿 运 动 简 图, 其 三 个 支 链

CiDiEi(i＝１,２)的运动状态完全相同.图４e展

示了支链C１D１E１ 的运动,它与曲柄滑块机构的

运动等效,根据几何关系可以得到支链末端在坐

标系O″０X″０Y″０Z″０内的运动公式:
ΔL２ ＝２L４ －２L４cosγ (１０)

综合大腿和小腿位置正解模型,最终得到腿

部机构足端在固定坐标系O０X０Y０Z０ 中的位置
O０PF 与驱动角β(θ１１)和α(θ２１)之间的关系:

O０PFx ＝
L１sinβ

１＋cos２βtan２α

O０PFy ＝ －
L１cosβtanα
１＋cos２βtan２α

O０PFz ＝
L１cosβ

１＋cos２βtan２α
＋２L４cosγ＋L５

ü

þ

ý

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(１１)

同时也可以得到U副A１ 与A２ 中的非驱动R
副的转角与驱动角β(θ１１)和α(θ２１)之间的关系:

θ１２ ＝arctan(tanαcosβ)

θ２２ ＝arctan(tanβcosα)} (１２)

位置逆解模型由几何法推导.如图５所示,
过点O０ 作垂直于足端面E１E２E３ 的垂线O０O０E,

O０O０E 与面B１B２B３ 交于点O０B.根据三角形正

切与余弦定理即可推得位置逆解模型:

　

α ＝arctan(O０PFy/ L２
１ －(O０P２

Fx ＋O０P２
Fy))

β＝arctan(O０PFx/ L２
１ －(O０P２

Fx ＋O０P２
Fy))

γ ＝arccos(O０PFz －L５ －

　　 L２
１ －(O０P２

Fx ＋O０P２
Fy)/(２L４))

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

(１３)

图５　 几何法位置逆解示意图

Fig．５　Inversepositionsolutionusinggeometricmethod

根据影响系数法,分别求式(１１)中O０PFx、
O０PFy 和O０PFz 关于α、β和γ 的偏导数,得到速度

映射关系模型:

O０νF ＝JvFθ
􀅰
＝

∂O０PFx

∂α
∂O０PFx

∂β
∂O０PFx

∂γ
∂O０PFy

∂α
∂O０PFy

∂β
∂O０PFy

∂γ
∂O０PFz

∂α
∂O０PFz

∂β
∂O０PFz

∂γ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

α􀅰

β
􀅰

γ
􀅰

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

(１４)

式中:JvF 为腿部机构各驱动关节到足端速度之间的关系

矩阵,即一阶影响系数矩阵.

足端在坐标系O０X０Y０Z０ 下的姿态不发生

变化,故其角速度、角加速度均为０.根据影响系

数法,足端的线加速度表达式通过对式(１４)求时

间的导数得到.至此,完成整腿运动学建模.

３　 动力学建模

首先推导腿部各部分的运动学模型,为动力

学建模奠定基础.全向运动仿生腿大腿由三条支

链O０AiBiO′０(i＝１,２,３)组成.以支链O０A１B１O′０

为例介绍建模方法,其运动简图见图６.

图６　 支链O０A１B１O′０运动简图

Fig．６　Themechanismdiagramofthebranch
O０A１B１O′０
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建立各杆件在固定坐标系O０X０Y０Z０ 下的

运动学模型.十字轴CSA１ 的角速度矢量为

O０ωCSA１ ＝ [０ θ
􀅰
１１ ０]T ＝ [０ β

􀅰
０]T (１５)

十字轴质心的线速度为０.十字轴CSB１ 仅

绕轴Y′０转动,故其角速度矢量为

O０ωCSB１ ＝ [０ θ
􀅰
１４ ０]T ＝ [０ －β

􀅰
０]T (１６)

十字轴CSB１ 质心相对于膝关节板的线速度

为０.大腿杆A１B１ 质心与几何中心重合.大腿

杆A１B１ 绕轴AxisA１y 与AxisA１x 转动,其角速度

为U副A１ 的两个转角的角速度θ
􀅰

１１ 和θ
􀅰

１２ 的矢量

和.根据角速度传递关系(叠加原理),可知大腿

杆A１B１ 在坐标系O０A１X０A１Y０A１Z０A１ 内的角速度

矢量为

O０A１ωA１B１ ＝ωθ１１ ＋ωθ１２ ＝rθ１１θ
􀅰
１１ ＋rθ１２θ

􀅰
１２ (１７)

rθ１１ ＝rot(AxisA１y,θ１１)[０ １ ０]T

rθ１２ ＝rot(AxisA１y,θ１１)rot(AxisA１x,θ１２)[１ ０ ０]T} (１８)

式中:rθ１１
、rθ１２ 分别为杆A１B１ 绕轴AxisA１y 和AxisA１x 旋

转 的 关 节 转 角 的 方 向 矢 量;rot(AxisA１y,θ１１)、

rot(AxisA１x ,θ１２)分 别 表 示 杆 A１B１ 绕 轴 AxisA１y 和

AxisA１x 的旋转变换矩阵.

对式(１２)中θ１２ 求全微分,可得θ
􀅰

１１、θ
􀅰

１２ 分别

与全向运动仿生腿三个电机的角速度α
􀅰、β

􀅰
、γ

􀅰
的

关系.已知初始状态下杆件A１B１ 质心在坐标系

O０A１X０A１Y０A１Z０A１ 中的位置矢量为PA１B１ic
,则杆

件做旋转运动后其质心的位置矢量为

　
O０A１PA１B１c ＝O０A１

O０B１RPA１B１ic

O０A１
O０B１R ＝rot(AxisA１y,θ１１)rot(AxisA１x ,θ１２)} (１９)

式中:O０A１O０B１R 为杆件A１B１ 的旋转矩阵.

杆件A１B１ 质心处的线速度矢量为
O０A１vA１B１c ＝O０A１ωA１B１ ×O０A１PA１B１c (２０)

坐标系O０A１X０A１Y０A１Z０A１ 与O０X０Y０Z０ 的姿

态始终相同,故杆件A１B１ 的角速度矢量、质心的

位置矢量和质心的线速度矢量分别为
O０ωA１B１ ＝O０A１ωA１B１

(２１)
O０PA１B１c ＝O０A１PA１B１c＋[０ L３ ０]T (２２)

O０vA１B１c ＝O０A１vA１B１c (２３)

已知杆件A１B１ 质心的线速度矢量,对其求

时间的导数即可得到质心的线加速度.大腿其余

两支链建模方法与上述类似,不再赘述.
如图７所示,小腿传动机构由万向节联轴器

GJ１A４B４UEGJ２ 和锥齿轮组(传动比为１∶１)构成.
杆GJ１A４ 内嵌在髋关节板内,且转动轴始终

与Z０ 同轴,故其角速度矢量及线速度矢量为
O０ωGJ１A４ ＝ [０　０　γ

􀅰]T (２４)
O０vGJ１A４ ＝０ (２５)

根据几何传递关系,杆 GJ１A４、杆 B４UE、

图７　 小腿传动机构运动简图

Fig．７　Themechanismdiagramofthetransmission
mechanismofthelowerleg

UEGJ２、十字轴CSUE 和四个锥齿轮角速度相同.
后四者的质心始终位于自旋转轴上,故相对膝关

节板的线速度为０.
杆A４B４ 的自旋转轴与万向节联轴器主动杆

GJ１A４ 的轴线存在一个变化的角度,不等速特性

复杂,不易解耦.考虑到杆A４B４、十字轴CSA４ 及

十字轴CSB４ 的质量在整腿的质量中占比较小,忽
略不等速特性及耦合运动后,对构建整腿动力学

模型的影响较小,因此,本文忽略上述运动耦合,
视万向节联轴器A４B４UE 由电机M３ 带来的自旋

运动与由电机M１ 和电机 M２ 带来的运动相互独

立,以降低动力学建模难度.
设初始状态下,万向节A４、B４ 与U副A１、B１

方向相同.忽略耦合运动后,十字轴CSA４、CSB４

绕各轴旋转的关节转角的方向矢量始终不变.参

考支链O０A１B１O′０相关分析,可得十字轴CSA４、

CSB４ 的角速度矢量及线速度矢量:
O０ωCSA４ ＝O０ωCSA１ ＋[０　０　γ

􀅰]T ＝ [０　β
􀅰
　γ

􀅰]T (２６)

O０ωCSB４ ＝O０ωCSB１ ＋[０　０　γ
􀅰]T ＝ [０　β

􀅰
　γ

􀅰]T (２７)
O０vCSA４ ＝O０vCSA１ ＝０ (２８)

CSB４ 的线速度和膝关节板一致,后文一并分

析.当杆A４B４ 由电机M１ 和M２ 所带来的运动与

电机M３ 所带来的运动相互独立时,其角速度为
O０ωA４B４ ＝O０ωA１B１ ＋ωγ ＝O０ωA１B１ ＋rγγ

􀅰 (２９)

rγ ＝ [０　０　１]T

忽略电机M３ 带来的运动后,杆A４B４ 的质心

与杆A１B１ 的质心的线速度矢量相同:
O０vA４B４ ＝O０vA１B１

(３０)

已知 初 始 状 态 下 杆 A４B４ 质 心 在 坐 标 系

O０X０Y０Z０ 下的位置矢量PA４B４ic
,则运动后,杆

A４B４ 质心的位置矢量为
O０PA４B４c ＝O０A４

O０B４RPA４B４ic ＝O０A１
O０B１RPA４B４ic

(３１)

其中,O０A４
O０B４R 为杆A４B４ 的旋转矩阵,忽略电机 M３

带来的运动后O０A４
O０B４R＝O０A１

O０B１R.
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已知膝关节板在坐标系O０X０Y０Z０ 下始终

作平移运动,故角速度为０,且内部各点的线速度

均相等,因此膝关节板质心的线速度与点O′０的线

速度一致.
对点O′０位置模型(式(９))求偏导得点O′０ 的

线速度矢量为

O０vO′０ ＝JvO′０􀅰[α􀅰　β
􀅰
　γ

􀅰]T (３２)
式中:JvO′０ 为点O′０的速度雅可比矩阵.

膝关节板及内嵌零件所组成的装配体(简称

“膝 关 节 板 部 件 总 成 ”) 的 质 心 在 坐 标 系

O′０X′０Y′０Z′０ 中的坐标为O′０PAbc.根据几何关系,
膝关节板部件总成的质心位置矢量可表示为

O０PAbc ＝O′０PAbc＋O０PO′０
(３３)

全向 运 动 仿 生 腿 小 腿 由 三 条 支 链 组 成

(CiDiEi(i＝１,２,３)).以支链C１D１E１ 为例介绍

建模方法.如图８所示,在点C１ 处建立固定坐标

系OC１XC１YC１ZC１,ZC１ 与Z′０同向,XC１ 与R副C１

同轴并垂直于支链C１D１E１ 的运动平面向外,YC１

方向根据右手法则得到.在点D１ 处建立运动坐

标系OD１XD１YD１ZD１,ZD１ 沿杆C１D１ 方向向下,

XD１ 与XC１ 同向,YD１ 由右手法则决定.同理,建
立运动坐标系OE１XE１YE１ZE１.

图８　 支链C１D１E１ 运动简图

Fig．８　ThemechanismdiagramofthebranchC１D１E１

首 先, 建 立 各 杆 件 在 固 定 坐 标 系

OC１XC１YC１ZC１ 下的运动学模型.杆C１D１ 的角

速度矢量为
OC１ωC１D１ ＝ωγ ＝rγγ

􀅰 (３４)

已知 杆 C１D１ 的 质 心 初 始 位 置 矢 量 为

PC１D１ic
,则运动后其质心的位置矢量为

OC１PC１D１c ＝OC１
OD１RPC１D１ic

(３５)

式 中:OC１
OD１R 为 坐 标 系 OD１XD１YD１ZD１ 相 对 坐 标 系

OC１XC１YC１ZC１ 的旋转矩阵.

进一步,得杆C１D１ 线速度矢量为
OC１vC１D１c ＝OC１ωC１D１ ×OC１PC１D１c (３６)

杆D１E１ 的角速度矢量为
OC１ωD１E１ ＝ωγ ＋ωφ ＝rγγ

􀅰
＋rφφ

􀅰 (３７)

式中:rφ 为杆D１E１ 在坐标系OD１XD１YD１ZD１ 内的转角方

向矢量.

令 PD１E１ic 为 杆 D１E１ 的 质 心 在 坐 标 系

OD１XD１YD１ZD１ 中的初始坐标,POD１ic 为点OD１ 在

坐标系OC１XC１YC１ZC１ 下的初始位置矢量,均为

已知量.运动后,杆D１E１ 质心位置坐标为
OC１PD１E１c ＝OC１

OD１RPOD１ic＋OC１
OD１PD１E１c (３８)

OC１
OD１PD１E１c ＝OC１

OD１R
OD１
OE１RPD１E１ic

(３９)

式 中:OC１
OD１PD１E１c 为 杆 D１E１ 的 质 心 在 坐 标 系

OD１XD１YD１ZD１ 中的位置矢量于坐标系 OC１XC１YC１ZC１

中的 表 述;OD１
OE１R 为 坐 标 系OE１XE１YE１ZE１ 相 对 坐 标 系

OC１XC１YC１ZC１ 的旋转矩阵.

进一步,得到杆D１E１ 质心的线速度矢量:
OC１vD１E１c ＝ [rγ ×OC１PD１E１c　rφ ×OC１

OD１PD１E１c]􀅰[γ
􀅰
　φ

􀅰]T

(４０)

综合上述,根据传递关系,可知杆C１D１ 在固

定坐标系O０X０Y０Z０ 下的角速度矢量、质心的位

置矢量和质心的线速度矢量分别为
O０ωC１D１ ＝O′０

OC１R
OC１ωC１D１

(４１)
O０PC１D１c ＝O０PO′０ ＋O′０POC１ ＋O′０

OC１R
OC１PC１D１c (４２)

O０vC１D１c ＝O０vO′０ ＋O′０
OC１R

OC１vC１D１c (４３)

式中:O′０POC１ 为点OC１ 在坐标系O′０X′０Y′０Z′０中的位置坐

标,是 一 个 固 定 不 变 的 已 知 坐 标;O′０OC１R 为 坐 标 系

OC１XC１YC１ZC１ 相对坐标系O′０X′０Y′０Z′０的旋转矩阵,为常

数矩阵.

杆D１E１ 同理.在进行动力学建模之前,对
腿部机构进行简化并对一部分条件进行假设:
① 设定机构各部分为密度均匀的绝对刚体;② 忽

略传动机构PLi(i＝１,２)对机构动力学的影响.
建立各杆件动能K∗ 和势能P∗ :

K∗ ＝
１
２ωT

∗I∗cω∗ ＋
１
２m∗vT

∗cv∗c

P∗ ＝m∗gP∗c
} (４４)

式中,下标 ∗ 为杆件名称;I∗c 为杆件绕其质心转动惯量

矩阵;ω∗ 为杆件角速度矢量;v∗c 为杆件质心线速度矢

量;P∗c 为杆件质心位置矢量;m∗ 为杆件质量;g 为重力

加速度.

根据拉格朗日动力学建模法,对腿部机构总

能量求导建立标准拉格朗日动力学公式:

τ＝
d
dt

(∂L(η,η
􀅰)

∂η
􀅰 )－

∂L(η)
∂η

(４５)

进一步,改写为矩阵形式:
τ＝ M(η)η̈＋V(η,η

􀅰)＋G(η)∂L(η)/∂η (４６)

式中:M(η)为惯量矩阵;V(η,η
􀅰)为速度系数矩阵;G(η)

为外力矢量,此处仅为重力矩阵;η、η
􀅰 及η̈ 分别为各电机

角度、角速度和角加速度.

根据虚功原理建立足端输出力F 与电机力

矩τ 之间的关系:
F ＝ (JT

vF)－１τ (４７)
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联立式(４６)、式(４７)得动力学公式:

F ＝ (JT
vF)－１(M(η)η̈＋V(η,η

􀅰)＋G(η)) (４８)

若足端有外力Ff,则上式改写为

Fff ＝F＋Ff (４９)

据此可得到有外力情况下的动力学公式:
τff ＝ (JvF)TFff (５０)

４　 仿真验证与样机实验

通过仿真及实验对运动学和动力学模型进行

验证.腿部机构尺寸参数如表２所示.
表２　 全向运动仿生腿各尺寸参数

Tab．２　ThedimensionparametersoftheOmniLeg
L１ L２ L３ L４

０．１５m ０．０１７~０．１９m ０．０７５m ０．０９５m
L５ α β γ

０．１６０m ０°~６５° ０°~６５° ０°~８５°

　　 首先仿真验证运动学逆解模型,令足端轨迹

按如下轨迹运动:

X(t)＝０．１(０．０６１４４t５ －０．３８４t４ ＋０．６４t３)

　　　　　　　　　　　　　 　 　　　０≤t≤２．５

X(t)＝０．１(０．０６１４４(T－t)５ －０．３８４(T－t)４ ＋
　０．６４(T－t)３) ２．５≤t≤５

Y(t)＝０．１(０．００１９２t５ －０．０２４t４ ＋０．０８t３)

Z(t)＝０．０５(－０．００４０９６t６ ＋０．０６１４４t５ －
　０．３０７２t４ ＋０．５１２t３)

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(５１)

仿真得到足端的位置、速度和加速度变化情况,如
图９所示.然后给定一组驱动函数:

α(t)＝
π
６sin(πt/３)

β(t)＝
π
６sin(πt/３)

γ(t)＝
２５π
１８０sin

(πt/３)

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(５２)

０≤t≤６
仿真得足端位置、速度和加速度变化情况,如图

１０所示.

　　　　(a)足端位移变化 　　　　　　　　(b)足端速度变化 　　　　　　　　　(c)足端加速度变化

图９　 运动学逆解模型仿真验证

Fig．９　Thesimulationverificationofinversekinematicsmodel

　　　　(a)足端位移变化 　　　　　　　　(b)足端速度变化 　　　　　　　　　(c)足端加速度变化

图１０　 运动学正解模型仿真验证

Fig．１０　Thesimulationverificationofpositivekinematicsmodel

　　 计算逆解仿真与理论的位置、速度和加速度

的最 大 误 差 分 别 为 ４２．５μm、７４μm/s 和 １．５
mm/s２,误 差 百 分 比 分 别 为 ０．０４％、０．０９％ 和

１．８％;正解仿真与理论的位置、速度和加速度的

最大误差分别为４５μm、６３μm/s和２．８９mm/s２,
误差百分比分别为０．０５％、０．０８％ 和１．９％,误差

值均较小. 上述证明所建立的运动学模型是正

确的.
接着通过仿真验证动力学模型,设定驱动函

数为式(５２),且０≤t≤２s,在０~１s内向腿部

机构足端施加一个外力Ff＝ [０　－２０　２０]T(N),
在１~２s内无外力,理论和仿真结果分别如图

１１a和图１１b所示,两者误差对比情况如图１１c所

示.计算得电机M１、M２和 M３ 的最大误差分别
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约为２．１mN􀅰m、１．５mN􀅰m和５．２mN􀅰m,误差

百分比分别约为０．１％、０．６％ 和０．２％.误差是忽

略不等速特性及传动机构PLi(i＝１,２)运动造成

的.理论与仿真力矩之间绝对误差较小,相对误

差在１％ 以内,证明所作出假设对动力学建模影

响较小.

　　　　(a)动力学模型理论曲线 　　　(b)动力学模型仿真曲线 　　　　(c)理论与仿真误差变化情况

图１１　 动力学模型仿真验证

Fig．１１　Thesimulationverificationofdynamicmodel

　　上述从仿真的角度证明了本文所建立的全向

运动仿生腿动力学模型是可行的、正确的.下面

通过实验验证所建立数学模型的正确性.如图

１２所示,开发了全向运动仿生腿的原型样机.本

文使用 NOKOV光学动作捕捉系统(图１３)监测

腿部运动,以验证运动学模型.

图１２　原型样机及单腿测试平台

Fig．１２　TheprototypeandthesingleＧlegtestplatform

图１３　NOKOV光学动作捕捉系统

Fig．１３　NOKOVopticalmotioncapturesystem

设定式(５１)为足端位移曲线,实验轨迹如图

１４所示.图１５所示为实验与理论对比结果,可
以看出,位移与速度随时间的变化曲线与理论结

果基本一致,加速度存在一定波动,但整体趋势与

理论一致.计算X、Y、Z 方向上最大位置误差分

别为１．４mm、０．９mm 和１．０mm,误差百分比分

别约为１．４％、１．８％和２％,误差主要由零部件加

工误差及样机装配误差产生.
设定电机运动函数为式(５２),实验轨迹如图

图１４　运动学逆解实验轨迹

Fig．１４　Experimentaltrajectoryoftheinverse
kinematicsmodel

图１５　运动学逆解实验与理论结果对比

Fig．１５　Thecomparisonofexperimentandtheoryofthe
inversekinematicsmodel

１６所示.图１７所示为实验与理论对比结果,可
知,位移与速度随时间变化曲线与理论基本一致,
实验加速度存在一定波动,但趋势与理论一致.
计算 X、Y、Z 方向上最大位置误差分别为２．１
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mm、１．９mm 和１．７mm,误差百分比分别约为

３．０％、２．７％和１．９％,误差主要由电机转动函数

在初始和结束时刻的速度不为零导致.

图１６　运动学正解实验轨迹

Fig．１６　Experimentaltrajectoryofthepositive
kinematicsmodel

图１７　运动学正解实验与理论结果对比

Fig．１７　Thecomparisonofexperimentandtheoryofthe

positivekinematicsmodel

根据上述分析,实验与理论结果误差较小,证
明所建立的运动学模型是正确的.

为验证动力学模型的正确性,搭建单腿运动

平台,见图１８.
令单腿运动平台移动６个迈步周期(３摆动＋

３支撑),足端运动轨迹为

　

X(t)＝Lh(
６t５

T５ －
１５t４

T４ ＋
１０t３

T３
)

Y(t)＝L(６t
５

T５ －
１５t４

T４ ＋
１０t３

T３
)

Z(t)＝ H(－
６４t６

T６ ＋
１９２t５

T５ －
１９２t４

T４ ＋
６４t３

T３
)

ü

þ

ý

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(５３)

运动参数如下:L＝０．１m,H ＝０．０５m(摆动

期),H＝０(支撑期),Lh＝０,T＝１s.利用电机自

带的力矩传感器获取电机力矩变化情况.

图１８　单腿运动平台

Fig．１８　Thesinglelegmotionplatform

图１９所示为单腿运动平台在摆动期和支撑

期时电机力矩理论值对比结果,可以看出,在支撑

期和摆动期的交换时段,理论与实验结果偏差较

大,这是由于力矩传感器的监测滞后性及足端与

地面交互时的振荡所导致的.在非交换时段,各
电机的实际力矩变化曲线基本是沿理论曲线变化

的,且电机 M１、M２ 和 M３ 的扭矩最大误差分别

为０．１N􀅰m、０．１４N􀅰m 和０．３７N􀅰m,电机M２

和M３ 的扭矩误差百分比分别约为６．３％和８．７％
(M１ 电机理论扭矩为０,故不计算误差百分比),
误差值较小(误差主要由机构各杆件之间存在摩

擦所导致).上述分析证明所建立的动力学模型

是正确的.

图１９　动力学验证实验与理论对比

Fig．１９　Thecomparisonofexperimentandtheoryof
thedynamicmodel

５　结论

１)介绍了一种新串并混联型腿部机构———全

向运动仿生腿,它具有驱动固定集中、足端无伴随

转动及全向运动能力三项特性.

２)提出多方法联合的建模方法,即基于不同

部分的特点分别应用旋量法和几何法进行单独建

模,再整合结果并结合影响系数法建立整腿运动

学模型.相对于从整体角度基于单一方法进行建

模,所提出的方法建模难度更小.基于拉格朗日

法建立了动力学模型.

３)基于随机给定的驱动函数、足端轨迹及外

力,仿真验证了所建立的全向运动仿生腿数学模

型的正确性.开发原型样机,通过轨迹追踪实验,
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验证了运动学模型的正确性,通过监测电机力矩

变化情况,验证了动力学模型的正确性.
下一步将研制基于该腿部机构的双足机器

人,并进行运动控制算法的开发工作.
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