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摘要:通过分析对偶四元数与刚体运动、螺旋运动之间的关系并结合指数积公式,得到基于对偶四

元数的末端位姿变换算子;根据牛顿 拉夫森法,将对偶四元数用于求解冗余机器人的逆运动学数值解;
根据对偶四元数的线性插值特点提出一种基于螺旋线性插值的轨迹规划方法.两种冗余机器人验证了

提出的轨迹规划方法能实现笛卡儿空间平滑运动和速度可控,且在求解运动学数值解时,使用对偶四元

数比齐次矩阵具有更好的稳定性和更高的解算速度.
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０　引言

对偶四元数可被视为四元数的扩展,能同时

表达平移和旋转,与齐次矩阵相比,它使用的参数

更少,形式更简洁[１Ｇ４].平移运动和旋转运动是研

究刚体运动的基础.计算机图形学蒙皮算法中,
用对偶四元数表示骨骼的刚体运动具有内存占用

少、计算速度高的特点[５Ｇ６].用对偶四元数表示航

天器位姿能精确、稳定地实现运动控制[７Ｇ８].机器

人运动学中,位姿的表达与刚体运动有关,而对偶

四元数和齐次矩阵表示刚体运动是等效的,但对

偶四元数计算位姿变换的效率更高[９].
旋量理论能以简洁的形式分析机器人的结

构,在机器人运动学和动力学的研究中得到深入

而广泛的应用[１０Ｇ１３],可用李代数表示刚体的螺旋

运动,并通过指数映射将李代数se(３)转换为特

殊欧氏群SE(３).以李代数的指数建立的运动

学建模方法即指数积公式(productofexponenＧ
tials,PoE)简化了建模过程,并将对偶四元数和
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李代数引入机器人运动学领域.对偶四元数与旋

量有紧密联系,三维空间的轴线和速度旋量可用

纯对偶四元数唯一表示[１４Ｇ１５].纯对偶四元数的指

数对应李代数的指数运算,单位对偶四元数的对

数对应特殊欧氏群的对数运算,因而指数积公式

建立的运动学模型可用于对偶四元数的计算.
逆运动学是将笛卡儿尔空间运动轨迹映射到

机器人关节空间.冗余机器人的自由度多于所在

约束空间的自由度,其笛卡儿尔空间到关节空间

的映射有无穷多个结果.使用数值法求解冗余机

器人逆运动学问题是一种常用方法,而对偶四元

数的应用有助于提高解算速度.数值法由牛顿

拉夫森法扩展而来,利用末端位姿的一阶偏导

数———雅可比矩阵,根据梯度下降逐渐减小位姿

误差,通用于各种机器人模型[１６Ｇ２２].使用齐次矩

阵计算末端误差时,需要将旋转和平移分离,并分

别使用矩阵乘法和向量减法计算末端位姿误差.
使用对偶四元数计算末端误差只需进行对偶四元

数乘法运算.与齐次矩阵对数运算相比,对偶四元

数对数运算具有数据量少、计算效率高的特点[２３].
轨迹规划是机器人运动学的重要组成.机器

人关节的运动受加速度和速度的约束,而轨迹规

划通常还需考虑机器人运动的平滑性问题.多项

式规划、梯形速度规划、S形速度规划这些常用的

规划方法都能使机器人平滑运动.笛卡儿尔空间

中,上述规划方法需要根据６个自由度的差值进

行逐一规划[２４Ｇ２６].螺旋线性插值(screwlinear
interpolation,ScLERP)是一种对偶四元数插值

方法[５,２７Ｇ２９],起始和终止位姿已知时,插值轨迹呈

现出绕某一空间轴线螺旋运动的特点.插值轨迹

是一段螺旋线且插值变量是单变量.当改变插值

步长并保持插值点时间间隔相等时,机器人末端

运动速度发生改变.
为实现冗余机器人笛卡儿尔空间轨迹的平滑

运动和速度可控,本文使用对偶四元数和旋量理

论的一些方法,在冗余机器人运动学建模、逆运动

学求解过程中替代齐次矩阵;基于螺旋线性插值

方法的特性,提出了使用五次多项式改变插值步

长的方法,使规划的笛卡儿尔空间轨迹平滑,机器

人运动无冲击和抖动,还可根据笛卡儿尔空间的

速度约束调节插值参数.

１　刚体运动、螺旋运动与对偶四元数

１．１　刚体运动和螺旋运动的单位对偶四元数表示

刚体运动是平移和旋转的运动组合.如图１
所示,参考坐标系下,刚体平移向量为t,旋转轴

通过参考坐标系原点,用单位向量l表示,旋转角

度为θ.对偶四元数表示的刚体运动变换算子为

q̂＝cosθ
２ ＋sinθ

２l＋ε(１
２tcosθ

２ －

１
２t􀅰lsinθ

２ ＋
１
２t×lsinθ

２
) (１)

式中:ε为对偶算子,ε×１＝ε,ε×ε＝０.

图１　 刚体运动示意图

Fig．１　Schematicdiagramofrigidbodymotion

螺旋运动和刚体运动等效,根据 Challes定

理,螺旋运动是刚体绕空间中某一轴线旋转和沿

该轴线平移的复合运动.如图２所示,假设刚体

绕轴线的旋转角度为θ,沿该轴线的平移距离为

d,其中,旋转轴用普吕克坐标(l;m)表示,向量

m 为轴线的矢矩.用对偶四元数表示的螺旋运动

算子为

q̂＝cosθ̂
２ ＋(l＋εm)sinθ̂

２ ＝ (cosθ
２ ＋lsinθ

２
)＋

ε(msinθ
２ －

d
２sinθ

２ ＋ld
２cosθ

２
) (２)

θ̂ ＝θ＋εd

图２　 螺旋运动示意图

Fig．２　Schematicdiagramofscrewmotion

螺旋运动中的旋转角度θ＝０时,q̂ ＝１＋
dεl/２.螺旋运动中的平移距离d ＝０ 时,q̂ ＝
cos(θ/２)＋lsin(θ/２)＋εmsin(θ/２),如果螺旋运

动的轴线穿过刚体坐标系原点,则旋转轴的矢矩

为零,q̂＝cos(θ/２)＋lsin(θ/２)＋ε０.
螺旋运动的变换算子与对偶四元数的指数运

算相等,即

q̂＝exp(θ̂ξ̂/２) (３)

ξ̂＝０＋l＋ε(０＋m)
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对偶四元数存在对数运算:

θ̂
２ξ̂＝lnq̂ (４)

螺旋运动与刚体运动等效,两者表示的变换

算子也相等.由式(１)、式(２)可知,２个对偶四元

数的主部和对偶部都相等.对偶四元数主部都是

单位四元数,因此式(１)、式(２)表示的旋转轴方

向和旋转角度相同. 式(１)、式(２)的对偶部相

等,都是一个常规四元数,从而得到

d ＝t􀅰l
m ＝ (t×l＋(l×t)×lcot(θ/２))/２} (５)

表示齐次变换的对偶四元数q̂直接计算得到

的平移运动计算公式为

t̂＝q̂q
－　̂∗ ＝１＋ε(dl＋msinθ＋(１－cosθ)l×m)

平移向量为

t＝dl＋msinθ＋(１－cosθ)l×m (６)

其中,q
－　̂∗ 为单位对偶四元数的组合共轭,同时具

有四元数共轭和对偶数共轭的性质.
１．２　 旋量理论与对偶四元数

旋量理论中,李代数se(３)的伴随变换表示

将李代数从一个坐标系变换到另一个坐标系:

Adgξ ＝
R ０

t∧ R R
é

ë
êê

ù

û
úú

w
v
é

ë
êê

ù

û
úú (７)

ξ ＝ [wT　vT]T ∈R６

式中:Adg 为伴随变换算子,下标g ∈SE(３)是齐次矩

阵,表示两个坐标系之间的变换关系;R 为旋转矩阵;t∧

为平移向量t的反对称矩阵;ξ 为六维向量,表示李代数

se(３);w、v都是三维向量,分别表示角速度和线速度.

用一个单位对偶四元数替代齐次矩阵,则对

偶四元数形式的伴随变换为

Adq̂ξ̂＝q̂ξ̂q̂∗ (８)

式中:q̂∗ 为q̂的共轭.

使用单位对偶四元数表示的坐标变换存在逆

变换,即满足q̂q̂－１＝q̂q̂∗ ＝１[３０],对q̂q̂－１＝q̂q̂∗ ＝１

进行微分可得q̂
􀅰

q̂∗ ＋q̂q̂
􀅰

∗ ＝０.根据对偶四元数

乘法和共轭性质,可得

q̂
􀅰
q̂∗ ＝ －(q̂

􀅰
q̂∗ )∗ (９)

由式(９)可知,q̂
􀅰

q̂∗ 是一个纯对偶四元数.

令δ̂＝q̂
􀅰

q̂∗ ,则q̂
􀅰

＝δ̂q̂.对q̂
􀅰

＝δ̂q̂ 积分可得q̂＝
exp(δ̂)q̂０,令q̂０＝１,得到q̂＝exp(δ̂).由旋量理

论可知,如果用单位对偶四元数表示李群,那么李

代数可用纯对偶四元数表示,且李代数映射到李

群同样也是指数运算.

２　 机器人运动学与轨迹规划

２．１　 指数积(PoE)公式的对偶四元数形式表示

指数积公式只需要建立参考坐标系和末端坐

标系,简化了建模过程,使运动变换更加直观.指

数积公式利用指数运算将李代数映射为李群,最
终的末端位姿仍使用齐次矩阵表示.

螺旋运动可用对偶四元数表示,通过指数积

公式建立的运动学模型也可由对偶四元数表示.
在参考坐标系下,使用普吕克坐标表示机器人运

动关节的静态位置.如图３所示,对于旋转关节,
通过关节轴线的单位方向向量l和轴线上任意一

点r来描述该旋转轴线,得到由向量l和矢矩m＝
r×l组成的普吕克坐标(l;m).对于移动关节,
移动方向使用单位向量l描述,得到普吕克坐标

(０;l).旋转和平移的运动量均使用θ 表示,旋转

关节中θ 为转角,平移关节中θ 为距离.
通过对运动关节的建模,并结合螺旋运动的

对偶四元数表示方法,可得运动变换后的连杆与

其初始位姿之间的转换关系.将普吕克坐标用纯

对偶四元数ξ^ 表示,得到一个用纯对偶四元数表

示的李代数θξ/̂２.使用对偶四元数指数运算得

到描述位姿变换 的 单 位 对 偶 四 元 数 算 子 q̂ ＝

exp(θξ/̂２).

图３　 旋转关节和平移关节示意图

Fig．３　Schematicdiagramofrotationaland
translationaljoints

对于串联机器人,单个关节建模完成后,机器

人的运动变换可看作是由末端关节到基座连接处

关节依次的位姿变换,则串联机器人末端位姿与

初始位姿之间的变换关系为

q̂＝q̂１q̂２􀆺q̂n (１０)

串联机器人末端坐标系的初始位姿与参考坐

标系存在单位对偶四元数q̂０ 表示的固定变换关

系,则机器人末端相对参考坐标系的变换关系为

q̂＝q̂１q̂２􀆺q̂nq̂０ (１１)

２．２　 机器人运动学的雅可比矩阵

由指数积公式可得串 联 机 器 人 末 端 位 姿

q̂end＝q̂１q̂２􀆺q̂nq̂０,将其微分得到

q̂
􀅰
end ＝ (θ

􀅰
１ξ̂１q̂１q̂２􀆺q̂nq̂０ ＋θ

􀅰
２q̂１ξ̂２q̂２􀆺q̂nq̂０ ＋􀆺＋

θ
􀅰
nq̂１q̂２􀆺ξ̂nq̂nq̂０)/２ (１２)
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ξ̂i ＝li ＋εmi

式中:θ
􀅰
i 为关节i的角速度.

对机器人末端位姿求逆得到

q̂－１
end ＝q̂∗

０q̂∗
n 􀆺q̂∗

２q̂∗
１ (１３)

对偶四元数表示的机器人末端的空间速度为

δ̂end ＝２q̂
􀅰
endq̂－１

end ＝θ
􀅰
１ξ̂１ ＋q̂１θ

􀅰
２ξ̂２q̂∗

１ ＋􀆺＋

q̂１q̂２􀆺q̂n－１θ
􀅰
nξ̂nq̂∗

n－１􀆺q̂∗
２q̂∗

１ (１４)

令

θ
􀅰
＝ [θ

􀅰
１ θ

􀅰
２ 􀆺 θ

􀅰
n
]T

Ĵ ＝ [Ĵ１ Ĵ２ 􀆺 Ĵn
]

Ĵ 是元素为纯对偶四元数的行向量,可映射

为几何雅可比矩阵,从而得到

δ̂end ＝Ĵθ
􀅰

Ĵi ＝ (Adq̂１q̂２􀆺q̂i－１)ξ̂i ＝q̂１q̂２􀆺q̂i－１ξ̂iq̂∗
i－１􀆺q̂∗

２q̂∗
１

} (１５)

由于无法计算纯对偶四元数向量Ĵ 的逆,为
表示笛卡儿尔空间速度与关节空间速度的映射关

系,将Ĵ 中的所有元素变换成六维列向量.最终

得到与文献[３１]结果一致的空间雅可比矩阵:
J ＝ [J１ J２ 􀆺 Jn] (１６)

Ji ＝ (AdK )ξi　　K ＝exp(∑
i－１

j＝１
θjξ∧

j )

２．３　 逆运动学的求解

逆运动学的数值解由迭代计算获得.机器人

零位末端位姿的对偶四元数表示为q̂０,目标末端

位姿的对偶四元数表示为q̂d,则用对偶四元数表

示的位姿误差为

ê＝q̂dq̂－１
０ ＝q̂dq̂∗

０ (１７)

ê为初始误差,使用对偶四元数对数运算得到ê对

应的速度旋量即末端位姿的梯度.
雅可比矩阵存在不满秩的情况,因此矩阵的

逆不一定存在.为避免矩阵奇异无法得到速度旋

量,使用阻尼最小二乘法求解逆雅可比矩阵.将

雅可比矩阵进行奇异值分解:

　J ＝UΣVT ＝

u１

u２

⋮

uz

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

T σ１ ０ 􀆺 ０

０ σ２ 􀆺 ０
⋮ ⋮ ⋮

０ ０ 􀆺 σz

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

v１

v２

⋮

vz

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

(１８)

雅可比矩阵J 的行数m 大于列数n 时,z＝n;反
之,z＝m.求解逆矩阵可得

J－１ ＝ ∑
z

i＝１

σ２
i

σ２
i ＋k２viuT

i (１９)

式中:k为阻尼因子.

雅可比矩阵可将关节速度映射为末端速度,
位姿误差代表的末端速度可通过逆雅可比矩阵映

射为关节速度.因此更新关节位置,得到新的末

端位姿对偶四元数,直至与期望位姿相等,具体步

骤如下:

１)计算末端位姿误差êi＝q̂dq̂∗
i ,根据对偶四

元数对数运算,获得笛卡儿尔空间位姿梯度λ̂i ＝
lnêi.

２)由于λ̂i 是纯对偶四元数,故将其转换为六

维向量λ.使用阻尼最小二乘法计算空间雅可比

矩阵的逆J－１(θi),将笛卡儿尔空间位姿梯度映

射 到 关 节 空 间,得 到 关 节 角 度 梯 度 Δθ ＝
J－１(θi)λ.

３)‖λ̂i‖ 若小于误差η,则结束迭代.否则,
更新关节角度θi＋１ ＝θi ＋Δθ 和末端姿态q̂i＋１ ＝
q̂(θi＋１),重新执行步骤１).
２．４　 轨迹规划

笛卡儿尔空间轨迹规划一般需要在６个自由

度上独立规划[２６Ｇ２７]. 尽管单独规划能保证机器

人平滑运动,但不容易实现空间速度控制.螺旋

线性插值具有螺旋运动特征,插值变量只有一个,
改变该插值变量就会改变空间速度,从而实现对

空间速度的控制.
螺旋线性插值由四元数的球面线性插值推广

而来.四元数可表示旋转运动,球面线性插值保

持旋转轴不变,沿着旋转轨迹进行插值,得到的圆

弧轨迹是球面上两点之间的最短轨迹.对偶四元

数可表示螺旋运动,螺旋线性插值的插值轨迹是

螺旋运动结果.螺旋线虽然超出球面范围,但仍

是螺旋运动中的最短轨迹.
螺旋线性插值公式为

S(γ;q̂A ,q̂B)＝q̂A(q̂∗
Aq̂B)γ (２０)

式中:γ 为插值步长,γ ∈ [０,１];q̂A 、q̂B 分别为机器人末

端的起始位姿和终止位姿.

螺旋线性插值轨迹由起始位姿和终止位姿决

定,机器人沿插值轨迹的运动速度受插值步长影

响.为使机器人能平滑运动,将插值步长设计为

一个关于时间t的高阶函数或分段函数.本文选

择使用五次多项式

γ ＝a０ ＋a１t＋a２t２ ＋a３t３ ＋a４t４ ＋a５t５ (２１)

进行轨迹规划.根据轨迹规划的笛卡儿尔空间速

度和加速度约束条件确定多项式中的参数:
γ(０)＝０

γ
􀅰
(０)＝０

γ̈(０)＝０

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

⇒

a０ ＝０
a１ ＝０
a２ ＝０} (２２)

γ(T)＝１

γ
􀅰
(T)＝０

γ̈(T)＝０

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

⇒

a３ ＝１０/T３

a４ ＝ －１５/T４

a５ ＝６/T５

ü

þ

ý
ïï

ïï

(２３)
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式中:T 为机器人运动总时长.

３　 实例分析

本文选择平面３R机器人和七自由度Sawyer
机器人进行轨迹规划分析.平面３R机器人属于

平面冗余机器人.螺旋线性插值可保证运动速度

稳定可控,圆弧轨迹能增加关节活动量.Sawyer
机器人是一种空间冗余机器人,其逆运动学解算

有一定困难.将对偶四元数用于Sawyer机器人

的轨迹规划和逆运动学求解,计算效率更高,也能

充分发挥机器人的灵活性.
如图４所示,使用指数积公式对上述２个机

器人进行运动学建模. 通过建立参考坐标系

{O}、末端坐标系{Oend}、关节轴线得到两种机器

人关节轴线的普吕克坐标参数,如表１、表２所示.

(a)平面３R机器人

(b)Sawyer机器人

图４　 使用指数积公式建立的运动学模型

Fig．４　KinematicmodelestablishedbyusingPoEformula

表１　 平面３R机器人关节轴线的普吕克坐标参数

Tab．１　Plückercoordinateparametersofthejointaxis

ofaplanar３Rrobot

关节 旋转轴 旋转轴矢矩

关节１ l１ ＝z m１ ＝０
关节２ l２ ＝z m１ ＝b１x
关节３ l３ ＝z m３ ＝０

表２　Sawyer机器人关节轴线的普吕克坐标参数

Tab．２　Plückercoordinateparametersofthejointaxis
ofSawyerrobot mm

关节 旋转轴 旋转轴矢矩

关节１ l１ ＝z m１ ＝０
关节２ l２ ＝y m２ ＝ (－２３７;０;８１)
关节３ l３ ＝x m３ ＝ (０;２３７;－１９２)
关节４ l４ ＝y m４ ＝ (－２３７;０;４８１)
关节５ l５ ＝x m５ ＝ (０;２３７;－２４)
关节６ l６ ＝y m６ ＝ (－２３７;０;８８１)
关节７ l７ ＝x m７ ＝ (０;２３７;－１６０)

　　 由平面３R机器人的普吕克坐标可得连杆及

末端相对零位的坐标变换算子:

q̂１ ＝cos
θ１

２ ＋zsin
θ１

２ ＋ε０

q̂２ ＝cos
θ２

２ ＋zsin
θ２

２ ＋ε(b１xsin
θ２

２
)

q̂３ ＝cos
θ３

２ ＋zsin
θ３

２ ＋ε０

q̂０ ＝１＋ε(－
b３

２y)

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(２４)

连杆的实际长度b１、b２、b３ 分别为０．３６ m、

０．３６m、０．２３m.

Sawyer 机 器 人 关 节 的 几 何 尺 寸 根 据

MATLAB软件中Sawyer机器人的 URDF文件

得到.连杆１~７相对零位时的坐标变换算子为

q̂１ ＝cos
θ１

２ ＋zsin
θ１

２ ＋ε０

q̂２ ＝cos
θ２

２ ＋ysin
θ２

２ ＋ε(m２sin
θ２

２
)

q̂３ ＝cos
θ３

２ ＋xsin
θ３

２ ＋ε(m３sin
θ３

２
)

q̂４ ＝cos
θ４

２ ＋ysin
θ４

２ ＋ε(m４sin
θ４

２
)

q̂５ ＝cos
θ５

２ ＋xsin
θ５

２ ＋ε(m５sin
θ５

２
)

q̂６ ＝cos
θ６

２ ＋ysin
θ６

２ ＋ε(m６sin
θ６

２
)

q̂７ ＝cos
θ７

２ ＋xsin
θ７

２ ＋ε(m７sin
θ７

２
)

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(２５)

末端相对零位时的坐标变换算子为

q̂０ ＝０．５＋０．５i＋０．５j＋０．５k＋
ε(－０．３５３＋０．２３４i－０．１５４５j＋０．２７３k) (２６)

３．１　逆运动学分析

在相同的计算平台下,使用 MATLAB将平

面３R机器人和Sawyer机器人的正运动学、雅可

比矩阵等编写为独立的函数文件,按照２．３节的

数值解求解步骤,随机选取５００个不同的末端位

姿进行实例分析.与使用齐次矩阵求解逆运动数

值解相比,对偶四元数法在解算速度和稳定性上

都更优.
图５、图６所示分别为平面３R机器人逆运动
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学数值解的耗用时间和迭代次数.对偶四元数法

迭代次数不超过设定阈值１０００的有４９２例,而齐

次矩阵法有４６５例.去除迭代次数超过阈值的算

例后,对偶四元数法平均解算时间是０．５８７ms,
而齐次矩阵法平均解算时间是０．９７６ms.

图５　平面３R机器人逆运动学数值解算耗用时间

Fig．５　Timeconsumptionfornumericalsolutionof
inversekinematicsofplanar３Rrobot

图６　平面３R机器人逆运动学数值解算迭代次数

Fig．６　Iterationtimesofinversekinematicsnumerical
solutionforplanar３Rrobot

Sawyer机器人实例中,对偶四元数法迭代次

数不超过设定阈值的有５００例,而齐次矩阵法有

４９６例,如图７所示.去除迭代次数超过阈值的

解算例,对偶四元数法平均解算时间是 １．９６１
ms,齐次矩阵法平均解算时间是８．２９５ms,如图８
所示.

图７　Sawyer机器人逆运动学数值解算迭代次数

Fig．７　IterationtimesofSawyerrobotinversekinematic
numericalsolution

３．２　运动轨迹规划

３．２．１　平面３R机器人轨迹规划

平面３R机器人(康复机器人)第三连杆的延

图８　Sawyer机器人逆运动学数值解算耗用时间

Fig．８　Timeconsumptionfornumericalsolutionof
Sawyerrobotinversekinematics

长方向与脚踝到脚底的方向相同.设定平面３R
机器人末端的起始位姿为(０．８２ m,－０．１４ m;

１００°),终止位姿为(０．５６m,０．５６m;１５０°),规划总

时长为２s,１００°和１５０°是第三连杆的末端位姿与

零位状态的夹角(按照右手定则确定).根据２．４
节所述内容对机器人笛卡儿尔空间轨迹进行规

划,并使用逆运动学求解关节空间轨迹,轨迹规划

的仿真结果如图９所示.

图９　平面３R机器人轨迹规划仿真结果

Fig．９　Simulationresultsofplanar３Rrobot
trajectoryplanning

关节１~３的运动轨迹如图１０所示,其中,第
一关节的仿真轨迹与实际轨迹有较大误差,最大

绝对误差为４．７４７°;第二关节、第三关节的仿真轨

迹与实际轨迹的最大绝对误差分别为０．４１５°和

０．２２１°.第一关节运动范围比其他两个关节大,运
动速度也较快,因此第一关节运动轨迹的误差比

其他两个关节大.实际运动轨迹与仿真轨迹不重

合的主要原因是机器人伺服控制不理想.笛卡儿

尔空间的实际轨迹与仿真轨迹不重合,如图１１所

示,相同时刻的最大误差为６９mm.尽管出现较

大的轨迹误差,但笛卡儿尔空间的实际轨迹仍具

有螺旋线性插值的特点,且轨迹起始和终止处的

实际轨迹与仿真轨迹是重合的.
平面３R机器人末端轨迹的笛卡儿尔空间速

度如图１２所示.实际速度、仿真速度的 X 轴分
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图１０　平面３R机器人关节运动轨迹

Fig．１０　Jointmotiontrajectoryofplanar３Rrobot

图１１　平面３R机器人笛卡儿尔空间运动轨迹

Fig．１１　Cartesianspacemotiontrajectoryof

planar３Rrobot

图１２　平面３R机器人笛卡儿尔空间速度

Fig．１２　Cartesianspacevelocityofplanar３Rrobot

量最大绝对值分别为０．３３３３m/s和０．３４０３m/s;
实际速度、仿真速度的Y 轴分量最大绝对值分别

为０．６３０３m/s和０．６８４１m/s;笛卡儿尔空间速度

的实际最大值、仿真最大值分别为０．６８３３m/s和

０．７２２７m/s.机器人控制不理想,实际速度与仿真

速度的 X 轴、Y 轴分量最大绝对误差分别为

０．０９６１m/s和０．１３４３m/s,空间速度的最大绝对

误差为０．１６０１m/s.机器人实际运动速度不能

达到仿真最大值的主要原因是机器人只使用PID
控制,机器人关节实际轨迹跟踪没有超调,后续可

通过增加速度前馈来改善控制效果.图１２中,实

际速度曲线滞后于仿真曲线,但两条曲线的平滑

特征相同,这表明机器人运动过程平滑、无冲击,
具有五次多项式插值的特点.

３．２．２　Sawyer机器人轨迹规划

Sawyer机器人具有冗余的自由度,可以更加

灵活进行轨迹规划.机器人关节１~７初始角度

依次为－３０°、－６０°、５°、０°、０°、０°、０°,终止时关节

角度依次为３０°、０°、６０°、０°、－３０°、０°、０°,共用时２
s.轨迹规划仿真结果如图１３所示,笛卡儿尔空

间轨迹具有螺旋线特征.

图１３　Sawyer机器人轨迹规划仿真结果

Fig．１３　SimulationresultsofSawyerrobot
trajectoryplanning

Sawyer机器人关节１~７的运行轨迹仿真结

果如图１４所示,各个关节运动轨迹光滑,没有出

现突变.如图１５所示,笛卡儿尔空间的速度曲线

也是光滑的.由仿真结果可知,螺旋线性插值能

实现五次多项式轨迹规划,且更容易通过调节插

值步长来改变笛卡儿尔空间速度.

图１４　Sawyer机器人关节运动轨迹

Fig．１４　JointmotiontrajectoryofSawyerrobot

　　冗余机器人在笛卡儿尔空间轨迹规划时常使

用数值解进行逆运动学求解.为提高求解精度,
保证关节轨迹不出现突变,数值解求解需将上一

时间步的逆解作为迭代的初始结果.与齐次矩阵

法相比,对偶四元数法能减少关节轨迹突变的

产生.
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图１５　Sawyer机器人笛卡儿尔空间速度

Fig．１５　SawyerrobotCartesianspacevelocity

４　结论

本文通过分析刚体运动和螺旋运动使用对偶

四元数表示的特点,结合旋量理论,得到矩阵指数

和对偶四元数指数运算的相关关系.通过指数积

公式,建立了机器人运动学的对偶四元数表示方

法.根据牛顿 拉夫森法、求逆矩阵的阻尼最小二

乘法,将对偶四元数用于逆运动学数值法求解.
根据螺旋线性插值方法的特点,通过使用五次多

项式改变插值步长,提出基于螺旋线性插值的一

种笛卡儿尔空间轨迹规划方法.平面３R机器人

的实际运行和七自由度Sawyer机器人的仿真证

明,使用对偶四元数的逆运动学数值解法比齐次

矩阵法具有更好的稳定性、更高的解算速度;提出

的笛卡儿尔空间轨迹规划方法在２台机器人上都

能实现平滑运动,且笛卡儿尔空间速度具有五次

多项式轨迹规划的特点.
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