
第３６卷 第３期 中 国 机 械 工 程 Vol．３６　No．３
２０２５年３月 CHINA MECHANICALENGINEERING pp．５２５Ｇ５３５

等几何拓扑优化非齐次边界条件施加技术研究
王书亭１　谢晴天１　杨奥迪１　李小兵２　熊体凡１　谢贤达２∗

１．华中科技大学机械科学与工程学院,武汉,４３００７４
２．南昌大学先进制造学院,南昌,３３００３１

摘要:非均匀有理B样条(NURBS)基函数缺乏插值性,导致等几何拓扑优化方法无法直接在控制

顶点处施加非齐次边界条件.为此,介绍了面向等几何分析的两类非齐次边界条件处理方法,通过强施

加方法和弱施加方法分别对边界条件施加的精度进行提升.数值算例结果验证了前述方法在等几何分析

非齐次边界条件施加过程的可行性.将前述方法嵌入至等几何拓扑优化流程,创新性地提出惩罚因子自

适应的非齐次边界条件处理方法,提高了等几何拓扑优化求解的精度,进一步论证了文中方法的有效性.
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０　引言

等几何拓扑优化[１Ｇ３]方法以等几何分析代替

传统拓扑优化方法中的有限元分析,由于非均匀

有理B样条(NURBS)基函数的非插值性质,导
致描述几何的控制点通常不在几何体上,这种情

况下,控制点自由度不能直接控制几何体的形状,
而需要通过调整权重来实现.在处理非齐次本质

边界条件时,等几何分析无法直接准确施加边界

条件[４],影响了分析计算精度.同时,狄利克雷边

界条件对非齐次较为敏感,使得在等几何拓扑优

化过程中施加边界条件的精度受到较大限制.

HUGHES等[５]将边界上控制点处的场变量值直

接施加到对应的控制点上,但这种方式在一般情

况下只适用于常数边界等齐次的边界条件,对于

非齐次边界条件将会导致精度下降以及收敛速度

变缓.
有研究表明,NURBS基函数和无网格法中

采用的移动最小二乘基函数都具有高阶连续性且

都有非插值性[６Ｇ７],它们的基函数可以通过控制点

位置进行修改,以产生形状变化或实现几何约束;
同时,它们的基函数也具有高度的连续性,可以较

为方便地计算导数.
国内外学者从无网格法[８Ｇ１０]中借鉴相关方
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法,应用至等几何分析的非齐次边界条件施加.
参照无网格法,等几何分析将边界条件修正方法

分为两类[１１]:第一类是对解空间进行修正的“强
施加”处理方法;第二类是对变分形式进行修正的

“弱施加”处理方法.
关于第一类方法,WANG 等[１２]采用配点法

思想施加等几何分析的边界条件,提出了一种改

进的强制边界条件处理方法.随后,轩军厂[１３]将

上述方法和应变光滑子域积分结合,该算法将单

元分割为若干子域,通过子域的应变平均定义应

变光滑,进一步提高了分析精度和计算效率.陈

涛等[１４]证明了配点选取方法对计算精度的影响.
第二类方法主要包含罚函数法、Nitsche􀆳s

法.王东东等[１５]将罚函数法用于等几何分析的

边界条件处理,与直接施加法对比,得到了更好的

收敛效果和精度,并将其应用在三维薄梁板结构

中取得了较好的效果[１６];HOANG 等[１７]将罚函

数惩罚理念应用至流体力学问题;LEI等[１８]在

C０/G１多面片的应力约束条件下研究了基于罚

函数法的等几何分析技术,在 KirchhoffＧLove壳

等结构中具有较好的有效性.EMBAR 等[１９]讨

论了基于 B样条的有限元分析中施加狄利克雷

边界条件的问题,并提出了将 Nitsche􀆳s应用于等

几何分析;CHEN 等[２０]在采用 Nitsche􀆳s变分边

界的基础上推导出稳定系数的计算公式;NGUYＧ
EN等[２１]采用 Nitsche􀆳s法处理二维和三维多片

结构之间的拼接问题;HU 等[２２]在弹性力学问题

中引入斜对称 Nitsche􀆳s公式处理边界问题;DU
等[２３]将 Nitsche􀆳s应用至橡胶、生物组织等多材

料的复杂几何模型.在接触力学领域,胡清元[２４]

将Nitsche􀆳s方法用于等几何分析处理位移、转动

和耦合边界条件,得到了较高精度的分析结果.此

外,其他学者也贡献了边界处理的解决方案[２５Ｇ２８].
目前,等几何分析中对非齐次边界条件的处

理基本围绕借鉴无网格方法展开研究,并取得了

一定进展,但在等几何拓扑优化方法中对边界条

件施加的相关研究较少.实际上拓扑优化过程

中,每个迭代步数都会影响单元材料属性,而现有

非齐次边界条件等几何拓扑优化方法未考虑单元

材料属性变化对边界条件施加技术精度的影响,
这也会导致在非齐次边界条件下等几何拓扑优化

精度降低.
本文针对上述问题,基于非齐次边界条件的

强施加与弱施加方法,研究基于等几何分析的拓

扑优化在非齐次边界条件下的精确等效施加方

法,主要基于格雷维尔标记配点法的强施加方法,

以及基于罚函数法的弱施加方法.结合优化过程

中目标函数及刚度矩阵特征值的变化,对惩罚因

子的取值进行优化设计,研究自适应罚函数法的

等几何拓扑优化方法.

１　理论基础

本节首先对边界条件的分类和定义进行阐

述,然后基于 NURBS非插值特性对等几何方法

的具体影响及内在机制进行了分析.

１．１　非齐次边界条件

边界条件是给出具体物理现象在边界上所处

的物理情况.根据边界条件数学表达方式的不

同,在偏微分方程求解中将边界条件分为狄利克

雷边界条件、纽曼边界条件以及柯西边界条件三

类.其中,在等几何分析过程中,后两种边界条件

一般直接构造在方程的等效积分形式中就能满足

条件,下式展示了三种边界条件的形式:
u＝h　　　　　　onΓD

n􀅰σ ＝t onΓN

αu＋n􀅰σ ＝r onΓR
} (１)

式中:u、h 分别为实际边界位移和给定边界位移;n 为边

界外法线方向;σ 为应力张量;t为边界处牵引力;α 为用

于确定边界类型的常数;r为外载荷向量;ΓD、ΓN 和ΓR 分

别为狄利克雷边界、纽曼边界和柯西边界.

当h＝０时,被称为齐次边界条件;反之,为非齐次

边界条件.在非齐次条件下,等几何拓扑优化过

程求解结果不稳定,精度下降.由于非齐次边界

条件可能导致解的奇异性或多解性,在弹性力学

中,这可能会导致应力和应变分布的不连续或奇

异点的出现,从而影响结构的稳定性和安全性.

１．２　NURBS非插值特性

在有限元分析中,由于其近似函数具有插值

特性:基函数在其控制点处取值为１而在其他控

制点处取值为０,故相对容易处理边界条件.但

NURBS基函数由于是通过递归地应用 CoxＧde
Boor递推公式来计算的,这个过程中权重因子使

得基函数在其控制点处取值不为１,导致其不具

有插值特性,因此对边界条件的处理较为困难.
如图１所示,节点向量为Ξ＝(０,０,０,０．２５,０．５,

０．７５,１,１,１)的B样条基函数,可观察到:除了包

含函数端点位置的基函数(N１ 和 N６)外其他都

不具备插值特性.
将B样条推广至多变量范围,设两个参数方

向都采用上述节点矢量,可以得到图２所示的双

变量 NURBS基函数.
对双变量 NURBS基函数也只在参数域的四
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图１　单变量B样条基函数

Fig．１　UnivariateBＧsplinebasisfunction

(a)基函数R１＝N１(ξ)N１(η)

(b)基函数R８＝N１(ξ)N２(η)

(c)基函数R９＝N２(ξ)N２(η)

图２　不同位置的双变量NURBS基函数

Fig．２　BivariateNURBSbasisfunctions
atdifferentlocations

个拐角点处插值,如图２a所示,这类控制点被称

为角控制点.图２b和图２c分别表示其他边界和

内部节点,被称为边界控制点和内部控制点.可

以看到,在二维空间中 NURBS基函数也是非插

值的.同时,在边界位置处内部控制点的形函数

为０,因此边界值的大小只由角控制点和边界控

制点控制.
在几何特性范畴,NURBS样条的凸包性质

限制了实际样条几何只能包含在其凸包内部.图

３以二维１/４圆环控制网格为例,分别给出了等

几何与有限元的控制网格,图中实心圆点为控制

顶点(或节点),连接控制顶点的虚线构成控制网

格.可以看到由于 NURBS样条缺乏插值性,控
制顶点可能在几何区域的内部、边界以及外部(其
中,红色、黄色和蓝色控制点分别表示角控制点、
边界控制点和内部控制点),而有限元的二次拉格

朗日等参单元的节点都落在几何区域内部或者边

界上.因此,需要对控制顶点进行适当调整,以确

保实际的几何区域被包含在调整后的凸包内部.
若直接将非齐次本质边界条件施加在控制点上,
则可能会破坏 NURBS样条的凸包性质,导致计

算精度降低甚至收敛退化.

　(a)等几何控制网格　　　　(b)有限元节点网格

图３　二维１/４圆环等几何控制网格与有限元节点

网格比较

Fig．３　Comparisonofisogeometriccontrolmeshand
finiteelementnodalmeshfor２Dquarterannulus

１．３　非齐次边界条件施加方法分类

为了能够提高非齐次边界条件下等几何拓扑

优化的计算精度,提高收敛特性,本文对边界条件

进行处理,并将处理方法分为强施加和弱施加两

类方法,如图４所示.

图４　非齐次边界条件处理方法分类

Fig．４　ClassificationofnonＧhomogeneousboundary
conditionimposingmethods

第一类是强施加方法,该方法直接对解空间

进行强修正,要求边界条件必须满足,直接将其作

为方程的一部分来求解.第二类是弱施加方法,
通过将边界条件加入问题的弱形式中,将其转化
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为一个变分问题,在变分问题中边界条件以积分

形式出现.这种方法通常用于边界条件较为复杂

或难以处理的情况.
目前主流的强施加方法包括边界配点法、位

移约束方程法、最小二乘扩展法、等价函数构造

法;弱施加法包含罚函数法、拉格朗日乘子法、修
正变分原理法、Nitsche􀆳s法.为了能够更好地处

理非齐次边界条件,本文分别研究了强施加方法

及弱施加方法对边界条件进行修正,提高计算

精度.

２　基于强弱施加法的非齐次边界条件施

加技术

　　本节首先介绍了非齐次边界条件下的等几何

拓扑优化的数学模型,然后介绍了基于B样条的

隐式过滤器.提出两类非齐次边界条件处理方

法,通过强施加方法和弱施加方法两个角度来提

高边界条件施加的精度.

２．１　非齐次边界条件下等几何拓扑优化模型

在非齐次的纽曼 狄利克雷混合边界中,考虑

一个弹性力学模型:
∇􀅰σ＋f ＝０　　inΩ
u＝h onΓD

n􀅰σ ＝t onΓN

ü

þ

ý
ïï

ïï
(２)

式中:∇ 为梯度算子,Ω 为计算 域;f 为 体 积 力 向 量;

ΓN ∪ΓD ＝Γ,ΓN ∩ΓD ＝ ∅.

得到静载荷作用下二维弹性问题的代数方程:
KU ＝F (３)

K ∈RNdof×Ndof　　U ∈RNdof　　F ∈RNdof

式中:K 为总体刚度矩阵;U、F 分别为整体结构控制点位

移和外力矢量;Ndof 为控制点总自由度数.

根据有限元分析边界定义[２９Ｇ３０],可以将F 可

分解为内部力向量、纽曼边界条件以及狄利克雷

边界条件:

F ＝∫Ω
RfdΩ＋∫ΓN

RtdΓN ＋∫ΓD
RhdΓD (４)

式中:R 为 NURBS基函数矩阵.

为便于表达,将控制点分为边界控制点和内

部控制点.图５以二维平面中的四分之一圆环模

型为例展示了边界控制点(图５中的蓝色控制点)
和内部控制点(图５中的红色控制点).

为了更准确地对边界条件进行控制,借鉴了

无网格法[３１] 的变换方法,将控制变量与它们相应

的物理边界值联系起来,将边界单元与内部单元

进行区分.因此,式(３)可以转化为

KII KIB

KIB KBB

é

ë
êê

ù

û
úú

UI

UB

é

ë
êê

ù

û
úú ＝

FI

FB

é

ë
êê

ù

û
úú (５)

图５　 二维圆环模型及控制点

Fig．５　２Dannulusmodelwithcontrolpoints

式中:KII、KIB 和KBB 分别为内部控制点刚度子矩阵、内部

控制点与边界控制点耦合刚度子矩阵和外部控制点刚度

子矩阵;UI、UB 分别为内部位移向量和外部强施加位移向

量;FI、FB 分别为内部控制点力向量和外部控制点力向

量.

本文拓扑优化的目标是最小化广义柔度,广
义柔度参考总势能(totalpotentialenergy,TPE)
概念[３２Ｇ３３],计算公式为

Π(a１,a２)＝
１
２UTKU－FUI (６)

a１ ＝ (ρ００,ρ０１,􀆺,ρn１n２
)

a２ ＝ (ω００,ω０１,􀆺,ωn１n２
)

式中:a１、a２ 分别为全部控制点密度值和权重值.

由 TPE可以推导出非齐次边界条件下的广

义柔度:
C(a１,a２)＝ －２Π(a１,a２)＝FUI－UT

BFB (７)

以柔度最小化为目标,优化问题以约束非线

性规划问题的形式表示为

min　
C(a１,a２)

Cref

s．t．

KU ＝F
V(a１,a２)

V０
≤Volfrac

a１τ ∈ [ρmin,ρmax],a２τ ∈ [ωmin,ωmax]

τ＝ {１,２,􀆺,ncp}

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(８)

式中:Cref 为给定的结构柔度的标准值;V(a１,a２)为优化

结构的实体材料体积;V０ 为初始设计域体积;Volfrac 为实

体材料体积分数上限;a１τ、a２τ 分别为每个控制点的密度

值和权重;ρmin、ρmax 分别为密度值下限及上限(一般情况

下,ρmin ≥０,ρmax ≤１);ωmin、ωmax 分别为权重下限和上

限;ncp 为控制变量总数.

２．２　 基于配点法的强施加法及实现

本节首先对边界配点法的基本原理和实现过

程进行介绍.随后对直接配点法进行改进,设计

了更为精准的配点选取的准则以及配点方案.

２．２．１　 配点法

考虑对狄利克雷边界条件进行处理,将式(２)
中ΓD 表示为非齐次边界条件与齐次边界条件

之和:
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u＝uhom ＋unon ＝ ∑
n

i＝１
Ri(a)ui (９)

式中:u为狄利克雷边界;uhom、unon 分别为齐次部分和非

齐次部分;Ri(a)为 NURBS基函数;a 为其参数坐标;ui

为对应的控制变量.

进一步,对式(９)进行排序重组,根据图３a的

控制点分类思想,将其重写为

uhom ＝ ∑
w

i＝１
Rhom

i (a)uhom
i ＝０

unon ＝ ∑
m

j＝１
Rnon

i (a)unon
i

uhom ∪unon ＝u

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

(１０)

式中:Rhom
i (a)为内部基函数,由于其支撑域与边界交集

为 ∅,因此在边界处为０;Rnon
i (a)为边界基函数;uhom

i 、

unon
i 分别为内部和边界控制变量.

因此,由式(９)可得到

u＝ ∑
m

j＝１
Rnon

i (a)unon
i ＝R (a)bCb ＝TTCb (１１)

式中:R(a)b、Cb 分别为非齐次边界条件的基函数和控制

变量集合,T ＝ {Rnon
i (a)},可以得到Cb ＝T－Tub.

由上述可知,对非齐次边界条件进行配点法

强施加需要首先确定狄利克雷边界中的非齐次部

分unon,然后通过等效积分对载荷向量和刚度矩

阵进行修正,最终转化为线性方程组求解内部的

控制变量.由于 NUBRS是开节点曲线,基函数

在节点矢量的端点处插值,只有一个基函数在端

点处有非零值,因此可通过寻找支撑域与边界条

件非空交集的基函数确定边界和内部基函数.
在边界曲线上引入一组插值配点{bw}gw＝１ 代

入式(９)中,可得到配点方程组:

t(bw )＝ ∑
g

i＝１
Ri(b)ci ＝R(b)pCp (１２)

其中,线性方程组形式中的R(b)p 矩阵由Ri(b)
构成.

得到在非齐次边界条件下的配点法精确等效

施加边界的整体流程,如图６所示.在定义非齐

次边界条件后,识别边界控制点并获取其所在单

元索引;在组装整体刚度矩阵及载荷向量后判断

是否为边界单元,并更新边界单元刚度矩阵及载

荷控制点.

２．２．２　 配点法算法实现

在等几何拓扑优化过程中,配点法主要通过对

迭代过程中的刚度矩阵和载荷向量优化实现,将实

现原理代入式(５),可得到优化后的矩阵形式:

􀭺KD ＝􀭺F􀭺K ＝
KII KIBT－T

T－１(KIB)T T－１KBBT－T

é

ë
êê

ù

û
úú

D ＝
CI

UB

é

ë
êê

ù

û
úú ＝

I ０

０ TT

é

ë
êê

ù

û
úú

CI

UB

é

ë
êê

ù

û
úú ,􀭺F ＝

􀭺FI

􀭺FB

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

(１３)

图６　 配点法等效施加边界流程

Fig．６　Flowchartofapplyingboundaryconditions
equivalentlywithcollocationmethod

KII ＝∫Ω
(RI)TRIdΩ

KIB ＝∫Ω
(RI)TRBdΩ

KBB ＝∫Γ
(RB)TRBdΓ

􀭺FI ＝FI ＝∫Ω
(RI)TlσdΩ

􀭺FB ＝∫Ω
(RB)TsdΩ＋∫ΓN

(RB)Tt－dΩ

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

(１４)

式中:KII、KIB 和KBB 分别为内部刚度子矩阵、内部与边界

耦合的刚度子矩阵和边界刚度子矩阵;􀭺FI、􀭺FB 分别为内

部载荷分向量和边界载荷分向量.

通过配点法进行强施加的过程中还需要考虑

如何合理地选择配点,以避免配点密度过小而导

致误差增大.选择配点的基本准则:为保证配点

方程组正常求解,系数矩阵必须是非奇异的,且尽

可能 使 条 件 数 变 小. 根 据 勋 伯 格 惠 特 尼

(SchoenbergＧWhitney)定理,在选取配点插值时

应尽可能保证避免配点超出或接近基函数支撑边

界,以保证求解精度.本节研究了两种选取方式,
第一类是均匀等分法,将样条函数的定义域均匀

等分;第二类是格雷维尔标记法,采用节点平均值

作为配点,对于给定一组节点矢量(ζi)n＋p＋１
i＝１ ,配点

(ζ′i)ni＝１ 标记为连续p 个节点均值,计算方法如下:

ζ′i＝
１
p∑

p

j＝１
ζi＋j (１５)

２．３　 基于自适应罚函数法的弱施加方法及实现

本节首先对罚函数法的基本原理和实现过程

进行介绍,并通过等几何分析算例进行数值验证,
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证明其可行性和对精确度的提升.随后,对罚函

数法进行改进,修正了惩罚因子取值标准,使其能

够更加精确等效施加边界条件.

２．３．１　 罚函数法及算法实现

设在空间R中的约束集合上寻求一个实值函

数的极值.那么对目标函数f(x)而言,需要增

加定义一个罚函数g(x),得到新函数f′(x):
f′(x)＝f(x)＋g(x) (１６)

将罚函数引入弹性力学问题中,可以得到罚

函数的修正泛函,变分后得到

　δΦ ＝Φ＋α∫Γb
δ(u(η))T􀅰(u(η)－u－b(η))dΓ (１７)

式中:α 为惩罚因子.

将其引入二维弹性力学问题,得到
(K＋Kp)D ＝F＋Fp (１８)

其中,Kp 和Fp 分别是刚度和载荷惩罚修正项:

Kp ＝α∫Γb
(N(η))T􀅰N(η)dΓ

Fp ＝α∫Γb
(N(η))T􀅰u－b(η)dΓ

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

(１９)

罚函数的系数矩阵是对称正定矩阵,其结构

与原始 刚 度 矩 阵 相 同,并 且 没 有 增 加 自 由 度

数量.

２．３．２　 惩罚因子自适应修正方法

在等几何分析中,罚函数法的计算精度主要

受惩罚因子影响,而惩罚因子的选取并无直接现

有规律可循.惩罚因子从理论上讲应该趋近于无

穷大,可以更好地满足非齐次边界条件,以提高收

敛速度.然而惩罚因子过大容易导致稀疏矩阵趋

向病态,因此在不同的工程情况需取不同量级的

惩罚因子.
此外,在基于具有惩罚的实体各向同性材料

(SIMP)法的等几何拓扑优化过程中,由于每一

个迭代步数都需要更新全局刚度矩阵以及所对应

的单元密度值,因此也需要惩罚因子能够随着密

度的更新而不断自适应调整.为了使刚度矩阵修

正项与全局刚度矩阵实时匹配,本文对惩罚因子

的自适应修正进行研究.
在等几 何 分 析 中,惩 罚 因 子 一 般 为α ∈

[１０３E,１０７E](E 为弹性模量).这种取值方法无

法实现惩罚因子自适应,在等几何拓扑优化中无

法有效匹配迭代过程的变化,且无法与模型几何

尺寸构建关联.本文提出惩罚因子自适应调节技

术,在优化迭代开始前设定初始惩罚因子:

α ＝
Kmax

Kmax
p

(２０)

式中:Kmax、Kmax
p 分别为刚度矩阵 K 和Kp 特征值的最

大值.

当进入优化迭代过程后,设计惩罚因子自动

递增方法,在连续两次迭代之间目标函数值减小

较慢的情况下更新惩罚参数值.
　　αn＋１ ＝

αn ＋０．１Kmax

Kmax
p

　　 ４
５|On|＜|On＋１|＜|On|

αn 其他{ (２１)

式中:On、On＋１ 为迭代过程中的目标函数值.

自适应罚函数法的实现流程如图７所示.定

义非齐次边界条件后,识别边界控制点及所在单

元索引,并设置初始惩罚值,进入迭代优化过程

后,判断目标函数收敛情况,根据其变化情况修正

惩罚因子值,并对非齐次边界单元的刚度矩阵及

载荷向量进行高斯线积分修正.

图７　 自适应罚函数法等效施加实现流程

Fig．７　Implementationstepsforequivalentapplication
ofadaptivepenaltyfunctionmethod

３　 数值算例

本节基于强弱施加两种非齐次边界条件施加

技术原理,首先通过等几何分析方法进行算例验

证,证明该方法在等几何方法的可行性,然后将其

嵌入等几何拓扑优化方法内,进一步验证等几何

拓扑优化非齐次边界条件施加技术.硬件测试环

境 为 Intel(R)Xeon(R)Gold ５１２０ CPU ＠
２．２０GHz２．１９GHz内核和３２GBRAM 内存的工

作站;软件测试环境采用Windows１０６４位操作系

统和 MATLAB_R２０２１a.

３．１　 强施加法算例验证

为验证配点法的有效性,利用等几何分析中

二维１/４圆环区域求解作先行验证.几何区域采

用二次 NURBS样条曲面定义,该二维圆环问题
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描述如图８所示.该算例内径a＝０．３m,外径b＝
０．５m,受内压p＝３×１０４kN/m,弹性模量E＝
３０GPa,泊松比ν＝０．２５.施加非齐次边界条件

左边界ux ＝I,下边界uy ＝I(I为全１方阵).

图８　 二维圆环等几何分析问题描述

Fig．８　Problemdescriptionforisogeometricanalysisof
２Dannulus

存在径向和切向两个方向的应力和位移解

析值:

σr(r)＝
a２p

b２ －a２
(１－

b２

r２
)

σθ(r)＝
a２p

b２ －a２
(１＋

b２

r２
)

ur(r)＝
a２pr

E(b２ －a２)
[１＋

b２

r２
(１＋ν)－ν]

uθ(r)＝０

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(２２)

根据已知条件可得到应力最大理论值σmax＝
６３．７５０MPa,位移最大值umax＝７．１２５０×１０－４m.
取４组不同单元数量(４×４单元、８×８单元、１６×
１６单元及３２×３２单元)的结果误差作对比,比较

直接施加法、均匀配点法和格雷维尔标记法的计

算结果.图９展示了应变和应力误差值.两类边

界配点法在应变和应力方面都表现出明显优于直

接施加在控制顶点上的方法.在应变方面,相较

于直接施加法,均匀配点法的误差减小了８．８７％ ~
６９．６８％,格雷维尔标记法的误差减小了１９．２５％ ~
８０．１６％;在应力方面,均匀配点法的误差减小了

９１．５３％ ~９４．５３％,格雷维尔标记法误差减小了

９２．４１％ ~９８．１８％.同时也应注意到,两类配点

方法的分析结果稍有差异,其中格雷维尔标记法

效果更好.
进一步,通过对经典的拓扑优化二维１/４圆

环算例进行优化计算,以验证非齐次边界条件下

的配点法边界施加方法的有效性.二维１/４圆环

的初始设计域及约束情况见图１０,最大迭代步数

设置为３０１步.
本文设置了３组对比参照组,如表１所示,在

各类的设计网格分辨率(nelx×nely)下对传统等几

何拓扑优化方法、格雷维尔标记法进行比较.将

(a)应变误差

(b)应力误差

图９　应变及应力误差对比

Fig．９　Comparisonofstrainandstresserrors

图１０　二维１/４圆环优化设计域及初始条件设置

Fig．１０　Designdomainandinitialboundarycondition
settingsfor２Dquarterannulus

上述的每一组参数作为等几何拓扑优化方法的输

入参数,同时,为了收敛结果保持稳定,将模型最

下方边界单元的网格密度固定.图１１以组别分

类,分别展示了不同网格尺寸下的优化结果,图

１２展示了两种方法优化过程中的 KKT(KarushＧ
KuhnＧTucker)条件残差的二范数变化趋势.

表１　对比组别的参数设置

Tab．１　Parametersettingsforthecomparisongroups

组别 nelx nely

１ １００ １００

２ ２００ ２００

３ ４００ ４００

　　图１１中的优化结果表明,传统方法与本文设

计的格雷维尔标记法可以得到相似的优化结果:
两者在网格密度较小(１００×１００)的情况下都出现

了棋盘格现象,随着网格密度不断增大,优化结果
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图１１　优化结果对比

Fig．１１　Comparisonoftheoptimalresults

也更加理想,得到了更多的结构细节和更高的清

晰度.图１２表明了格雷维尔标记法的有效性,该
方法能够在非齐次边界条件下的等几何拓扑优化

中提高计算精度,减小设计误差.相较于传统方

法,格雷维尔标记法将 KKT 条件残差二范数降

低了６．３３％~８．５０％(为避免优化初始时目标函

(a)第１组

(b)第２组

(c)第３组

图１２　优化过程KKT条件残差对比

Fig．１２　ComparisonofKKTconditionresiduals
inoptimizationprocesss

数的剧烈振荡对结果造成的误差,本文选取第５１
步作为计算起始步).

３．２　弱施加法算例验证

为验证罚函数法的有效性,利用３．１节中的

二维１/４圆环等几何分析算例做先行验证.取４
组单元数量的结果误差作对比,比较直接施加法、
格雷维尔标记法和自适应罚函数法的计算结果.
图１３展示了应变和应力误差值.图中显示,罚函

数法在等几何分析中的表现明显优于直接施加法

和格雷维尔标记配点法,其内在原因是:基于配点

法的强施加方法对复杂边界问题可能会导致数值

不稳定或收敛困难,而基于罚函数法的弱施加方

法可以更加准确地处理复杂边界条件,具有良好

的数值稳定性,详情可参考文献[４];对边界裁剪

单元的惩罚因子进行自适应更新能提高求解结果

的精度[３４].由对比图可以看出,在应变方面,自
适应罚函数法与直接施加法相比,误差减小了

９６．４８％~９９．９０％,与格雷维尔标记法相比,误差

减小了９５．６５％~９９．５０％;在应力方面,自适应罚

函数法能够实现与精确值相同结果,消除了等几

何分析误差.

(a)应变误差

(b)应力误差

图１３　应变及应力误差对比(弱施加法算例)

Fig．１３　Comparisonofstrainandstresserrors
(weakimpositionmethodcase)

进一步,使用二维圆环算例对自适应罚函数

法在等几何拓扑优化中的有效性进行验证,初始

条件和对比组参数设置同３．１节,对比了自适应

罚函数法、格雷维尔标记法和传统方法在不同设

计网格分辨率情况下的优化结果、收敛过程、优化
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过程中 KKT条件残差的二范数.自适应罚函数

法的优化结果如图１４所示,收敛过程 KKT条件

残差范数变化如图１５所示.

图１４　自适应罚函数法优化结果

Fig．１４　Optimalresultsoftheadaptivepenalty
functionmethod

(a)第１组:nelx×nely＝１００×１００,Stepmax＝３０１

(b)第２组:nelx×nely＝２００×２００,Stepmax＝３０１

(c)第３组:nelx×nely＝４００×４００,Stepmax＝５０１

图１５　优化过程KKT残差对比(弱施加法算例)

Fig．１５　ComparisonoftheKKTconditionresiduals

inoptimizationprocess(weakimpositionmethodcase)

自适应罚函数法可以得到与传统方法及配点

法相似的优化结构,并且展示了更加细致的结构

细节,同时可以提高收敛速度,在１００×１００的网

格尺寸下,自适应罚函数法在２５６步就实现了收

敛,相较于其余两种触发最大迭代步数,更快达到

收敛效果.图１５中的 KKT 条件残差二范数也

证明了自适应罚函数法的有效性,相较于传统方

法和格雷维尔标记法,将 KKT 条件残差二范数

分别减小了８．７１％~９．３４％和１．５１％~３．０３％.

４　结论

本文针对现有等几何拓扑优化的边界条件施

加方法存在计算精度不高、收敛效果不理想的问

题,设计了基于强施加方法和弱施加方法的等几

何拓扑优化非齐次边界条件施加技术.基于格雷

维尔标记法设计了配点法施加边界条件,并基于

罚函数法设计了自适应罚函数法,利用优化过程

中目标函数的更新实时修正惩罚因子,实现准确

施加惩罚.通过等几何分析数值算例对两种方法

的有效性进行验证,通过非齐次边界条件等几何

拓扑优化算例进一步验证.相较于传统方法,格
雷维尔标记配点法可以减小 KKT条件残差二范

数 ６．３３％ ~８．５０％,自 适 应 罚 函 数 法 可 减 小

８．７１％~９．３４％,同时可以提高收敛速度１４．９５％.
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