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摘要:为了使柔顺机构构型与压电驱动分布同时达到最优,并满足工艺制造要求,提出考虑最小尺

寸约束的内嵌可移动压电驱动柔顺机构拓扑优化设计方法.采用独立点密度插值模型描述主体结构的

材料分布,利用水平集函数表征任意形状的内嵌可移动压电驱动器,通过结构指示函数识别实体和空相

材料,采用滤波阈值技术控制主体结构的最小尺寸.同时建立非重叠约束以保证压电驱动器在优化过

程中不与设计域边界发生重叠,并以柔顺机构的输出位移最大化为目标函数,建立独立点密度插值 水

平集联合拓扑优化模型,利用移动渐近线法求解拓扑优化问题.数值算例证明所提方法可以有效地同

时优化主体结构和压电驱动器的位置分布,并满足最小尺寸要求.
关键词:柔顺机构;拓扑优化;压电驱动;最小尺寸约束;可移动组件

中图分类号:TG１５６
DOI:１０．３９６９/j．issn．１００４􀆼１３２X．２０２５．０２．００８ 开放科学(资源服务)标识码(OSID):

TopologyOptimizationofCompliantMechanismswithEmbeddedMovable
PiezoelectricActuatorConsideringMinimumLengthConstraints

LIU Min１,２　LUFeiyang１　ZHANJinqing１,２∗ 　WUJian１　ZHUBenliang３

１．SchoolofMechanotronicsandVehicleEngineering,EastChinaJiaotongUniversity,
Nanchang,３３００１３

２．KeyLaboratoryofConveyanceandEquipmentofMinistryofEducation,EastChinaJiaotong
University,Nanchang,３３００１３

３．GuangdongProvincialKeyLaboratoryofPrecisionEquipmentandManufacturingTechnique,
SouthChinaUniversityofTechnology,Guangzhou,５１０６４１

Abstract:Inordertooptimizetheconfigurationofthecompliantmechanismsandthedistribution
ofthepiezoelectricactuatorssimultaneouslyandmeetthemanufacturingrequirements,atopologyopＧ
timizationdesignmethodofthecompliantmechanismswasproposedwithembeddedmovablepiezoeＧ
lectricactuatorsconsideringtheminimumlengthconstraints．TheindependentpointdensityinterpolaＧ
tionmodelwasusedtodescribethematerialdistributionofthemainstructure,thelevelsetfunction
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０　引言

柔顺机构是一种通过自身材料的弹性形变来

进行力的传递或能量交换的新型机构,具有高精

度、无摩擦磨损、无需润滑、无滞后、易于加工且几

乎无需组装等优点[１Ｇ２],在微纳操作、微机电系统

和精密定位等领域得到广泛应用[３Ｇ５].柔顺机构

的设计方法主要有基于运动学方法和拓扑优化方

法[６].在设计柔顺机构时,采用拓扑优化方法可

以获得机构的最优构型,提高机构的性能和稳定

性.近年来,研究人员对柔顺机构的拓扑优化设

计进行了大量的研究[７Ｇ９].EMMENDOERFER
等[１０]基于应力约束的水平集方法设计了柔顺机

构,避免了柔顺机构产生类铰链.许洁等[１１]采用

等几何拓扑优化方法设计的柔顺机构的轮廓具有

较好的光滑性和连续性.何健等[１２]基于双向渐

进结构优化法,提出一种面向柔顺机构的拓扑优

化设计策略,通过调节加权系数能有效避免类铰

链的产生.
在工程应用中往往需要预留相应空间安装某

些特殊功能模块(如驱动器、电容器、传感器等).
为了更好地实现组件在主体结构上的布局优化,
需要对多组件系统进行一体化拓扑优化设计[１３].

ZHU等[１４]提出了一种新的集成布局优化方法,
将可移动组件嵌入设计域中与结构优化同步进

行,并采用有限元方法避免组件重叠.XIA等[１５]

提出的超级单元公式(superelementformulation,

SEF)方法极大地简化了组件位置变化设计变量

的灵敏度分析.WANG 等[１６]采用 KS函数描述

内嵌几何组件和孔洞的几何形状,实现了可移动

组件和内嵌孔洞的同时优化.
柔顺机构通常利用压电材料作为驱动,以获

得精密的运动,也可以看作一个多组件系统.然

而,在传统的柔顺机构拓扑优化设计中,并未考虑

实际的驱动,仅仅是将驱动模拟为一个固定的集

中力.为了提高基于压电驱动的柔顺机构的性

能,研究人员采用上述多组件系统一体化拓扑优

化方法对柔顺机构进行设计.YANG 等[１７]以压

电驱动的位置、电压、机构本体的伪密度作为三种

设计变量,提出了压电片驱动的层压复合柔顺结

构的 拓 扑 优 化 方 法,提 高 了 整 体 变 形 精 度.

WANG等[１８]采用水平集函数描述压电驱动的边

界,用点密度插值法描述机构本体的拓扑,提出了

压电驱动与柔顺机构本体构型同时优化的设计方

法,提高了系统的全局驱动性能.WANG 等[１９]

基于投影变换的移动可变形组件法与参数化水平

集法相结合的混合拓扑优化方法设计了压电驱动

嵌入式柔顺机构.
柔顺机构拓扑优化设计容易出现类铰链现

象,使得后续的加工难以实现,因此,有学者提出

了采用单元节点密度插值的方法,通过控制影响

域大小来实现尺寸约束.WANG等[２０]提出了一

种基于节点设计变量的自适应方法,提高了结构

边界描述质量.KANG 等[２１]提出了一种基于节

点设计设计变量点非本地密度插值策略,设计变

量点可不与单元节点重合,可避免棋盘格现象及

孤岛效应.GUEST 等[２２]提出 Heaviside投 影

法,以节点密度值作为设计变量,利用投影算子将

密度场的节点值投影到单元空间,通过确定用于

刚度插值的单元密度控制结构最小尺寸.ZHOU
等[２３]提出了几何约束的最小尺寸控制方法,结合

过滤阈值拓扑优化技术,通过识别固相和空相材

料实现了结构最小尺寸控制.但上述研究均只考

虑单一固相材料的尺寸控制,实现内嵌压电驱动

的多相材料分布尺寸控制还未见报道.
本文提出一种考虑尺寸约束的内嵌可移动压

电驱动柔顺机构拓扑优化设计方法.采用独立点

密度插值方法[１８]及水平集方法混合拓扑描述模

型来表征压电驱动器在优化过程中位置和角度.
最小尺寸则采用滤波阈值方法进行控制,通过构

建结构指示函数保证设计域内任一点都能满足相

应材料区域的最小尺寸约束.以固相材料和空相

的最小尺寸、各压电组件之间互不重叠以及不与

设计域边界发生干涉作为约束条件,将柔顺机构

的输出端位移最大化作为目标函数,建立拓扑优

化数学模型,使用移动渐近优化算法对优化模型

进行求解,利用多个数值算例验证所提方法的有

效性.

１　内嵌压电驱动的拓扑优化

１．１　压电驱动器的拓扑描述

图１所示为采用水平集表示的矩形压电驱动

器(蓝色矩形表示压电驱动器),其形状边界由水

平集函数来定义表示:
Φ(x)＞０,∀x ∈Ω
Φ(x)＝０,∀x ∈Γ
Φ(x)＜０,∀x ∈D/(Ω ∪Γ)} (１)
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式中:Ω ＝∪NP
i＝１ 为所有压电驱动器在设计域内所占的总

区域;NP 为所有压电驱动器的数量;Ωi 为第i个压电驱动

器所占的区域大小;Γ ＝∪NP
i＝１ 为所有压电驱动器在设计

域内的边界总和;Γi 为第i个压电驱动器的边界大小;D
为设计域的区域.

图１　 压电驱动器的水平集表示

Fig．１　Thelevelsetrepresentationofthe

piezoelectricactuators

水平集方法的使用可以保证压电驱动器的边

界在演化过程中的准确和光滑表示,精确地捕捉

压电驱动器在设计域内的边界移动.由此也可以

扩展到表示任意复杂边界形状的压电驱动器.
对水平集函数Φ(x)引入虚拟时间t,Φ(x,

t)表示某一固定时刻t的水平集函数分布.计算

水平集函数对时间t的微分,通过求解一阶偏微

分 HamiltonＧJacobi方程得到运动边界的演化

过程:
∂Φ(x,t)

∂t －vn|∇Φ|＝０ (２)

式中:vn 为法向速度,vn ＝v􀅰n;v为压电驱动器的边界

上各点的运动速度;n＝ －∇Φ/|∇Φ|为压电驱动器的

边界上各点的外法线方向.

对式(２)采用迎风格式进行求解.为了保持

驱动器的边界精确稳定,采用三阶基本无振荡

(essentiallynonＧoscillatory,ENO)近似格式.求

解式(２)时,应小心处理 CourantＧFriedrichsＧLewy
(CFL)条件,以确保时间步长足够小,达到数值

稳定性.
水平集函数通常被选为符号距离函数,即从

每个计算点到压电驱动器边界的最短距离.为了

保持水平集函数的形状及有符号距离行为,通常

需要通过求解下式来进行重新初始化:
∂Φ
∂t＋sgn(Φ０)(|∇Φ|－１)＝０

Φ(x,t＝０)＝Φ０(x) } (３)

式中:Φ０ 为初始化前的水平集函数.

１．２　 主体结构拓扑描述

采用非局部Shepard密度插值方法来描述承

载压电驱动器的主体结构.该方案可以避免点密

度插值方法遇到的密度负值现象,同时得到具有

严格物理意义上的密度场分布,即每一点均满足

[０－１]界限性.在设计域内,所有单元节点的密

度设计变量总数为 N.其中任意一点x 的密度

值为

ρ(x)＝ ∑
i∈Sx

Θi(x)ρi (４)

Θi(x)＝
d(x－xi)

∑
j∈Sx

d(x－xj)
(５)

其中,ρi(i＝１,２,􀆺,N)为设计变量点的密度,

d(x－xi)＝‖x－xi‖２;集合Sx 为点x 影响域

内的所有设计变量点.点x的影响域是以x点为

圆心、截断半径为Rx 的圆形域,如图２所示.

图２　 点x的影响域示意图

Fig．２　Diagramofthesphereofinfluenceatpointx

１．３　 混合拓扑描述

结合上述压电驱动器的水平集描述模型和主

体结构的描述模型,可以得到压电材料和主体结

构固相及空相的三相材料混合拓扑描述模型.设

计域内任意一点x 的材料弹性矩阵可表示为

D(x)＝ H(Φ)DP ＋(１－H(Φ))DH (６)

其中,H(􀅰)为 Heaviside函数;DP 为压电驱动器

的弹性刚度矩阵;DH 为主体承载结构的弹性刚

度矩阵,与点x 处的密度有关,表示为

DH ＝ [ρ(x)]pD０ (７)

式中:D０ 为主体承载结构固相材料的刚度矩阵;p 为惩罚

因子,p ＝３.

２　 拓扑优化问题描述

２．１　 压电驱动有限元分析

在线弹性变形的假设下,压电材料的本构方

程表示为

σ ＝D∶ε－e􀅰E
d＝e∶ε＋κ􀅰E } (８)

式中:σ、ε分别为结构的应力和应变张量;e、E、d和κ分别

为压电张量、电场强度向量、电位移向量和介电常数张量.

其中,E 与电势场φ 的梯度有关,E＝－∇φ.
为提高压电驱动器边界区域单元位移场的计

算精度,采用扩展有限元方法(extendedfinite
elementmethod,XＧFEM)对结构的局部区域进

行加强处理.在 XＧFEM 框架下,位移场插值表

示为

uh(x)＝ ∑
i∈M

Niui ＋ ∑
i∈Men

NiΨai (９)

􀅰７５２􀅰
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　Ψ(x)＝ ∑
i∈Men

Ni(x)|Φi|－| ∑
i∈Men

Ni(x)Φi| (１０)

式中:Ni 为标准有限元形函数;ui 为标准单元节点位移;

ai 为增强节点上的增强自由度;M、Men 为所有节点和增

强节点的集合;Ψ 为增强函数.

对于压电材料,边界与空相之间的位移插值

形式表示为

uh(x)＝ ∑
i∈j

Ni(x)H(Φ(x))ui (１１)

通过有限元离散,力 电耦合平衡方程可以表

示为

　
KuuKuφ

KφuKφφ

é

ë
êê

ù

û
úú 　

U

φ
　

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ 　

F

Q
　

é

ë
êê

ù

û
úú (１２)

Kuφ ＝KT
φu

式中:Kuu、Kuφ 、Kφφ 分别为力学刚度矩阵、电力耦合矩阵

和介电矩阵;U 为节点位移向量(包含所有的节点位移ui

和增强自由度ai);矢量φ 为节点电势自由度;F、Q 分别

为施加的节点载荷和电荷向量.

假设在设计域厚度方向上施加均匀常数电

场,如图３所示.电势沿厚度方向线性变化,因此

压电驱动器内任一点的电场强度可以表示为E＝
(０,０,v(e)/d)T,v(e) 表示外界施加的电压,d 表示

压电驱动器的厚度.此时,压电驱动器只在主体

承载结构施加面内载荷,发生面内形变.

图３　 压电驱动器施加电压时主体承载结构

产生的面内变形

Fig．３　Thepiezoelectricactuatorsappliesvoltage,andthe
mainbearingstructurecausesinＧplanedeformation

在外加电压作用下,力 电耦合可解耦为力

学问题.因此,平衡方程可表示为

KuuU ＝FP ＋F (１３)

式中:FP 为压电驱动器在外加电压下产生的压电载荷;F
为主体承载结构外部施加的载荷.

对于没有进行增强的标准单元,其刚度矩阵

可表示为

(Kuu)e ＝∫Ωe
(Bstd

u )TD(x)Bstd
u dΩ (１４)

e∈J\Jen

式中:Bstd
u 为标准单元的位移 应变矩阵;D 为固相弹性材

料的弹性矩阵;J为所有单元的集合;Jen 为所有增强单元

的集合.

式(１３)中的压电载荷可表示为

(FP)e ＝ －(Kuu)eφe ＝ (∫Ωe
(Bstd

u )TeT
PH(Ψ)dΩ)Ee

(１５)

e∈J\Jen

式中:eP 为压电矩阵.

增强单元e(e∈J)的单元刚度矩阵表示为

(Kuu)e ＝ 　
Kss

uu　Kse
uu

Kes
uu　Kee

uu
　

é

ë
êê

ù

û
úú (１６)

(Kss
uu)e ＝∫Ωe

(Bstd
u )TD(x)Bstd

u dΩ

(Kse
uu)e ＝∫Ωe

(Bstd
u )TD(x)Ben

udΩ ＝ (Kes
uu)e

(Kee
uu)e ＝∫Ωe

(Bstd
u )TD(x)Ben

udΩ

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１７)

式中:Ben
u 为增强单元的位移 应变矩阵.

压电载荷向量表示为
(FP)e ＝ [Fstd

P |Fen
P ] (１８)

(Fstd
P )＝ (∫Ωe

(Bstd
u )TeT

PH(Ψ)dΩ)Ee

(Fen
P )＝ (∫Ωe

(Ben
u )TeT

PH(Ψ)dΩ)Ee

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

(１９)

２．２　 几何约束

在本文中,柔顺机构的最小尺寸控制主要通

过滤波阈值拓扑方法实现.利用设计变量ρ(０≤
ρ≤１),滤波设计变量ρ

~ 和投影设计变量ρ
－ 作为基

本计算框架,在η ∈ (ηd,ηe)(０＜ηd ＜ηi ＜

ηe ＜１)范围内的所有投影密度ρ
－
ηi 具有相同的

拓扑构型.
密度过滤通过相邻设计变量点的密度ρi 的

加权平均,获得过滤后的节点密度ρ
~:

ρ
~
i ＝

∑
j∈Zi

ωj(xj)vjρj

∑
j∈Zi

ωj(xj)vj

(２０)

其中,Ζi 为单元节点i的距离不超过最小过滤半

径Rmin 的所有节点集合;xj 为单元节点j的坐标;

ωj(xj)为权重函数,可表示为

ωj(xj)＝
１－

|xi －xj|
Rmin

　　|xi －xj|≤Rmin

０ 其他{
(２１)

式中:xi 为单元节点i的坐标.

然后,采用Heaviside映射函数对过滤的单元

节点密度场进行映射,获得其真实物理点密度

ρ
－
i:

ρ
－
i ＝

tanh(βηi)＋tanh(β(ρ
~
i －ηi))

tanh(βηi)＋tanh(β(１－ηi))
(２２)

式中:ηi 为阈值,取０．５;β为控制近似 Heaviside映射函数

近似程度的参数.

而主体承载结构及空相若要实现最小尺寸控

制,则需要满足以下充分条件:
􀅰８５２􀅰
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ρ
~(x)≥ηe

∀x ∈Ω１ ＝ {x|ρ
－
ηi

(x)＝１& ∇ρ
~ ＝０} (２３)

ρ
~(x)≤ηd

∀x ∈Ω２ ＝ {x|ρ
－
ηi

(x)＝０& ∇ρ
~ ＝０} (２４)

式中:Ω１ 为过滤密度ρ
~
i 的固相阈值范围;Ω２ 为过滤密度

ρ
~
i 的 空 相 阈 值 范 围;ηe、ηd 为 阈 值,分 别 取 ０．９５ 和

０．０５;∇ρ
~ 为过滤密度ρ

~
i 的空间梯度.

固相拐点域Ω１ 和空相拐点域Ω２ 采用两种结

构指示函数来表示:
Is ＝ρ

－􀅰exp(－c‖∇ρ
~‖２) (２５)

Iv ＝ (１－ρ
－)􀅰exp(－c‖∇ρ

~‖２) (２６)

式中:上标s和v分别表示固相和空相.

式(２５)和式(２６)中的指数项在 ∇ρ
~＝０时分

别表明过滤场密度中的固相拐点域和空相拐点

域,即当Is＝１时,表明设计变量点位于固相材料

区域Ω１ 的内部,当Is＝０时,表明设计变量点位

于固相材料区域Ω１ 的外部.空相材料区域的指

示函数Iv 具有相同的规律.c为控制结构指示函

数值在 ∇ρ
~ ≠０处衰减速率的参数,取值范围为

０~１. 当c取１时,所有物理密度场的固相区域

将被识别为固相拐点区域,这将扩大式(２３)和式

(２４)所表示的固相和空相拐点区域,使得最小尺

寸约束过于严格;当c取值为非常接近０的很小

数时,Is 和Iv 表示的区域Ω１ 和Ω２ 将比期望的区

域更小甚至断开,这可能会导致最小尺寸控制的

失效.本文c取(Rmin)４,能够准确识别式(２３)和

式(２４)所表示的固相和空相拐点区域.
基于式(２５)和式(２６)所表示的两个结构指

示函数,为满足式(２３)和式(２４)提出的满足最小

尺寸控制的两个充分条件,提出关于固相和空相

的两个几何约束:

gs ＝
１
n ∑

i∈Ni

Is
i􀅰(min((ρ

~
i －ηe),０))２ ＝０ (２７)

gv ＝
１
n ∑

i∈Ni

Is
i􀅰(min((ηd －ρ

~
i),０))２ ＝０ (２８)

式中:n为Zi 集合内的元素个数.

满足以上两个几何约束条件,过滤密度大于

阈值ηe 的设计变量点位于拐点区域Ω１ 内,过滤

密度小于阈值ηd 的设计变量点位于拐点区域Ω２

内,进而实现固相和空相材料的最小尺寸控制.
但是,在实际应用中由于非拐点区域的指示函数

Is 和Iv 存在无限接近零而非零值,导致几何约束

函数gs 和gv 也为非零值,不能严格满足几何约

束等式,所以需要对几何约束gs 和gv 进行松弛

处理:
gs ≤τ (２９)

gv ≤τ (３０)

式中:τ 为一个极小正值来弥补数值误差.

２．３　 拓扑优化数学模型

图４是内嵌可移动压电驱动柔顺机构拓扑优

化设计域示意图,D 表示设计域,ΓD 表示设计域

的固定边界,Γ 表示压电驱动器的边界,在压电驱

动器上施加恒定电压Uin,在输出端产生期望的输

出位移uout,采用输出虚拟弹簧Kout 来模拟工件

刚度.

图４　 内嵌可移动压电驱动柔顺机构拓扑优化设计域

Fig．４　Topologyoptimizationdesigndomainofcompliant
mechanismwithembeddedmobilepiezoelectricdrive

在恒定电压作用下,以柔顺机构上指定点的

输出位移最大化为目标函数,以机构的体积比、非
重叠约束、主体结构固相和空相的最小尺寸作为

约束条件,建立考虑尺寸约束的内嵌可移动压电

驱动柔顺机构拓扑优化模型:
Find　ρi,αj(i＝１,２,􀆺,N;j＝１,２,􀆺,NP)

max　J ＝uout

s．t．KuuU ＝FP ＋F

VH ≤fvV０

Vδ ≤V０ －VP

gs ≤τ

gv ≤τ
０＜ρ ≤ρi ≤１

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

(３１)

VH ＝∫Ω
ρ(x)dΩ　　Vδ ＝∫Ω

(１－H(Φ))dΩ

式中:ρi 为主体结构的点密度设计变量;αj 为压电驱动器

的虚拟速度设计变量(包括平移速度αxj、αyj 和转动角速

度αθj);J 为输出位移;N、NP 分别为单元节点密度设计

变量和设计域内可移动压电驱动器的数量;VH 为机构整

体的固相材料体积;Vδ 为非压电驱动器区域的材料体积;

V０ 为设计域的体积;VP 为压电驱动器的体积.

３　 灵敏度分析

３．１　 点密度设计变量灵敏度分析

通过有限元离散,目标函数可以改写为J＝
ϖTu,ϖ 是规则化向量,只在指定输出端所在节点

取值为１,其余均为０.当不施加相关外力时,目
标函数对点密度设计变量的导数为

∂J
∂ρi

＝λT ∂K
∂ρi

u＝ ∑
Ne

e＝１
λT

e
∂Ke

∂ρi
ue (３２)

i＝１,２,􀆺,N
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其中:Ne 为设计域划分的单元总数,伴随向量λe

可用求解伴随方程表示:
ϖT ＋λTK ＝０ (３３)

第e个单元刚度矩阵对第i个点密度设计变

量的导数表示为

∂Ke

∂ρi
＝∫Ωe

p(ρ(x))p－１∂ρ(x)
∂ρi

(１－H(Φ))BTDBdΩ

(３４)

∂ρ(x)
∂ρi

＝
Θi　　i∈Sx

０ i∉Sx
{ (３５)

材料体积约束对第i个点密度设计变量的导

数表示为

∂VH

∂ρi
＝ ∑

Ne

e＝１∫Ωe

∂ρ(x)
∂ρi

dΩ (３６)

另使

Ism
i ＝ (min((ρ

~
i －ηe),０))２ (３７)

Ivm
i ＝ (min((ηd －ρ

~
i),０))２ (３８)

则尺寸约束对点密度设计变量的导数可表示为

∂gs

∂ρi
＝

１
n

(∂I
s
i

∂ρ
－
i

∂ρ
－
i

∂ρ
~
i
Ism

i ＋Is
i
∂Ism

i

∂ρ
~
i

)∂ρ
~
i

∂ρi
(３９)

∂gv

∂ρi
＝

１
n

(∂I
v
i

∂ρ
－
i

∂ρ
－
i

∂ρ
~
i
Ivm

i ＋Iv
i
∂Ivm

i

∂ρ
~
i

)∂ρ
~
i

∂ρi
(４０)

由式(３７)和式(３８)可知,式(３９)和式(４０)
中∂Ism

i /∂ρ
~
i 和∂Ivm

i /∂ρ
~
i 可表示为

∂Ism
i

∂ρ
~
i

＝２min((ρ
~
i －ηe),０)∂η

s
i

∂ρ
~
i

(４１)

∂Ivm
i

∂ρ
~
i

＝２min((ηd －ρ
~
i),０)∂η

v
i

∂ρ
~
i

(４２)

ηs
i ＝ min((ρ

~
i －ηe),０) (４３)

ηv
i ＝ min((ηd －ρ

~
i),０) (４４)

令

Iexp ＝exp(－c‖∇ρ
~‖２) (４５)

对ρ
－
i 求导可得

∂Iexp

∂ρ
－
i

＝２exp(－c‖∇ρ
~‖２)􀅰(－c)􀅰

‖∇ρ
~‖∂‖∇ρ

~‖
∂ρ

－
i

(４６)

由式(２５)和式(２６)可得∂Is
i/∂ρ

－
i 和∂Iv

i/∂ρ
－
i:

∂Is
i

∂ρ
－
i
＝ (Iexp＋ρ

－∂Iexp

∂ρ
－
i

) (４７)

∂Iv
i

∂ρ
－
i
＝ (－Iexp＋(１－ρ

－)∂Iexp

∂ρ
－
i

) (４８)

３．２　 虚拟速度设计变量灵敏度分析

采用解析形状灵敏度分析方法得到目标函数

和约束函数关于虚拟速度设计变量的灵敏度分

析.因为压电驱动器也是设计域的一部分,所以

在其移动过程中会对设计域产生微小摄动,其改

变量可表示为

Ωs
t ＝ (I＋tθ)Ωs (４９)

式中:θ 为虚拟速度的摄动向量.

目标函数的方向导数定义在积分域变分零

点处:

U′(Ω)(θi)＝lim
t→０

U((I＋tθ)(Ω))－U(Ω)
t

(５０)

i＝１,２,􀆺,NP

因此,可得到目标函数的形状导数:

U′(Ω)(θi)＝∫ΓPt
[ε(λ)∶(DP －DH)∶ε(u)－

ε(λ)∶e􀅰E](θi􀅰n)dΓ (５１)

其中:θi(i＝１,２,􀆺,NP)为第i个压电驱动器的

虚拟速度摄动向量,可表示为

θi ＝Vi ＋ωi ×r (５２)
式中:Vi 为第i个压电驱动器的虚拟平移速度向量;ωi 为

相对于旋转中心的角速度;r为压电驱动器边界到旋转中

心的距离向量.

非重叠约束的形状灵敏度表示为

(Vδ)′(Ω)(θi)＝∫ΓPt
(１－H(Φ))(θi􀅰n)dΓ (５３)

通过链式法则,目标函数和约束函数对虚拟

速度变量的导数可分别表示为

∂J
∂αij

＝
∂J
∂θi

􀅰∂θi

∂αij
　　∂Vδ

∂αij
＝

∂Vδ

∂θi
􀅰∂θi

∂αij
(５４)

i＝１,２,􀆺,NP　　j＝１,２,３
其中:∂θi/∂αij 可由 式 (４０)求 偏 导 数 得 到,而

∂J/∂θi 和∂Vδ/∂θi 可分别表示为

J′(Ω)(θi)＝
∂J
∂θi

􀅰θi　　(Vδ(Ω))′(θi)＝
∂Vδ

∂θi
􀅰θi

(５５)

移动渐近线算法(methodofmovingasympＧ
totes,MMA)稳定性好,使用范围广,特别适用于

多约束的复杂优化问题求解.本文采用 MMA
算法求解考虑最小尺寸控制的内嵌可移动压电驱

动柔顺机构拓扑优化问题,流程图见图５.

４　数值算例

４．１　反向器

图６所示为内嵌可移动压电驱动位移反向器

的设计域、指定输出端及固定边界.反向器的设

计域尺寸L×D 设定为１２０mm×１６０mm,设计

域的左端作为固定边界条件,对内嵌可移动压电

驱动组件施加恒定电压,指定设计域右边中点为

目标输出点.定义主体承载部分实体材料的弹性

模量E１ 为７０GPa,泊松比μ１ 为０．３２,压电驱动

组件材料的弹性模量E２ 为７４GPa,泊松比μ２ 为

０．３５,电位移为－９．３C/m２.同时设定施加的恒

定电压为５kV,惩罚因子p 选为３,主体承载部

分及压电驱动组件的厚度均为１mm,输出弹簧

刚度Kout设为１５００N/m.因为压电组件在此设

􀅰０６２􀅰
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图５　考虑尺寸约束的内嵌可移动压电驱动

柔顺机构拓扑优化设计流程图

Fig．５　Topologyoptimizationdesignflowchartofa
compliantmechanismwithembeddedmovable

piezoelectricdriveconsideringsizeconstraints

图６　位移反向器的设计域

Fig．６　Designdomainofdisplacementreverser

计域中对称分布,所以设计域整体呈上下对称分

布,为提高计算效率,仅选取设计域上半部分进行

有限元分析,并将其离散为８０×１２０个四节点四

边形单元.算例中矩形压电驱动组件的初始形式

均设置为转动角度为０,且长、宽边分别平行于x
轴和y 轴.当连续两个优化迭代结果差值小于

１０－３时,优化过程停止.
为了验证最小尺寸控制在内嵌可移动压电驱

动柔顺机构拓扑优化中的有效性,考虑在相同参

数条件下,对比无尺寸约束及不同最小尺寸情况

下的拓扑优化结果.设定压电驱动组件大小(l×
d)为２０mm×１０mm,其中心初始位置为(２０,

２５)mm,允许材料体积比为设计域的３０％.首

先选取Rmin＝５作为最小尺寸控制参数,拓扑优

化过程如图７所示.

　　　(a)初始状态　 　 　(b)第１５步迭代

　　(c)第１７步迭代　 　 　(d)第４５步迭代

　　(e)第５５步迭代　 　 　(f)第３００步迭代

图７　位移反向器的拓扑优化过程

Fig．７　Topologyoptimizationofdisplacementreverser

图７所示为内嵌可移动压电驱动反向器在不

同迭代步数下的整体构型变化.图７a表示可移

动压电驱动组件在优化开始前的初始状态,图７b
表示第１５次迭代后可移动压电驱动器组件位置

发生明显变化,前１５步对可移动设置较大的移动

速度,可以尽快到达最佳位置附近,图７c表示第

１７步开始形成主体承载构型,图７d表示内嵌可

移动压电驱动反向器的第４５步迭代,可观察到初

始构型已基本形成,但存在类铰链连接,且还存在

较多中间灰度单元.图７e表示第５５步迭代,此
后将可移动压电驱动组件在机构内的位置固定,
后续引入两相尺寸约束,期望实现非压电驱动组

件区域的材料最小尺寸控制.图７f是压电驱动

反向器最终拓扑构型图,可明显观察到固相及空

相材料均满足目标最小尺寸控制,相较于图７e具

有明显改善效果,同时主体承载部分形成相同大

小的孔洞以满足空相区域最小尺寸控制.
图８所示为目标函数及体积分数随迭代步数

的变化曲线,目标函数曲线由于在第５５步迭代引

入尺寸约束出现部分振荡,最终在机构构型稳定

后逐渐趋近平稳,最终收敛至－０．２１３mm.
允许体积上限为０．３、０．４时,无尺寸约束及

􀅰１６２􀅰
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图８　位移反向器的拓扑优化迭代曲线

Fig．８　Topologyoptimizationiterationcurveof
displacementreverser

尺寸控制参数Rmin分别为３、４、５时的拓扑构型图

见图９,可明显观察到施加尺寸约束的机构最终

构型相较于无尺寸约束的情况,主体承载结构部

分所存在的类铰链情况得到解决,且实相区域的

最小连接处均满足相应的目标最小尺寸控制,同

　(a)V＝０．３,无尺寸约束　(b)V＝０．４,无尺寸约束

　 (c)V＝０．３,Rmin＝３　 　 (d)V＝０．４,Rmin＝３

　 (e)V＝０．３,Rmin＝４　 　 (f)V＝０．４,Rmin＝４

　 (g)V＝０．３,Rmin＝５　 　 (h)V＝０．４,Rmin＝５

图９　不同最小尺寸控制参数下反向器的拓扑构型

Fig．９　Topologicalconfigurationofinverterswith
differentminimumsizecontrolparameters

时其内部空相区域也满足相应的最小尺寸控制,
验证了所提方法的有效性.

４．２　夹持器

图１０所示为内嵌可移动压电驱动夹持器的

设计域、指定输出端及固定边界.夹持器同反向

器一样,都具有对称性,故也取其上半部分进行设

计,将设计域离散为１２０×８０个四节点单元.可

移动矩形压电组件初始放置角度同位移反向器相

同布置,仅初始位置不同.设定压电驱动组件大

小(l×d)为２０mm×１０mm,其中心初始位置为

(２０,２５)mm.

图１０　夹持器设计域

Fig．１０　Gripperdesigndomain

对比允许材料体积分数为０．３、０．４的情况

下,无尺寸约束以及施加不同最小尺寸的拓扑优

化结果如图１１a~图１１f所示.从图１１a中可明

显发现在体积分数为０．３、不施加尺寸约束的工况

下,存在单节点连接情况和孤岛效应;而图１１b
中,在体积分数为０．４、不施加尺寸约束的工况下,
存在相当多的中间密度单元,构型边界不清晰.
图１１c~图１１f表示体积分数为０．３、０．４时施加不

同最小尺寸约束的结果,尺寸控制参数Rmin分别

设置为３、４、５,在施加尺寸约束后所得到的构型

中,空相及实相部分的最小尺寸均满足相应的控

制参数大小.从图１１c、图１１e和图１１g的拓扑优

化结果中可以看出,三个不同尺寸控制参数下拓

扑构型相似,其内嵌可移动压电驱动的位置也大

致相同,主体承载结构的最短连接处随着尺寸控

制参数的增大而增大,满足目标要求,而主体承载

结构内存在的孔洞则随着尺寸控制参数的增大而

发生融合,进而满足空相部分的最小尺寸控制.
图１１d、图１１f和图１１h是体积分数为０．４、不同尺

寸控制参数下的结果.在尺寸控制参数为３的工

况下,夹持器的最短连接处符合目标控制大小,其
内部存在孔洞也同样满足.在图１１f和图１１h中

可明显观察到,由于尺寸控制参数的增大,主体承

载结构内部空相部分消失,且最短连接处同样随

着尺寸控制参数的增大而增大,符合目标最小尺
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　(a)V＝０．３,无尺寸约束　(b)V＝０．４,无尺寸约束

　 (c)V＝０．３,Rmin＝３　 　 (d)V＝０．４,Rmin＝３

　 (e)V＝０．３,Rmin＝４　 　 (f)V＝０．４,Rmin＝４

　 (g)V＝０．３,Rmin＝５　 　 (h)V＝０．４,Rmin＝５

图１１　无尺寸约束及不同最小尺寸控制参数下

夹持器的拓扑构型

Fig．１１　Thetopologicalconfigurationofthegripper
withnosizeconstraintanddifferentminimumsize

controlparameters

寸期望.

５　结语

本文方法可以准确地描述压电驱动组件在规

定设计域内的形状、运动速度和方向,解决了内嵌

可移动压电驱动组件和柔顺机构同时优化设计问

题.通过引入结构指示函数,分别构建固相材料

和空相材料的拐点域,由此来控制结构中的实相

区域和空相区域的最小尺寸,满足了柔顺机构的

可加工最小尺寸要求.通过两个数值算例验证了

所提方法的有效性.未来可以将所提方法应用在

实际工件加工制造中,精准面向工件需求,从而大

幅提高加工效率,减少加工成本.
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