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摘要：为了实现结构和性能的优化，变截面梁在柔顺机构中愈来愈受到重视，针对其大挠度分析难

以兼顾精度和效率的挑战，提出了一种基于曲率逼近的参数化建模方法。采用 Bernstein 多项式表示挠

曲线曲率，基于最小总势能原理建立静力平衡方程，应用高斯积分和牛顿-拉弗森迭代法进行数值求解。
其优点是弯曲应变能及应力的计算简单而精确，且广义刚度矩阵是与截面惯性矩变化相关的常值对称

方阵，因而建模精度高、数值计算收敛速度快。同时，基于曲率参数解，结果后处理简便快捷。多个算例

的数值仿真结果充分证明了所提方法的有效性和优越性。
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Curvature Parameterization Model for Variable Cross-section Euler Beams 
under Large Deflection
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Abstract： In order to achieve optimization of structures and performances， variable cross-section 

beams were increasingly valued in compliant mechanisms.  A parametric model was proposed to address the 
challenge of accuracy and efficiency of large deflection analysis based on curvature approximation.  The pro⁃
posed approach represented the curvature of deflection curve by Bernstein polynomials.  Then the static 
equilibrium equation was established based on the principle of minimum total potential energy， and the nu⁃
merical solution was obtained via Gaussian quadrature and Newton-Raphson iteration.  The advantages are 
that the expression of bending strain energy and stress are simple and accurate， and the generalized stiffness 
matrix is a constant symmetric square matrix related to the variation of the cross-sectional moment of iner⁃
tia.  Therefore， both modeling accuracy and computational efficiency are significantly improved.  Further⁃
more， the post-processing is simple and fast based on the solution of curvature parameters.  Numerical ex⁃
amples fully demonstrate the effectiveness and superiority of the proposed model.
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0 引言

长细比较大可忽略剪切影响的细长梁一般又

称为欧拉梁或欧拉 -伯努利梁，它以弯曲变形为

主，能实现较大行程且工作应力小，常作为柔顺机

构的柔性单元［1］。变截面欧拉梁沿梁长改变截面

尺寸，为结构和性能优化提供了更大可行域，近年

来在柔顺机构中受到越来越广泛的重视。在结构

优化方面，利用梁截面尺寸的缓变可减小应力集

中［2］；基于截面尺寸的连续变化可实现应力均化

从而获得等强度设计［3］或进行材料减重设计［4］，亦

可实现不同部位弯曲变形量的调控，使得结构紧

凑［5］以及获得期望的变形构型［6］；还可在保证基本

性能的前提下减小最大工作应力［7］。在性能优化

方面，利用变截面梁可实现不同的刚度特性，如变

刚度作动器［8］、仿生柔性关节［5］、负泊松比超材

料［9］、常力机构［10］；在特定的设计约束条件下，实

现最小挠度［11］、最大刚度［12］、最大工作空间［13］、运

动精度优化［14］、最大吸能效果［15］以及固有频率的

调节［16］等。

虽然变截面欧拉梁为柔顺机构的设计提供了
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更多选择，但其大挠度建模极具挑战性。就单一

变截面欧拉梁而言，目前能对其大挠度弯曲进行

有效求解的方法较多，如基于加权残值原理的配

点法［17］、最小二乘法［18］以及经典里兹法［19］、有限差

分法［20］、有限积分法［21］、微分变换法  ［22］、微分求积

法［23］、同伦法［24］、边界元法［25］等。就采用变截面

梁的柔顺机构而言，目前主要手段是有限元类方

法，包括商用有限元软件建模  ［5，10，15］、基于线性梁

单元［4］、共旋坐标法［26］、等几何分析［9］、绝对节点坐

标法［27］等有限元类算法建模。与有限元类方法通

过单元划分进而组装总体刚体矩阵进行求解不

同，在柔顺机构领域存在一类将长梁分割成多段

首尾相接的短梁、对每段短梁建立平衡方程并与

梁段的几何连续条件和力相互平衡条件联立求解

的所谓链式算法。如变截面短梁段采用梁约束模

型［28］建立平衡方程就成为目前在柔顺机构大挠度

建模领域应用较多的链式梁约束模型［13］。亦有将

变截面短梁段近似为等截面梁并基于小挠度假设

建立平衡方程，再根据优化算法［29］或逐段软化

法［30］求解整体梁的大挠度变形。而柔顺机构中常

见的伪刚体模型，目前能实现纯力矩载荷作用下

截面高度抛物变化梁的等效［16］。另外，将边值问

题转化为初值问题的打靶法［31-32］也可应用于柔顺

机构中变截面梁的大挠度求解。以上方法应用于

具有多柔性构件的柔顺机构时，存在诸如求解效

率与计算精度相互制约、系统建模与求解过程不

规范以及结果后处理不方便等不足。

本文在曲率参数化模型［33-34］的基础上，计及

截面惯性矩沿梁长的变化，实现了变截面欧拉梁

大挠度弯曲的高精度建模、高效率求解和快捷后

处理，为以变截面欧拉梁为柔性单元的大挠度柔

顺机构建模分析提供了一种统一规范的求解

框架。

1 平面挠曲线的曲率参数化

变截面欧拉梁大挠度分析的关键是如何表示

挠曲线，这决定了载荷作用点位移和弯曲应变能

的计算以及结果后处理方式，从而影响建模规范

性、模型精度和求解效率以及后处理便捷性。对

于平面梁弯曲，挠曲线曲率具有核心地位，从材料

力学观点来看，它是弯曲应变度量，根据曲率能直

接精确计算应变能和应力；而从微分几何观点来

看，曲率是曲线内蕴不变量，决定其几何形态。综

上，用曲率来表示挠曲线具有显著优势。

1.1　由曲率表示平面曲线

根据微分几何曲线论基本定理，平面曲线的

形状完全由其相对曲率 k确定。为了建立相对曲

率所确定的平面曲线方程，建立图 1 所示的曲线

连体系：曲线起点为坐标原点，起点切向量指向弧

长 s增大方向为 x轴正向，x轴逆时针旋转 90°为 y
轴正向。

如图 1 所示，曲线弧长 s处坐标和切线转角满

足以下关系：
dθ
ds = k ( s )   dxds = cos θ ( s )   dyds = sin θ ( s ) （1）

式中：k（s）为相对曲率，s∈［0，L］；L为曲线长。

由相对曲率 k（s）确定的平面曲线及其切线转

角 θ（s）可由以下积分表示：

θ ( s )=∫
0

s

k ( ξ ) dξ （2）
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（3）

ς∈［0，s］　s∈［0，L］

1.2　Bernstein多项式曲率与平面挠曲线

如果曲率函数 k（s）连续且可微，则根据逼近

论 Weierstrass 第一定理，它可由多项式逼近。采

用 n次 Bernstein 多项式［35］逼近梁挠曲线的曲率

时，k（s）可写成以下形式：

k ( q，s )= ∑
i= 0

n

qi Bi，n ( t )= BTq （4）

t=s/L　B=［B0，n（t）  B1，n（t）  …   Bn，n（t）］T

其中，t∈［0，1］是挠曲线的归一化弧长坐标；B是 n
次 Bernstein 基函数列阵，其一般形式为

Bi，n ( t )= n！
i！( n- i )！

( 1 - t )n- i t i （5）

而 q=［q0  q1  …  qn］T是具有曲率量纲的待定系数

列阵，可看成为梁弯曲变形的自由度或广义坐标，
称为曲率参数。将式（4）代入式（2），可得转角计

算公式：

图 1　平面曲线及其连体系

Fig.1　Planar curve and body-fixed frame
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θ ( q，s )= ∑
i= 0

n

qi (
L

n+ 1 ∑
j= i+ 1

n+ 1

Bj，n+ 1 ( s
L

) ) （6）

由式（3）和式（6）可得挠曲线方程：
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s

cos ( ∑
i= 0

n

qi (
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Bj，n+ 1 ( ξ
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y ( q，s )=∫
0

s

sin ( ∑
i= 0

n

qi (
L

n+ 1 ∑
j= i+ 1

n+ 1

Bj，n+ 1 ( ξ
L

) ) ) dξ
   （7）

将 s=L代入式（6），可得挠曲线末端转角：

θ ( q，L )= L
n+ 1 ∑

i= 0

n

qi （8）

将 s=L代入式（7），可得到挠曲线末端位置

x（q，L）和 y（q，L）。由此，曲率参数列阵 q就映射

为平面挠曲线，用来描述梁弯曲的平衡位形。柔

性梁具有无穷多自由度的连续体变形就可采用有

限维（有限自由度）的 n+1 个曲率参数（对应 n次
Bernstein 多项式曲率）逼近。后续研究结果表

明，对于截面连续缓变的欧拉梁，仅需采用较低次

数的 Bernstein 多项式曲率就可获得对大挠度弯

曲的高精度逼近。

2 变截面欧拉梁大挠度平衡方程

梁的挠曲线通过曲率参数化后，变截面欧拉

梁大挠度下的弯曲应变能计算简单直接，基于最

小总势能原理，可建立以曲率参数列阵 q为基本

未知量的静力平衡方程。
2.1　变截面欧拉梁的弯曲应变能和广义刚度

矩阵

设变截面欧拉梁的长度、材料弹性模量分别

为 L、E，沿梁长变化的截面惯性矩为 I（s），忽略剪

切和拉压变形，由平直状态弯曲到曲率参数列阵

q状态下的应变能为

U ( q )= 1
2 E ∫

0

L

I ( s ) k ( q，s )2 ds （9）

将式（4）代入上式并写成矩阵形式：

U ( q )= 1
2 q

TKq （10）

其中，K是广义刚度矩阵，其表达式如下：

K= E ∫
0

L

I ( s ) BBT ds （11）

n次 Bernstein 多项式对应的 n+1 维曲率参

数化模型，广义刚度矩阵是 n+1 阶方阵，其元素

计算公式如下：

Kij = E ∫
0

L

I ( s ) Bi- 1，n ( s
L

) Bj- 1，n ( s
L

) ds （12）

由上可见，广义刚度矩阵是与截面惯性矩相

关而与变形状态无关的常值对称方阵。
2.2　末端载荷下的静力平衡方程

对于图 2 所示的悬臂直梁，固定方向集中力

Fx、Fy和弯矩M准静态加载，忽略自重，系统总势

能为

Π ( q )= U ( q )- Fx( x ( q，L )- L)-
 Fy y ( q，L )-Mθ ( q，L )

（13）

根据最小总势能原理，梁平衡的必要条件是

系统总势能最小，即式（13）对曲率参数的偏导数

为 0。写成矩阵形式如下：
Kq- Fx Jx ( q )- Fy Jy ( q )-MJθ = 0 （14）

其中，Jx、Jy、Jθ是梁末端位置和转角对曲率参数的

雅可比矩阵：
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（15）

式（14）为以曲率参数列阵 q为基本未知量、
末端载荷下的静力平衡方程矩阵形式。 Jx（q）、
Jy（q）通过式（7）求对曲率参数的偏导数计算得

到。式（14）的本质是以曲率参数为广义坐标的广

义力平衡条件，等号左边第一项为广义弹性恢复

力，后三项为末端载荷对应的广义力。

3 大挠度平衡方程的数值求解方法

上述平衡方程式（14）中的雅可比矩阵涉及式

（7）形式的积分对曲率参数的偏导数，一般情形下

难以获得显式表达。同时，广义刚度矩阵元素计

算式（12）涉及截面惯性矩函数与 Bernstein 基函

数乘积的积分，均需采用数值积分方法进行计

算。另外，平衡方程是非线性方程，需要采用迭代

法进行求解。本文采用计算量较少但精度较高的

高斯积分方案进行数值积分，采用具有二阶收敛

性的牛顿-拉夫森迭代法对平衡方程组进行迭代

求解。
3.1　基于高斯积分的广义刚度矩阵计算

由式（12），若截面惯性矩函数为多项式，则
刚度矩阵可以得到显式积分结果，但针对不同的

多项式惯性矩以及不同维数的曲率参数化模型，

图 2　末端载荷悬臂直梁

Fig.2　Straight cantilever beam under tip load
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需要重新推导。另外，惯性矩函数非多项式情形

难以得到显式积分结果。因此，采用规范统一的

数值积分方法计算广义刚度矩阵，有利于编制通

用计算代码。
m点高斯积分能够精确计算不高于 2m－1 次

多项式的积分值。假设采用 n次 Bernstein 多项式

曲率，惯性矩表达式为 j次多项式，则刚度矩阵元

素的被积多项式为 2n+j次，采用 m>（2n+j）/2
点的高斯积分即可精确计算。对于非多项式形式

的惯性矩，可以将其展开为麦克劳林多项式，按一

定的精度要求确定高斯积分点数。
设 ηk和 Δk是［−1，1］区间的高斯积分点和权

系数，积分点弧长坐标 sk=L（ηk+1）/2。式（12）
采用m点高斯积分方案计算公式如下：

Kij =
1
2 EL∑

k= 1

m

Δk I ( sk ) Bi- 1，n ( sk
L

) Bj- 1，n ( sk
L

) （16）

3.2　雅可比矩阵元素的高斯积分形式

同理，采用m点高斯积分，雅可比矩阵 Jx（q）、
Jy（q）元素可表示成以下含未知量 q的形式：
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∂x ( q，L )
∂qi

= - L
2 ∑

k= 1

m

Δk ⋅ ∂θ ( q，sk )
∂qi

⋅ sin θ ( q，sk )

∂y ( q，L )
∂qi

= L
2 ∑

k= 1

m

Δk ⋅ ∂θ ( q，sk )
∂qi

⋅ cos θ ( q，sk )
（17）

θ ( q，sk )= ∑
i= 0

n

qi (
L

n+ 1 ∑
j= i+ 1

n+ 1

Bj，n+ 1 ( sk
L

) ) （18）

∂θ ( q，sk )
∂qi

= L
n+ 1 ∑

j= i+ 1

n+ 1

Bj，n+ 1 ( sk
L

) （19）

以上高斯积分计算方案中，涉及积分点转角

的正弦、余弦函数值以及对曲率参数的偏导数值

和 Bernstein 基函数值，均只需计算一次，可重复

应用在各式的计算中，从而减少计算量。
3.3　牛顿-拉夫森迭代格式及收敛判据

基于上述的高斯积分方案，平衡方程式（14）
成为以曲率参数列阵 q为未知数的非线性代数方

程组。选取一组初值 q（0），可通过牛顿-拉弗森迭

代法进行求解。迭代格式为

q( i+ 1 ) = q( i ) -( ∇f ( q( i ) ) )-1 f ( q( i ) ) （20）

其中，f（q（i））是第 i次迭代时平衡方程组的残值：
f ( q( i ) )= Kq( i ) - Fx Jx ( q( i ) )- Fy Jy ( q( i ) )-MJθ（21）

而 ∇f ( q( i ) )是第 i次迭代时平衡方程组的雅可

比矩阵：
∇f ( q( i ) )= K- FxH x ( q( i ) )- FyH y ( q( i ) ) （22）

其中，Hx、Hy是末端位置对曲率参数的海塞矩阵，
其元素通过代入迭代过程的 q（i）按下式计算：

∂2 x ( q，L )
∂qi∂qj

= - L
2 ∑

k= 1

m

Δk
∂θ ( q，sk )

∂qi
∂θ ( q，sk )

∂qj
cos θ ( q，sk )

（23）

∂2 y ( q，L )
∂qi∂qj

= - L
2 ∑

k= 1

m

Δk
∂θ ( q，sk )

∂qi
∂θ ( q，sk )

∂qj
sin θ ( q，sk )

（24）
迭代过程可选择相邻迭代步偏差或平衡方程

组残差向量的某种范数作为收敛判据。例如，采
用以下∞范数（向量中元素的最大值）作为收敛

条件：
ü

ý

þ

ïïïï

ïïïï

||q( i ) - q( i- 1 )||∞ = max
0 ≤ j≤ n

|Δqj | ≤ 10-6

|| f ( q( i ) ) ||∞ = max
1 ≤ j≤ n+ 1

|fj ( q( i ) ) | ≤ 10-6
（25）

4 结果后处理

以上曲率参数化模型的求解结果是曲率参数

列阵 q，它具有曲率量纲，通过式（4）即可求得挠

曲线上任一弧长处的弯曲曲率，从而快捷高效地

进行结果后处理，对大挠度弯曲的变形形态和变

形度量进行系统全面的分析。
4.1　挠曲线几何形态分析

由文献［34］可知，对于 n次 Bernstein 多项式

曲率，以弧长 s为横坐标、k（q，s）为纵坐标绘制曲

率曲线，该曲线是一条以

P i =[ iL n    qi ]T  i= 0，1，⋯，n （26）

为控制点的 n次 Bézier 曲线。文献［34］亦证明，
挠曲线的转角是由曲率参数累积和确定的 n+1
次 Bézier 曲线，而挠曲线的曲率变化率是由曲率

参数差分确定的 n−1 次 Bézier曲线。
求得曲率参数列阵 q后，通过式（7）采用数值

积分可绘制大挠度变形的挠曲线，还能够通过

Bézier 曲线的标准算法快速绘制相应的转角曲

线、曲率曲线、曲率变化率曲线。通过曲率曲线的

零点可确定挠曲线拐点（弯曲方向改变点、转角极

值点）个数和位置。通过曲率变化率曲线的零点

可确定曲率极值点个数和位置，从而直观高效地

获得变截面欧拉梁大挠度弯曲的变形信息。
4.2　梁弯曲的变形度量分析

除前述挠曲线几何形态分析外，曲率参数化

解还能快捷高效地计算梁大挠度弯曲变形度量，
生成应力云图和位移云图。根据材料力学知识及

式（4），梁长 s处截面上距中性线 h处的弯曲应

力为

σ ( h，s )= -hE∑
i= 0

n

qi Bi，n ( s
L

) （27）

由此可方便求得梁上任一点的弯曲应力，生
成变截面欧拉梁的弯曲应力云图以及等效应力云

图。由式（27）亦可方便求得最大应力及其弧长

位置。
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根据欧拉梁弯曲的刚性截面假设，梁长 s处

截面上距中性线 h处的 x、y方向位移为

ü
ý
þïï

Δx ( h，s )= x ( q，s )- h sin ( θ ( q，s ) )- s

Δy ( h，s )= y ( q，s )+ h cos ( θ ( q，s ) )- h
（28）

式中：θ（q，s）、x（q，s）、y（q，s）分别由式（6）和式（7）计算。

而总位移为

d ( h，s )= Δx ( h，s )2 + Δy ( h，s )2 （29）

由此可方便求得梁上任一点的位移，从而生

成变截面欧拉梁大挠度弯曲的位移云图。

5 算例

5.1　变截面悬臂直梁末端弯矩算例：解析解

根据欧拉梁理论，末端弯矩作用下的悬臂梁

弯曲曲率具有精确解析解如下：

k ( s )= M
EI ( s )

（30）

由此易得弯曲应变能 U和末端角刚度 Kθ的

精确计算公式：

U= M 2

2E ∫
0

L

I ( s )-1 ds （31）

Kθ = M
θ ( L )

= E

∫
0

L

I ( s )-1 ds
（32）

由于曲率、应变能和末端角刚度具有上述精

确解析解，同时挠曲线及其转角亦可通过曲率精

确计算，故此类算例常用来检验各类建模方法的

有效性和精度。应用本文的建模方法，采用 n次

Bernstein 多项式曲率，由式（14）和式（15），平衡

方程为

Kq-M [ L
n+ 1 ]( n+ 1 )× 1 = 0 ( n+ 1 )× 1 （33）

由此可直接求得曲率参数的解析解：

q=MK-1 [ L
n+ 1 ]( n+ 1 )× 1 （34）

以文献［16］中图 3 所示厚度抛物线变化的矩

形截面悬臂梁为例。梁长 L=100 mm，宽度 b=
10 mm，材料弹性模量 E=200 MPa，截面厚度变

化规律为

h ( s )= 4 ( hmax - hmin )
L2 s2 - 4 ( hmax - hmin )

L
s+ hmax　（35）

式中：hmax=3 mm，hmin=2 mm。

截面惯性矩为

I ( s )= bh ( s )3 12 （36）

采用三参数模型，即应用二次 Bernstein 多项

式曲率。由 Bernstein 基函数的次数和截面惯性

矩的次数可知，广义刚度矩阵元素是关于梁弧长

的 10 次多项式积分。因此，按式（16）采用 6 点高

斯积分即可精确计算出广义刚度矩阵：

K= 10-3 ×
é

ë

ê

ê
êêê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú5.586 1.931 0.557
1.931  2.227 1.931
0.557 1.931 5.586

将 n=2 及 K代入式（34），可得曲率参数与末

端弯矩的关系：

q=M [ 158.432 1221.95 158.432 ]T

若采用五参数模型，应用 8 点高斯积分，可求

得曲率参数与末端弯矩的关系：

q=M [ 235.2 318.2 1470.9 318.2 235.2 ]T

当末端弯矩 M=0.04 N·m 时，三参数模型、
五参数模型以及理论精确解的曲率曲线见图 4，
应变能、末端角刚度见表 1。两种曲率参数化模

型的应变能和末端角刚度对理论精确解的相对误

差亦列于表 1，挠曲线转角及位置误差分别如图 5
和图 6 所示。

图 3　截面厚度抛物线变化悬臂直梁

Fig.3　Straight cantilever beam with parabolic thickness

图 4　曲率解对比

Fig.4　Comparison of curvature solutions

表 1　曲率参数化模型解与理论精确解

Tab.1　The results of curvature model and exact solution

应变能/J
角刚度/（N·

m·rad−1）

精确解

0.041 251

0.019 393

3 参数模型

值

0.041 035

0.019 496

误差/%
0.52

0.53

5 参数模型

值

0.041 245

0.019 396

误差/%
0.0146

0.0145

图 5　挠曲线转角误差

Fig.5　Angle error of deflection curve
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由上述结果可知，虽然三参数模型的曲率解

与理论精确解在局部上存在较大误差，但从末端

角刚度、弯曲应变能、挠曲线及其转角来看，其结

果足够精确。而五参数模型基本可以认为已经趋

近理论精确解。特别的是，对于此类算例，容易证

明曲率参数化模型的曲率解和应变能及末端角刚

度对理论精确解的相对误差与弯矩大小（即挠度

大小）无关，仅与模型维数相关。模型维数增加，
相对误差将减小，直至收敛到精确解。

沿梁长 s和截面厚度 h方向划分网格确定计

算节点，由式（27）和式（29）可方便计算出各节点

的弯曲应力和位移，利用 MATLAB 的 fill 函数可

生成五参数模型弯曲应力云图（图 7）和位移云

图（图 8）。

5.2　变截面悬臂直梁末端复合载荷算例

对于末端集中力和弯矩复合作用下的大挠度

情形，很难得到封闭形式解，对此类算例一般都需

要进行数值求解。为了便于检验本文方法的有效

性和精度，采用文献［17］中的相同算例，梁长 L=
0.2 m，材料弹性模量 E=200 GPa，根部截面宽度

b（0）=0.01 m，厚度 h（0）=4 mm，截面尺寸沿梁

长变化规律为

ü
ý
þ

h ( s )= h ( 0 ) ( 1 - 4s )
b ( s )= b ( 0 ) ( 1 - 4s )

（37）

则截面惯性矩沿梁长的变化规律为

I ( s )= b ( 0 ) h ( 0 )3 ( 1 - 4s )4 12 （38）

采用 7 参数曲率模型，广义刚度矩阵是关于

梁弧长的 16 次多项式积分，故应用 9 点高斯积分

即可精确计算。同时采用 16 点高斯积分计算雅

可比矩阵，迭代初值 q（0）=0，应用第 3 节的方法求

解如式（14）的平衡方程，可得表 2 所示两种载荷

下挠曲线末端位置和转角及其与文献［17］有限元

结果的相对误差，对应的挠曲线及曲率曲线分别

见图 9 和图 10。由结果可知，本文的 7 参数曲率

模型与有限元结果非常接近，其误差产生的主要

原因是未考虑拉压和剪切变形以及材料泊松比的

影响。在一台配置为 1.8 GHz 英特尔 i7 处理器、
16 GB 内存的便携式计算机中求解两种载荷工况

的总用时不到 1 s，迭代次数均不超过 6，连带绘制

挠曲线（图 9）和曲率曲线（图 10），总用时不超过

1.2 s。这说明本文的曲率参数化模型在具有高精

度的同时还具有较高的计算效率。

5.3　变截面交叉簧片柔性铰链算例

如图 11所示的交叉簧片柔性铰链，文献［5］中
算 例 几 何 参 数 W1=W2=H=40 mm、L=
56.57 mm、β = π/4。 簧 片 材 料 弹 性 模 量 E=
2.1 GPa，泊松比 ν=0.4。该柔性铰链要求转角为

图 6　挠曲线位置误差

Fig.6　Position error of deflection curve

图 7　弯曲应力云图

Fig.7　Bending stress nephogram

图 8　位移云图

Fig.8　Displacement nephogram

表 2　两种载荷下的末端位置和转角

Tab.2　Beam tip coordinates and angle under two 
load cases

载荷

有限元  ［17］

7 参数模型

相对误差/%

参数类别

Fx /N
Fy/N

M（N·m）

x（L）/m
y（L）/m
θ（L）/rad
x（L）/m
y（L）/m
θ（L）/rad
x（L）/m
y（L）/m
θ（L）/rad

载荷 1
−45.0

15.0
2

0.1599
0.062 59
2.5974
0.1597

0.062 03
2.6765

0.15
0.90
3.05

载荷 2
-22.5

7.5
1

0.1880
0.038 11
1.3492
0.1879

0.038 22
1.3737

0.07
0.28
1.18
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1.13 rad 时簧片最大应力不超过材料屈服极限。

文献［5］采用厚度 h=2.15 mm、宽度抛物线变化

的矩形截面簧片，首末端最宽 b1=14.5 mm，中点

最窄 b2=6.5 mm，宽度沿簧片长度变化规律为

b= 0.01s2 - 0.5659s+ 14.5

采用本文曲率参数化模型，建立图 12 所示的

簧片 1 连体系O1x1y1和簧片 2 连体系O2x2y2以及全

局参考系OXY。

图 12 中，两簧片末端载荷均在其自身连体系

下表示。两簧片的平衡方程按式（14）可写成

K 1q1 - F 1x J1x ( q1 )- F 1y J1y ( q1 )-M 1 J1θ = 0 （39）
K 2q2 - F 2x J2x ( q2 )- F 2y J2y ( q2 )-M 2 J2θ = 0 （40）

图 12 中，输出构件上所受各力均在全局坐标

系下表示，其中 FX、FY、M是已知的外载荷，F1X、
F1Y、M1、F2X、F2Y、M2是簧片 1 和簧片 2 对输出构件

的反作用力。输出构件平衡方程为

ü

ý

þ

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

FX + F 1X + F 2X = 0
FY + F 1Y + F 2Y = 0

M-M 1 +( FY

2 + F 1Y )W 2 cos ( θ1 ( q1，L ) )-

      ( FX

2 + F 1X )W 2 sin ( θ1 ( q1，L ) )-M 2 = 0

（41）

上式中，簧片 1 和簧片 2 对输出构件的反作

用力与其各自连体系下的末端力转换关系如下：

é
ë
êêêê ù

û
úúúúF 1X

F 1Y
= -

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úcos π
4 -sin π

4

sin π
4 cos π

4

é
ë
êêêê ù

û
úúúúF 1x

F 1y
（42）

é
ë
êêêê ù

û
úúúúF 2X

F 2Y
= -

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úcos 3π
4 -sin 3π

4

sin 3π
4 cos 3π

4

é
ë
êêêê ù

û
úúúúF 2x

F 2y
（43）

簧片 1、输出构件、簧片 2 几何封闭方程分

别为
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ý

þ

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

θ1 ( q1，L )- θ2 ( q2，L )= 0
X 2 +W 2 cos ( θ1 ( q1，L ) )- X 1 = 0
Y 2 +W 2 sin ( θ1 ( q1，L ) )- Y 1 = 0

（44）

上式中的 X1、Y1、X2、Y2是簧片末端位置坐标

在全局参考系下的表示，用簧片连体系下的末端

坐标表示如下：

é
ë
êêêê ù

û
úúúúX 1

Y 1
=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù
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ú
úú
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úcos π
4 -sin π
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sin π
4 cos π
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é

ë

ê
êê
ê
ê
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ú
úú
úx1 ( q1，L )

y1 ( q1，L )
-
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ê
êêê
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úW 1

2
0

 （45）
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Y 2
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úW 1

2
0

　（46）

以两簧片曲率参数 q1、q2 和在各自连体系下

表示的末端载荷 F1x、F1y、M1、F2x、F2y、M2为基本未

知量，联立簧片平衡方程、输出构件平衡方程、几
何封闭方程，当已知外载荷 FX、FY、M时即可进行

求解。
分别采用 7、8、9、10 参数模型，以输出构件所

受力矩为驱动，迭代初值均取为 0 进行求解，输出

构件转角 1.13 rad 时四种模型的曲率相对误差如

图 13 所示。由此认为 10 参数曲率模型已有足够

精度。

图 11　交叉簧片柔性铰链

Fig.11　Geometry of cross-axis flexural pivot

图 12　坐标系与构件受力

Fig.12　Coordinates and forces of components

图 9　两种载荷下的挠曲线

Fig.9　Deflection curves under two load cases

图 10　两种载荷下的曲率曲线

Fig.10　Curvature curves under two load cases
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采用 10 参数模型进行求解，输出构件转角

1.13 rad 时两簧片曲率曲线见图 14，铰链的变形

构型如图 15 所示。

由图 14 中的曲率曲线可求得最大曲率值，从

而计算出 1.13 rad 转角时簧片最大应力。最大应

力、扭转刚度以及与文献［5］有限元结果的相对误

差列于表 3。0~1.13 rad 转角范围的力矩转角曲

线见图 16。
由以上分析研究结果可以看出，曲率参数化

模型结果与有限元结果吻合较好，其误差产生的

原因主要是未考虑拉压和剪切变形以及材料泊松

比的影响。

沿梁长 s和厚度 h方向划分网格确定计算节

点，由式（27）可快速计算出各节点的弯曲应力，
再附加宽度 b方向的显示节点，利用 MATLAB
的 fill3 函数可三维显示等效应力云图（图 17）。

在与算例 2 相同的计算环境下，求解 9 个载

荷步的平衡方程并计算出相应的最大应力以及生

成图 14 和图 16 曲线，总用时不超过 1.2 s，每个载

荷步的迭代次数均不超过 5。附加生成图 16 的变

形构型和图 17 的等效应力云图，总用时不超过

10 s。由此可见，曲率参数化模型在应用于具有

多个柔性构件的柔顺机构时亦具有较高的建模精

度和计算效率。

6 结论

1）本文提出了一种基于曲率逼近的大挠度变

截面欧拉梁参数化建模方法。以 Bernstein 多项

式逼近挠曲线曲率，应变能及应力计算简单且精

确，广义刚度矩阵是常值对称方阵，仅需根据截面

惯性矩和模型维数计算一次，提高求解效率的同

时又能保持计算精度。
2）曲率参数化模型便于体现大挠度下变截

面欧拉梁的变形形态和变形度量，同时相应位移

解（挠曲线）具有高两阶的光滑性，建模精度、求解

效率和后处理效率均有显著提高。
3）采用 Bernstein 多项式曲率，不同维数模型

图 14　转角 1.13 rad时簧片曲率曲线

Fig.14　Curvature curves under 1.13 rad rotation

图 13　不同维数模型的曲率相对误差

Fig.13　Relative error of curvature of different models

图 15　转角 1.13 rad时的铰链构型

Fig.15　Configuration under 1.13 rad rotation

表 3　10参数曲率模型与有限元结果对比

Tab.3　The results of curvature model and FEM

有限元［5］

10 参数模型

相对误差/%

扭转刚度/（N·m·rad−1）

1.220
1.248
2.28

最大应力/MPa
63.30
66.27
4.70

图 16　力矩转角关系曲线

Fig.16　Moment-deflection relation

图 17　转角 1.13 rad时的等效应力云图

Fig.17　Equivalent stress nephogram under 1.13 rad 
rotation
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的建模和求解算法规范统一，易于编制通用计算

代码，为以变截面欧拉梁为柔性构件的大挠度柔

顺机构的建模分析和优化设计开辟了一条新的

途径。
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