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斜齿轮表面形貌分形特征对时变接触刚度的影响
吴　石∗　高增阔　王明珠　赵成睿

哈尔滨理工大学机械动力工程学院,哈尔滨,１５００８０

摘要:基于改进的 WＧM 分形函数,利用齿高和齿宽表征斜齿轮齿面的表面形貌.采用圆锥微凸体

并考虑啮合过程中斜齿轮接触曲率半径的时变性建立了斜齿轮时变接触刚度模型,计算发现基于圆锥

微凸体模型计算的时变啮合刚度与ISO６３３６Ｇ１—２００６标准计算所得结果接近.研究结果表明,斜齿轮

的时变接触载荷和时变接触刚度随着分形维数、特征尺度系数、量纲一接触面积、材料塑性指数的变化

而表现出不同的变化趋势.
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Abstract:Basedontheimproved WＧMfractalfunction,thesurfacemorphologyofhelicalgear
teethwascharacterizedfromtoothheightandtoothwidth．AtimeＧvaryingcontactstiffnessmodelfor
helicalgearswasestablishedbyadoptingaconicalasperityandconsideringthetimeＧvaryingcontact
radiusofcurvatureofhelicalgearsduringthemeshingprocesses．ThetimeＧvaryingmeshstiffnesscalＧ
culatedbasedontheconicalasperitymodelwasfoundtobeclosetothatobtainedfromthecalculation
oftheISO６３３６Ｇ１—２００６standard．TheresultsshowthatthetimeＧvaryingcontactloadandtimeＧvarＧ
yingcontactstiffnessofhelicalgearsexhibitdifferenttrendswithchangesinfractaldimension,charＧ
acteristicscalecoefficient,dimensionalcontactarea,andmaterialplasticityindex．
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０　引言

斜齿轮的接触性能对自动变速器的承载能力

和振动噪声有重大影响,而接触性能主要体现在

斜齿轮表面的微观形貌,故通过研究表面形貌对

接触刚度的影响来提高斜齿轮的接触性能具有重

要意 义.基 于 分 形 理 论 的 WＧM(WeierstrassＧ
Mandelbrot)分形函数可表征具有分形特征的工

程粗糙表面.WＧM 函数满足表面处处连续却不

可微且具有自相似和尺寸独立性,故选择 WＧM
函数表征斜齿轮齿面表面形貌.MＧB(MajumＧ
darＧBhushan)分形接触模型是分形理论用于表面

接触分析的主要方法,它将分形理论与 Hertz理

论相结合,通过对齿轮进行合理和准确的接触性

能分析为齿轮的优化设计提供理论基础.
对粗糙表面的分形模拟[１]主要有分形布朗函

数模拟、时间序列模拟、分形差值模拟、WＧM 函数

模拟、傅里叶变换模拟、复合分形模拟,以上大多

数模拟都是对二维轮廓的模拟.改进 WＧM 函

数[２]因可模拟三维表面而成为表征齿轮表面形貌

的主要方法.
对于粗糙表面接触,国外学者提出了许多模

型.GREENWOOD等[３]基于严格的假设条件建

立了经典统计学模型(GW 模型),提出的粗糙表

面建模与简化方法被众多学者采用.在此基础

上,研究人员将 GW 模型扩展到弹塑性接触,相
继提出了 WＧA模型、CEB模型、MB模型、KE模

型等.近年来,国内学者提出许多改进的分形接

触模型,而修正接触微凸体成为主要研究方向.
兰国生等[４]建立了基于圆锥微凸体的结合面法向

接触刚度分形模型.谭文兵等[５]建立了依据各向

异性分形理论的椭圆形微凸体法向接触刚度分形

模型.陈永会等[６]提出的指数函数形式的微凸体

弹塑性模型在接触特性上有单调、光滑、连续的优

点.孙献光等[７]提出一种考虑摩擦因数和微凸体
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相互作用的粗糙表面接触热导分形模型.田红亮

等[８]构建了一种具有圆锥微凸体的有限元分析

模型.

MＧB分形接触模型不能用于曲面接触分析,
故研究者们提出了考虑摩擦因素的两圆柱体表面

接触分形模型[９]、带有摩擦的两圆柱体粗糙表面

的加载Ｇ卸载接触模型[１０]、修正 MＧB模型[１１]、考
虑摩擦因素的两球结合面法向接触刚度分形模

型[１２].赵韩等[１３]构建两圆柱体结合面的法向接

触刚度分形模型来研究齿轮的曲面接触.王晓鹏

等[１４]建立具有微点蚀特征的分形预估模型来研

究不同加工工艺齿面和不同程度微点蚀的渐开线

齿轮的法向接触刚度特性.莫海军等[１５]结合分

形理论对微粒子喷丸齿轮表面微观形貌进行表

征,考虑单个微凸体弹性 弹塑性 塑性变形及微

凸体间相互作用关系,建立了微粒子喷丸齿轮法

向接触刚度的分析模型.
目前,对齿轮接触面的研究大多将表面微凸

体等效为球形,但表面微凸体的形状还包括椭球

形、圆柱形、圆锥形等.因此本文首先利用改进

WＧM 分形函数表征斜齿轮齿面的表面形貌,并对

比实际形貌与表征形貌的差异.然后,在 MＧB分

形接触模型中采用圆锥微凸体建立基于圆锥微凸

体的接触力学模型.其后,在基于圆锥微凸体的

接触力学模型中引入表面接触系数,修正微凸体

接触面积分布规律以用于斜齿轮曲面接触,考虑

啮合过程中齿轮接触曲率半径的时变性,建立时

变接触刚度模型,研究分形维数、特征尺度系数、
接触面积和材料塑性指数对时变接触刚度的影

响.最终,比较圆锥微凸体模型和 MＧB分形接触

模型的差异,将时变接触刚度代入基于势能法的

时变啮合刚度模型与ISO６３３６Ｇ１—２００６标准,通
过对比计算的啮合刚度来验证基于圆锥微凸体的

时变接触刚度模型的合理性.

１　基于改进 WＧM 分形函数的斜齿轮表面

形貌表征方法

１．１　斜齿轮表面形貌的测量

自动变速器行星轮系的基本结构如图１a所

示,斜齿轮实物如图１b所示,齿轮参数如表１
所示.

　　　　　　　　　　(a)行星轮系　　　　　　　　　　　　　　　(b)斜齿轮实物图

图１　自动变速器行星轮系示意图

Fig．１　Schematicdiagramoftheplanetarygeartrainofanautomatictransmission

表１　斜齿轮基本参数

Tab．１　Basicparametersofhelicalgears

参数 数值

主动轮齿数/从动轮齿数 ２６/３４
模数/mm １．２５
压力角/(°) ２０
齿顶高系数 １
齿宽/mm ２０
螺旋角/(°) １５

材料 ２０CrMnTi

　　由文献[１６]可知,斜齿轮齿面磨损主要发生

在齿面的齿根和齿顶部分,因此选择图１b中单个

齿面的齿根和齿顶位置获取齿面的表面形貌,红
色方框为样本区域位置.白光干涉仪测得的样本

区域三维表面形貌如图２所示,齿宽、齿高方向的

斜齿轮表面形貌二维轮廓如图３所示.
根据不同尺度下的轮廓离散数据计算结构函

数值.定义结构函数为粗糙表面轮廓函数的增量

方差,其表达式[１７]为

S(τ)＝ ‹[z(x＋τ)－z(x)]２›＝CG２(D－１)τ４－２D (１)

C ＝Γ(２－３D)sin π(２D－３)
２(４－２D)lnγ

(２)

式中:x 代表轮廓水平方向上任意一点坐标;τ 为轮廓水

平方向上的步长;z(∗)为齿轮表面轮廓的高度;‹∗›表

示空间平均值;D 为分形维数;G 为特征尺度系数;Γ(∗)

代表第二类欧拉积分;γ 为尺度因子,对于正态分布的随

机曲面,通常取常数１．５.

对式(１)两边同时取对数,可得

lgS(τ)＝ (４－２D)lgτ＋lgCG２(D－１) (３)

lgS(τ)与lgτ成线性关系,根据回归分析拟

合式(３)的曲线,如图４所示,其中,分形维数D 通

过直线的斜率Ks＝４－２D 得到,特征尺度系数G
通过直线的截距B＝lgCG２(D－１) 得到.
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(a)第一样本区域

　

(b)第二样本区域

图２　 斜齿轮齿面三维表面形貌

Fig．２　ThreeＧdimensionalsurfacetopographyofhelicalgeartoothsurfaces

(a)第一样本区域齿高方向

(b)第一样本区域齿宽方向

(c)第二样本区域齿高方向

(d)第二样本区域齿宽方向

图３　 斜齿轮齿面表面形貌二维轮廓图

Fig．３　TwoＧdimensionalcontourofthesurface
topographyofthehelicalgeartoothsurface

　　 通过上述斜率和截距公式得到的２个样本区

域的齿高、齿宽方向的分形参数,如表２所示.

(a)第一样本区域

(b)第二样本区域

图４　 结构函数直线拟合

Fig．４　Structuralfunctionstraightlinefitting

表２　 分形参数数值

Tab．２　Thefractalparameters

样本区域 方向 分形参数 数值

第一区域

齿高

齿宽

分形维数D １．６３０
特征尺度系数G ７．５４×１０－８

分形维数D １．６１７
特征尺度系数G ８．３２×１０－８

第二区域

齿高

齿宽

分形维数D １．６３８
特征尺度系数G ８．７８×１０－８

分形维数D １．６３１
特征尺度系数G ９．０３×１０－８

１．２　 斜齿轮齿面表面形貌的分形表征

为表征图２所示的实际形貌,采用基于 WＧM
函数[２] 的斜齿轮表面形貌三维分形函数,其表达

式为

z(x,y)＝L(G
L

)D－２(lnγ
M

)１/２∑
M

m＝１
∑
nmax

n＝０
γn(D－３){cosφm,n －

cos[２πγ
n x２ ＋y２

L cos(arctany
x －

πm
M

)]＋φm,n}

(４)
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式中:z(x,y)为轮廓高度;L为取样长度;M 为重建一个

表面时叠加的峰数;m、n为频率指数;φm,n 为在[０,２π]均

匀分布的随机相位.

根据文献[１８],令M ＝１,m＝１,则有

z(x)＝L(G
L

)D－２ lnγ∑
nmax

n＝０

１
γn(３－D)[cosφ１,n －

cos(２πγnx
L －φ１,n)] (５)

由齿轮加工成形方法可知,斜齿轮齿面由形

状一致的齿轮加工刀具反复加工而成,齿轮加工

表面的加工纹理存在一定的方向性,局部具有一

定的相似性. 齿轮加工过程中存在重复装夹定

位、刀具刃角磨损等加工误差,齿轮的实际加工表

面一般具有双分形或多分形特征,通过一组分形

参数很难模拟出实际加工表面多个方向的纹理特

征,因此,本文采用双方向 WＧM 分形函数表征斜

齿轮表面形貌.根据式(５)通过叠加齿高和齿宽

两个方向(对应下标y、x)的分形参数来表征斜

齿轮齿面表面形貌,对应公式为

z(x,y)＝Ly(Gy

Ly
)Dy－２ lnγ ∑

nymax

ny＝０

１
γny(３－Dy)􀅰

[cosφ１,ny －cos(２πγ
ny

Ly
－φ１,ny

)]＋

Lx(Gx

Lx
)Dx－２ lnγ ∑

nxmax

nx＝０

１
γnx(３－Dx)􀅰

[cosφ１,nx －cos(２πγ
nx

Lx
－φ１,nx

)] (６)

为分析分形维数和特征尺度系数对斜齿轮表

征形貌的影响,保持特征尺度系数不变,观察不同

分形维数对应的表面形貌.由图５可以看出,随
着分形维数的增大,表面形貌的特征更加精细,即
分形维数主要影响表面形貌复杂程度,且随着表

面精细 程 度 的 上 升,表 面 形 貌 峰 谷 差 值 有 所

减小.

(a)D ＝２．２

　

(b)D ＝２．４

(c)D ＝２．６

　

(d)D ＝２．８

图５　 表征斜齿轮齿面表面形貌(G ＝１×１０－８)

Fig．５　Characterizethesurfacetopographyofhelicalgeartoothsurfaces(G ＝１×１０－８)

　　 保持分形维数不变,观察不同特征尺度系数

对应的表面形貌.由图６可以看出,随着特征尺

度系数的增大,形貌峰谷差值逐渐增大,即特征尺

度系数与表面形貌平整性正相关;随着特征尺度

系数的增大,表面形貌平整性变差,表面峰谷差值

增大,表面形貌粗糙度增大.
综上所述,分形维数增大时,表面形貌变得更

精细;特征尺度系数增大时,表面形貌峰谷差值增

大,表面变得更粗糙;分形维数和特征尺度系数一

起使用才能完整表征形貌.
将表２中的分形参数代入式(６),可得斜齿轮

齿面表征形貌.实际形貌和表征形貌的形貌参数

如表３所示.由图７a、图７b可看到形貌中大量微

凸体堆叠形成的沟壑和凸起基本一致.由表３可

知,表面形貌参数误差为４．７％~９．７％,表明改进

WＧM 分形函数采用齿高和齿宽综合表征斜齿轮

齿面的表面形貌误差较小.由图７c可以看到表征

形貌未表现真实形貌中的X 方向沟壑状形貌.

２　 考虑圆锥微凸体的斜齿轮时变接触刚

度研究

２．１　 斜齿轮圆锥微凸体接触力学模型

如图８所示,斜齿轮 MＧB分形接触模型将余

弦波的曲率半径变化作为微凸体接触面积的变

化,而实际的表面微凸体接触面积变化小于余弦

波变化,这导致单个等效微凸体的体积和接触面

􀅰２６􀅰
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(a)G ＝１×１０－１０

(b)G ＝１×１０－９

(c)G ＝１×１０－８

(d)G ＝１×１０－７

图６　 表征斜齿轮齿面表面形貌(D ＝２．４)

Fig．６　Characterizethesurfacetopographyofhelical

geartoothsurfaces(D ＝２．４)

表３　 形貌参数对比

Tab．３　Comparisonoftopographyparameters
形貌参数 测量图 仿真图 相对误差

Ra/μm ０．１７０９ ０．１６２９ ４．７％
Rp/μm １．１３４６ １．２２９９ ８．４％
Rq/μm ０．２０９４ ０．１８９１ ９．７％
Rt/μm ２．３８１６ ２．５６５０ ７．７％
Rv/μm －１．２４６９ －１．１６４６ ６．６％

积偏离真实情况.齿轮粗糙齿面微凸体形状更接

近圆锥微凸体[１９],因此以圆锥微凸体接触模型计

算斜齿轮接触刚度.
微凸体的变形量可等效为 WＧM 函数的峰谷

高度差,即圆锥微凸体的变形量:

δ＝２ lnγGD－２(２r)３－D ＝g１(D)a(３－D)/２ (７)

g１(D)＝２４－Dπ(D－３)/２ lnγGD－２

式中:a为微凸体接触面 积,a ＝ πr２;r 为 微 凸 体 接 触

(a)实际形貌

(b)表征形貌

(c)未定义齿面加工纹理特征表征形貌

图７　 实际形貌与表征形貌对比

Fig．７　Comparisonofactualmorphologyand
characteristicmorphology

图８　 单个微凸体等效模型

Fig．８　Asinglemicroconvexequivalentmodel

半径.

圆锥微凸体在弹性阶段所受接触载荷和接触

面积的关系[２０] 为

Fe(a)＝０．２E πg１(D)a(４－D)/２ (８)

E ＝
１

１－ν２
１

E１
＋

１－ν２
２

E２

式中:E 为复合弹性模量;E１、E２ 为２种接触材料相的弹

性模量;ν１、ν２ 为２种接触材料相的泊松比.

圆锥微凸体发生塑性变形时,所受接触载荷

Fp(a)和接触面积a 的关系为

Fp(a)＝ Ha (９)

式中:H 为齿轮材料中较软材料的硬度,H ＝２．８σy;σy 为

齿轮接触中较软材料的屈 服 强 度,σy ＝ϕE;ϕ 为 塑 性

指数.

海洋岛屿分布规律[２１] 为

N(A ＞ar)＝ (ad/ar)D/２ (１０)

式中:A 为截面积;ad 为最大岛屿面积;ar 为任意岛屿的
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面积.

MAJUMDAR等[１] 基于海洋岛屿分布规律

建立了粗糙表面接触时微凸体的面积分布公式:

n(a)＝
D－１

２
a(D－１)/２

max

a(D＋１)/２
(１１)

式中:amax 为最大接触微凸体面积.

对式(１１)所示的接触面积分布函数求期望

可得粗糙表面接触时的总接触面积:

Ar ＝∫
amax

０
n(a)ada＝

D－１
３－Damax (１２)

齿面接触为曲面接触,接触时需要考虑表面

曲率,通过构造的表面接触系数λ 来修正接触面

积分布函数:
n′(a)＝λn(a) (１３)

λ＝λ０FC２xh (１４)

λ０ ＝ [ C１

π(R１ ＋R２)
(４B
πE

R１R２

(R１ ＋R２)
)C２]xh

式中:λ０ 为初始表面接触系数;F 为齿轮结合面法向力;

C１、C２ 为与曲面几何形状有关的系数,齿轮接触时取

C１ ＝１,C２ ＝ ０．５;xh 为 综 合 曲 率 系 数,xh ＝ １/R１ ±
１/R２;B 为有效接触长度;R１、R２ 分别为圆柱１和２的曲

率半径.

齿轮啮合过程中,齿轮接触点的曲率半径是

时变的,每一时刻的表面接触系数不同,因此单轮

齿一个啮合周期的接触刚度会变化.斜齿轮螺旋

角使得接触线与齿轮端面方向存在夹角,啮合接

触线的端面投影为一条线段,而非直齿轮的端面

投影为一个点,故以接触线中点在齿轮端面投影

点为曲率半径的求解点.
由图９推导曲率半径变化规律,假设啮合线

上任意一点为K,则K 点对应的主动轮、从动轮

的曲率半径可表示为KN１ 和KN２,AB 为实际的

啮合线长度.首先计算出在节点P 处的主从动

轮的曲率半径PN１ 和PN２:
PN１ ＝mpz１cosαt１tanα′t１/２

PN２ ＝mpz２cosαt２tanα′t２/２} (１５)

N１N２ ＝PN１ ＋PN２

R１ ＝KN２ ＝rb２tan(α′t２＋θ)

R２ ＝KN１ ＝N１N２ －R１

式中:mp 为端面模数;z１、z２ 分别为主从动轮齿数;αt１、αt２

分别为主从动轮的端面压力角;α′t１、α′t２分别为主从动轮的

图９　 斜齿轮端面啮合示意图

Fig．９　Schematicdiagramofhelicalgearendfacemeshing

端面啮合角;θ为啮合旋转角度,rb２ 为从动轮基圆半径.

由式(１５)可得斜齿轮啮合过程曲率半径的

变化曲线.由图１０可知,在一个啮合周期T 内,
齿轮综合曲率半径先增大后减小.

图１０　 啮合过程曲率变化

Fig．１０　Curvaturechangeduringmeshing

２．２　 斜齿轮法向时变接触刚度的建模

建立时变接触刚度模型应考虑接触载荷的分

布,计算齿面载荷的方法通常有最小势能法和接

触线百分比法.为简化计算,本文采用接触线百

分比法.根据渐开线齿轮啮合过程中的啮合接触

点应分布于啮合线上,为便于分析,构建啮合平面

示意图(图１１).图１１中,矩形平面B１B２B３B４ 为

齿轮接触线的接触平面,B２ 为两齿啮入点,B３ 为

两齿啮出点,b为齿宽,βb 为基圆螺旋角,Pbt为基

圆齿距,εαPbt 为端面重合度对应的啮合线长度,

εβPbt 为轴面重合度对应的啮合线长度.

图１１　 啮合平面示意图

Fig．１１　Schematicdiagramofthemeshingplane

斜齿轮啮合过程中,总重合度一般大于２,且
部分时段的啮合齿数会发生变化.圆柱斜齿轮的

重合度一般为２~３.齿轮轴面重合度取决于齿

宽,由于本文采用的齿轮为变速器用斜齿轮,所以

只考虑端面重合度大于轴面重合度的情况.
设Lz为接触线总长度,lmax＝b/cosβb为单齿

接触线最大值,tz 为单齿距啮合周期,则某一时刻

单齿接触线长度
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l＝

０　　　　　　　　　　　t∈ (－∞,０)∪t∈
　((εβ ＋εα)tz,∞)

lmax/[(εβtz)t] t∈ [０,εβtz]

lmax t∈ [εβtz,εαtz]

lmax/[εβ(εβ ＋εα －t/tz)]t∈ [εαtz,(εβ ＋εα)tz]

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

某一时刻啮合的总接触线长度为

Lz(t)＝l１(t－２tz)＋l２(t－tz)＋l３(t)＋
l４(t＋tz)＋l５(t＋２tz)

式中:li 为啮合过程中进入啮合的第i个轮齿的单齿接触

线长,i＝１,２,􀆺,５.

不同啮合时刻的第i个轮齿上的齿面接触载

荷为

Fi ＝liFn/Lz (１６)

式中:Fn 为齿面法向总接触载荷.

齿面法向总接触载荷包括弹性接触载荷和塑

性接触载荷两部分,法向总接触载荷为

　Fn ＝∫
ac

as
Fp(a)n􀅰(a)da＋∫

amax

ac
Fe(a)n􀅰(a)da (１７)

ac ＝ ( H
０．２E πg１(D)

)２/(２－D) ＝ ( １４φ
πg１(D)

)２/(２－D)

式中:ac 为临界接触面积;as 为最小接触面积,取０.

将式(８)、式(９)、式(１３)代入式(１７)可得

　　F′n＝

πE(D－１)g１(D)
５(５－２D) a(D－１)/２

max λ(a(５－２D)/２
max －a(５－２D)/２

c )＋

　λH(D－１)
３－D a(D－１)/２

max a(３－D)/２
c 　　　　　　D ≠２．５

a３/４
max(０．３ ２Glnγπ１/４ln

amax

ac
＋３Hλa１/４

c ) D ＝２．５

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(１８)

量纲一化F′n可得

(F′n)∗ ＝

F∗
n１

AaE
(AaE
λ０

) １
１＋C２xh 　　D ≠２．５

F∗
n２

AaE
(AaE
λ０

) １
１＋C２xh D ＝２．５

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１９)

式中:Aa 为理论接触面积;F∗
n１、F∗

n２ 为未带入表面接触系

数时的接触载荷;n１、n２分别代表D ≠２．５和D ＝２．５两

种情况.

接触刚度为接触过程中载荷对形变量的导

数,则单个圆锥微凸体的法向接触刚度可表示为

kn ＝
dFe

da
da
dδ ＝０．４ πaE４－D

３－D
(２０)

刚度表示材料抵抗弹性变形的能力,因此接

触面法向刚度适用于塑性变形阶段的微凸体,故
接触面法向总刚度表达式为

Kn ＝∫
amax

ac
knn′(a)da (２１)

将式(１３)、式(２０)代入式(２１)可得

Kn ＝
０．４ πλ(D－１)E

２－D a(D－１)/２
max (a(２－D)/２

max －a(２－D)/２
c )

(２２)

量纲一化Kn 可得

K∗
n ＝

Kn

E Aa

(２３)

３　 斜齿轮啮合的法向时变接触刚度仿真

分析

３．１　 分形参数、接触面积、材料属性对时变接触

载荷的影响

将齿轮齿数、压力角、螺旋角、模数代入式

(１５),如图９所示,AB为从动轮与主动轮前端面接

触时的接触长度,对应的啮合角度θ为 －５．４°~
５．２°;AC 为从动轮与主动轮后端面接触时的接触

长度,对应的啮合角度θ为 －１８．６°~－５．４°.自

动变速器齿轮材料为２０CrMnTi,齿轮加工精度

一般为６~８级,对应粗糙度Ra 为０．８μm、１．２５

μm 和２．０μm(根据 GB/Z１８６２０．４—２００８给定的

参考值).以０．８~２．０μm为粗糙度Ra的取值范

围,并代入文献[１９]的公式,得到的分形维数D
为２．４３~２．５５,特征尺度系数G 为６．０×１０－９ ~
５．２×１０－８,表面的量纲一接触面积A∗

r 为０．１~
０．２５、接触面塑性指数为０．７~２．５时,对量纲一时

变接触载荷进行仿真分析.
由图１２a可得,量纲一时变接触载荷随啮合

角度的增大先增大后减小;θ为－１０°~－２°时,接
触载荷变化较慢;θ为－５．３°时,接触载荷取得最

大值.其他参数不变时,量纲一时变接触载荷随

分形维数的增大先减小后增大,且变化速率逐渐

减小.分形维数由２．４３变为２．４７后,临界接触面

积增大,部分微凸体的弹性变形变为塑性变形,接
触表面相同接触面积区域内产生接触的微凸体增

多(量纲一时变接触刚度减小的主要因素).分形

维数由２．４７变为２．５５后,临界接触面积增大,部
分微凸体的弹性变形变为塑性变形(时变接触载

荷增大的主要因素),接触表面相同接触面积区域

内产生的接触微凸体增多.
由图１２b可得,量纲一时变接触载荷随特征

尺度系数的增大而增大,但变化速率缓慢减小.
随着特征尺度系数的增大,临界接触面积增大,部
分微凸体的弹性变形变为塑性变形,但接触表面

相同接触面积区域内接触的微凸体数量不变,最
终使时变接触载荷增大.

由图１２c可得,量纲一时变接触载荷随量纲

一接触 面 积 的 增 大 而 增 大,但 变 化 速 率 缓 慢

减小.
由图１２d可得,量纲一时变接触载荷基本不

随材料塑性指数的增大而变化.
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(a)分形维数的影响

(b)特征尺度系数的影响

(c)接触面积的影响

(d)材料塑性指数的影响

图１２　 分形维数、特征尺度系数、接触面积

和材料塑性指数对量纲一时变接触载荷的影响

Fig．１２　Theeffectsoffractaldimension,eigenscale
coefficient,contactarea,andmaterialplasticityindexon

dimensionlesstimeＧvaryingcontactloads

３．２　 分形参数、接触面积、材料属性对时变接触

刚度的影响

为分析接触面分形维数、特征尺度系数、量纲

一接触面积和材料塑性指数对量纲一时变接触刚

度的影响,选取与时变接触载荷相同的参数范围

(分形维数D 为２．４３~２．５５,特征尺度系数G 为

６．０×１０－９ ~５．２×１０－８,表面量纲一接触面积A∗
r

为０．１~０．２５,接触面塑性指数φ为０．７~２．５)对

量纲一时变接触刚度进行仿真分析,结果如图１３
所示.

(a)分形维数的影响

(b)特征尺度系数的影响

(c)接触面积的影响

(d)材料塑性指数的影响

图１３　 分形维数、特征尺度系数、接触面积

和材料塑性指数对量纲一时变接触刚度的影响

Fig．１３　Theeffectsoffractaldimension,eigenscale
coefficient,contactareaandmaterialplasticityindexon

dimensionlesstimeＧvaryingcontactstiffness

由图１３a可得,量纲一时变接触刚度随啮合

角度的增大先增大后减小,θ为－１０°~－２°的时
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变接触刚度变化缓慢,这与载荷的变化趋势一致,
说明 载 荷 是 影 响 接 触 刚 度 的 主 要 因 素.θ 为

－６．７°~－６．１°时,量纲一时变接触刚度取得最

大值.其他参数不变时,随着分形维数的增大,量
纲一时变接触刚度非线性增大,且变化较快.随

着分形维数的增大,临界接触面积增大,部分微凸

体的弹性变形变为塑性变形;接触表面相同接触

面积区域内接触的微凸体增多(量纲一时变接触

刚度增大的主要因素).
由图１３b可得,随着特征尺度系数的增大,量

纲一时变接触刚度非线性减小;临界接触面积增

大,部分微凸体由弹性变形变为塑性变形(量纲一

时变接触刚度减小的主要因素),接触表面相同接

触面积区域内接触的微凸体增多.
由图１３c可得,随着量纲一接触面积的增大,

量纲一时变接触刚度增大,但变化速率较小.
由图１３d可得,随着塑性指数的增大,量纲一

时变接触刚度线性增大,临界接触面积减小,弹性

状态微凸体增多;接触表面相同接触面积区域内

接触的微凸体数量不变,使得量纲一时变接触刚

度增大.

３．３　时变接触刚度模型的对比分析

为分析圆锥微凸体模型和 MＧB分形接触模

型[９]差异,将相同参数带入圆锥微凸体模型和 MＧ
B分形接触模型.由图１４可知圆锥形微凸体模

型计算得到的刚度较小.这是因为圆锥微凸体模

型的临界面积公式变化导致圆锥微凸体模型临界

面积变化快,致使计算得到的接触刚度较小.

图１４　圆锥微凸体与 MＧB分形接触模型的对比

Fig．１４　Comparisonofconicalmicroconvexbody
andMＧBfractalcontactmodel

将考虑赫兹接触刚度与分形接触刚度的时变

啮合刚度模型[２２]进行对比分析,表１所示斜齿轮

参数的变啮合刚度如图１５所示.
分形接触刚度计算的 啮 合 刚 度 最 大 值 为

５２０．２６MN/m,啮合刚度平均值为４９７．９２MN/m;
赫兹接触刚度计算的啮合刚度最大值为４８２．５０
MN/m,啮合刚度平均值为４５２．５２MN/m.两种

接触刚度对应的啮合刚度相对误差的最大值为

图１５　不同接触刚度下的啮合刚度

Fig．１５　Meshingstiffnessatdifferentcontactstiffnesses

７．２５％,平均值为９．１２％,均小于１０％.
根据ISO６３３６Ｇ１—２００６标准(直齿轮和斜齿

轮承载能力计算第１部分:基本原理、概述及通用

影响系数)计算的啮合刚度为４８０．９５MN/m,与
分形接触刚度算法的相对误差为３．５２％,与赫兹

接触刚度算法的相对误差为６．２９％.

４　结论

１)采用改进 WＧM 函数以齿高、齿宽综合表

征斜齿轮齿面形貌,表征形貌与实际形貌的相对

误差小于１０％.

２)斜齿轮时变接触载荷随啮合角度的增大而

先增大后减小;θ为－１０°~－２°时,接触载荷变化

较慢;θ为－５．３°时,接触载荷取得最大值.斜齿

轮时变接触载荷随分形维数的增大而先减小后增

大,随特征尺度系数、量纲一接触面积的增大而增

大,但不随材料塑性指数的增大而变化.

３)斜齿轮时变接触刚度随啮合角度的增大而

先增大后减小,θ为－１０°~－２°时,接触载荷变化

较为缓慢,这与载荷的变化趋势一致,说明载荷是

影响刚度的主要因素,表面形貌为次要因素;θ为

－６．７°~－６．１°时,时变接触刚度取得最大值.斜

齿轮的时变接触刚度随分形维数、特征尺度系数、
量纲一接触面积、材料塑性指数的增大而增大.

４)斜齿轮圆锥微凸体模型和 MＧB分形接触

模型的对比结果表明,圆锥微凸体模型更符合实

际的齿轮表面接触刚度的变化规律.考虑分形接

触刚度和赫兹接触刚度的斜齿轮时变啮合刚度模

型计算数值相对误差的最大值为７．２５％,平均值

为９．１２％;考虑分形接触刚度与ISO 标准计算的

时变啮合刚度相对误差为３．５２％.
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