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摘要:针对超冗余蛇形机器臂在狭小受限空间的运动规划问题,提出了一种基于等效多连杆动力学

降噪模型的末端轨迹跟随算法.将蛇形臂视作关节点约束在末端无碰撞轨迹曲线上运动的多连杆系

统,基于虚功原理推导了该刚柔耦合系统的动力学方程.臂节的长度条件由连杆的轴向刚度保证,并通

过模型降噪方法从模型层面滤除高频分量影响,使常规显式算法可用于等效多连杆系统方程的高效求

解.采用所提算法可以指定蛇形臂末端或基座的速度规律,进而实现蛇形臂沿末端轨迹的运动规划.
由于蛇形臂关节被严格限制在可行性轨迹曲线上运动,因此可以实现在狭小深腔环境下的避障运动规

划.通过求解平面和空间典型数值算例可知,采用所提算法进行蛇形机械臂运动规划具有足够的计算

精度和效率.
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０　引言

基于 “仿 生 肌 腱”设 计 的 蛇 形 臂 机 器 人

(snakeＧarmrobot,SAR)结构质量小、运动灵活

性高,且臂长范围无电子元件,特别适于高危、高
辐射及狭小深腔作业环境需求,是近年来机器人

前沿技术领域的研究热点之一[１].
蛇形臂机器人的超长串联结构和超冗余自由

度使其具备极好的环境适应性,实现狭小受限空
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间内的避障运动是其运动规划的核心问题.广泛

应用于冗余机械臂逆运动学求解的雅可比矩阵伪

逆法[２]以关节整体运动量最小为优化目标,以机

械臂末端运动为约束来确定关节角,实施过程没

有考虑避障要求.在此基础上提出的梯度投影

法[３],可添加避障作为附加优化目标,将梯度投影

到雅可比矩阵的零空间中,利用零空间的性质,在
保证跟踪机械臂末端位姿的前提下进行避障运动

规划.然而对于超冗余度机器人,这类方法往往

耗时过长,并且会出现奇异值问题而造成关节速

度陡增和运动方向的不明确.
此外,人工势场法[４]、模糊逻辑算法[５]、遗传

算法[６]及神经网络算法[７]等也被用于冗余机器人

避障规划,但上述研究大多基于开放空间和单一

或少数规则障碍物场景,对于狭小受限空间、多连

续障碍,如复杂管道、深腔环境等避障路径连续性

工况,普遍存在计算量大、实时性弱、稳定性及灵

活性差等不足.
针对超冗余蛇形臂机器人在复杂受限环境下

的运动规划问题,WILLIAMS等[８]提出了一种末

端轨迹跟随方法 (followＧtheＧleaderapproach).
该方法的核心思想是在受限空间规划出一条无碰

撞路径轨迹的基础上,控制蛇形臂末端沿该轨迹

运动,而其余机械臂关节则跟随末端的运动轨迹,
使运动中的蛇形臂尽可能逼近路径曲线,从而实

现避障目标.
末端轨迹跟随方法在实施上有两个关键:

①多障碍受限环境下的无碰撞轨迹规划;② 蛇 形

臂关节点在可行性轨迹上位置的快速确定.无碰

撞轨迹可采用 A∗ 算法[９]、蚁群算法[１０]等自动路

径规划算法在线或离线生成,而蛇形臂沿轨迹曲

线运动时关节位置的更新是该方法的核心.为

此,PALMER 等[１１]以蛇形臂末端位置误差和路

径偏移量为目标函数,采用优化方法对运动关节

位置参数进行解算,但存在计算量大、末端位置跟

踪精度不高等问题.为了提高求解效率,王俊刚

等[１２]提出基于迭代步长顺序查找来实现机械臂

关键点与离散路径曲线快速匹配,并通过线性

插值优化方法减小因路径离散处理引起的误

差.但这类方法仍仅从位置信息出发,本质上

仍是反复迭代求解关于各个关节位置的非线性

方程组.
为了提高蛇形机械臂在受限空间上避障运动

规划问题的计算效率,本文提出了一种基于动力

学模型的末端轨迹跟随运动规划方法,并对两个

典型算例进行了仿真求解.

１　超冗余蛇形机械臂的运动学描述

本文研究的蛇形机械臂由驱动基座、直线导

轨、标准臂节、钢丝绳缆和万向节组成.基座可沿

直导轨运动,臂节间通过十字轴万向节串联,并通

过钢丝进行驱动,其整体结构如图１所示.

图１　蛇形臂机器人结构图

Fig．１　StructurediagramofSAR

为了对蛇形臂运动学进行描述,在各臂节质

心r(i)
c 处建立连体基坐标系[e(i)

１ 　e(i)
２ 　e(i)

３ ],其
中e(i)

１ 指向臂节长度方向,e(i)
２ 和e(i)

３ 分别沿臂节

两端万向节转轴方向.相邻i－１与i号臂节间的

运动学关系如图２所示.

图２　 相邻臂节运动学关系

Fig．２　Kinematicrelationshipofadjacentsegments

臂节i姿态矩阵Ai ＝[e(i)
１ 　e(i)

２ 　e(i)
３ ]可由

臂节i－１姿态矩阵Ai－１＝[e(i－１)
１ 　e(i－１)

２ 　e(i－１)
３ ]

表示为

Ai ＝Ai－１Ri (１)

其中转动矩阵Ri 为

Ri ＝

cosαicosβi －sinαi cosasinβi

cosβisinαi cosαi sinasinβi

－sinβi ０ cosβi

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(２)

式中:αi、βi 分别为万向节依次绕转轴e(i)
１ 和e(i)

２ 的转角.

相邻臂节间质心矢径r(i－１)
c 与r(i)

c 的传递关

系可以表示为

r(i)
c ＝r(i－１)

c ＋Ai－１r－(i－１)
Q －Air－(i)

P (３)

式中:r－(i－１)
Q 和r－(i)

P 分别为万向节铰点在i－１和i号臂节

中的局部坐标.

２　 末端无碰撞轨迹的三次样条插值

采用末端轨迹跟随方法进行超冗余蛇形机械

臂的运动规划,可先借助自动路径规划算法通过

在线或离线方式生成无碰撞轨迹离散点,然后插

值形成足够光滑的末端轨迹曲线.鉴于三次样条

具有二阶导数连续、能够保证运动平顺性等优势,
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本文采用三次样条插值构造末端轨迹曲线.
将自动路径规划得到的m＋１个离散点标记

为r０,r１,r２,􀆺,rm,选用近似弧长参数s作为三

次样条插值的一组分割参数,则位于节点ri－１ 和

ri 之间曲线可以由 Hermite插值表示为

r(s)＝N(０)
１ ri－１ ＋N(０)

２ ri ＋Li(N(１)
１ ri－１,s ＋N(１)

２ ri,s)

(４)

Li ＝si －si－１

其中,Li 为曲线段弧长;si－１ 和si 分别为两端节点

处对应弧坐标;Hermite插值基函数为

N(０)
１ ＝１－３ξ２ ＋２ξ３　　N(０)

２ ＝３ξ２ －２ξ３

N(１)
１ ＝ξ－２ξ２ ＋ξ３　　N(１)

２ ＝ －ξ２ ＋ξ３ } (５)

ξ＝ (s－si－１)/Li

式中:ξ为归一化参数.

轨迹曲线插值式(４)中出现的离散点导矢

ri－１,s 和ri,s 可由边界条件和三次样条在节点处二

阶导数连续性条件提供. 如对于第一类边界条

件,曲线端部切向导矢r０,s 和rm,s 为已知,中间节

点处满足的二阶导数连续性条件可以表示为

[ri－１,s　ri,s　ri＋１,s]
Li

２Li(１＋Ki)

LiKi

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＝

[ri－１　ri　ri＋１]
－３

３(１－K２
i)

３

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(６)

Ki ＝Li/Li＋１

式中:Ki 为相邻梁段的弧长比.

将连续性条件(式(６))与端部已知条件r０,s

和rm,s 统一记作ri,sA＝ΦmB,其中ri,s 为插值节

点导矢矩阵,ri,s ＝[r０,s　r１,s　􀆺　rm,s],Φm 为

节点参数矩阵,Φm ＝ [r０　r１　􀆺rm　r０,s　rm,s],
系数矩阵A 和B 分别为

A ＝

L１ １ ０

２L１(１＋K１) ⋱ ０ ０

L１K１ ⋱ Li

⋱ ２Li(１＋Ki) ⋱ ⋮ ⋮

LiKi ⋱ Lm－１

⋱ ２Lm－１(１＋Km－１) ０ ０

Lm－１Km－１ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

(７)

B ＝

－３ ０ ０

３(１－K２
１) ⋱

３K２
１ ⋱ －３ ⋮ ⋮

⋱ ３(１－K２
i) ⋱

３K２
i ⋱ －３ ０ ０

⋱ ３(１－K２
m－１) １ ０

３K２
m－１ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
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ê
êê

ù
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ú
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(８)

　　 由此可以解得ri,s ＝Φm(BA－１)＝ΦmHg,因
此节点i的导矢为ri,s ＝ΦmHg

i,其中列阵 Hg
i ＝

Hg(∶,i).根据Φm 的排布,节点i的矢径可以表

示为ri＝ΦmHr
i,其中Hr

i 为定位布尔矩阵.将其

代入式(４),可得轨迹曲线上弧长s处的位矢为

r(s)＝ΦmN(i)
m 　　s∈ [si－１,si] (９)

其中,插值函数矩阵N(i)
m 为

N(i)
m ＝N(０)

１ Hr
i－１ ＋N(０)

２ Hr
i ＋Li(N(１)

１ Hg
i－１ ＋N(１)

２ Hg
i)

(１０)

３　 多连杆动力学降噪模型及末端跟随运

动规划

３．１　 等效多连杆系统的动力学降噪模型

蛇形臂沿末端轨迹运动时,各关节铰点被严

格限制在可行性曲线上,其运动学模型可等效为

受轨 迹 曲 线 约 束 的 铰 接 多 连 杆 系 统,如 图 ３
所示.

图３　 蛇形臂机器人等效多连杆模型

Fig．３　EquivalentmultiＧlinkmodelofSAR

对于等效连杆Bi,其两端关节铰点在轨迹曲

线上的弧坐标分别为s(i)
J 和s(i＋１)

J .根据式(９),关
节铰点的矢径分别为r(i)

J ＝r(s(i)
J )和r(i＋１)

J ＝
r(s(i＋１)

J ).因此,连杆Bi 上任一点矢径可由线性

插值表示为

r(i)
B (s－)＝ (１－ζ)r(i)

J ＋ζr
(i＋１)
J (１１)

ζ ＝s－/LB

式中:s－ 为沿连杆轴向定义的物质坐标;ζ 为归一化坐标;

LB 为等效连杆的长度,即臂节两端万向节铰点间距离.

对式(１１)两端求导可得连杆上任一点速度

　r􀅰(i)
B (s－)＝ (１－ζ)r(i)

J,ss
􀅰(i)
J ＋ζr

(i＋１)
J,s s􀅰(i＋１)

J ＝Ν(i)
B q

􀅰(i)
s (１２)
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q
􀅰(i)
s ＝ [s􀅰(i)

J 　s􀅰(i＋１)
J ]T　　Ν(i)

B ＝ [(１－ζ)r(i)
J,s　ζr

(i＋１)
J,s ]

r(i)
J,s ＝∂r(s(i)

J )/∂s　　r(i＋１)
J,s ＝∂r(s(i＋１)

J )/∂s

对式(１２)再求一次导数可得加速度

r̈(i)
B (s－)＝Ν(i)

B q̈(i)
s ＋Ν

􀅰 (i)
B q

􀅰(i)
s (１３)

等效连杆Bi 的惯性力虚功率为

δp(i)
ine ＝mB∫

１

０
(δr􀅰(i)

B )Tr̈(i)
B dζ ＝

(δq
􀅰(i)
s )T(M(i)

r q̈(i)
s ＋F(i)

r ) (１４)

式中:mB 为连杆质量,质量阵 M(i)
r ＝mB∫

１

０
(Ν(i)

B )TΝ(i)
B dζ,

惯性力列阵F(i)
r ＝mB[∫

１

０
(Ν(i)

B )TΝ
􀅰 (i)

B dζ]q
􀅰(i)
s .

由柔性多连杆组成的刚柔耦合系统的动力学

方程表现明显为刚性特征,就算采用刚性微分方

程数值解法的计算效率也不高,因此,有效解决这

一问题也是本文方法成功实施的关键.
近年来提出模型降噪方法[１３] 通过将弹性内

力在一小段时间域h 内平均,进而从模型层面滤

除高频分量影响,使显式微分方程数值解法也能

高效应用于传统刚性问题的求解.根据模型降噪

方法,可将等效连杆的内力虚功率表示为

　δp(i)
str ＝LB∫

１

０
δε􀅰(i)

B EA(ahε̈(i)
B ＋bhε

􀅰(i)
B ＋ε(i)

B )dζ (１５)

ah ＝h２/６　　bh ＝h/２
式中:E为等效连杆的弹性模量;A 为等效连杆的截面积;

ε(i)
B 为轴向应变;ah、bh 为与降噪因子h相关的系数.

连杆Bi 的轴向应变可以表示为

ε(i)
B (s－)＝ΔLB/LB ＝ (e(i)

１ )T(r(i＋１)
J －r(i)

J )/LB －１
(１６)

其中,ΔLB 为等效连杆Bi 的长度增量;e(i)
１ 为杆长

方向单位基矢量:
e(i)

１ ＝ (r(i＋１)
J －r(i)

J )/‖r(i＋１)
J －r(i)

J ‖

对式(１６)求导可得轴向应变速率为

ε􀅰(i)
B (s－)＝ (e(i)

１ )T(r􀅰(i＋１)
J －r􀅰(i)

J )/LB ＝N(i)
ε q

􀅰(i)
s (１７)

N(i)
ε ＝ (１/LB)[－(e(i)

１ )Tr(i)
J,s　(ei

１)Tr(i＋１)
J,s ]

对式(１７)再求导可得轴向应变的二阶时间

导数为

ε̈(i)
B (s－)＝N(i)

ε q̈(i)
s ＋N

􀅰 (i)
ε q

􀅰(i)
s (１８)

将式(１６)~ 式(１８)代入式(１５),可得连杆Bi 的

内力虚功率

δp(i)
str ＝ (δq

􀅰(i)
s )T[ahK(i)q̈(i)

s ＋(ahK
􀅰(i)

c ＋

bhK(i))q
􀅰(i)
s ＋F(i)

s ] (１９)

其中,广义节点力F(i)
s ＝EALB∫

１

０
(N(i)

ε )Tε(i)
B dζ,

矩阵K(i) 和K
􀅰 (i)

c 分别为

K(i) ＝EALB∫
１

０
(N(i)

ε )TN(i)
ε dζ

K
􀅰 (i)

c ＝EALB∫
１

０
(N(i)

ε )TN
􀅰 (i)

ε dζ

ü

þ

ý

ïï

ïï

(２０)

等效连杆Bi 的外力虚功率可以表达为

δp(i)
exp ＝ (δq

􀅰(i)
s )TF(i)

e (２１)

其中,F(i)
e 为等效连杆Bi 所受到的广义外力列阵.

对于由n 个臂节组成的蛇形机械臂,由关节

铰点在轨迹曲线上的弦长坐标组成的系统参数列

阵为qs ＝[s(１)
J 　s(２)

J 　􀆺　s(n＋１)
J ]T,则等效连杆

Bi 的弦长参数可以表示为q(i)
s ＝Tiqs,其中Ti 为

定位布尔矩阵.
蛇形臂等效连杆系统的虚功率方程可表示为

∑
n

i＝１

(δp(i)
ine ＋δp(i)

str －δp(i)
exp)＝０

将式(１４)、式(１９)和式(２１)代入,并由虚变分δq
􀅰
s

的独立性可得

Mq̈s ＋Cq
􀅰
s ＝F (２２)

式中:系统质量阵 M ＝ ∑
n

i＝１
TT

i (M(i)
r ＋ahK(i))Ti;系统阻

尼矩阵C＝∑
n

i＝１
TT

i (ahK
􀅰(i)

c ＋bhK(i))Ti;系统广义外力列阵

F ＝ ∑
n

i＝１
TT

i (F(i)
e －F(i)

r －F(i)
s ).

３．２　 末端跟随运动的速度控制

蛇形臂沿末端轨迹运动时,通常有两种速度

控制方式:① 指定驱动基座沿直线导轨的速度;

② 指定蛇形臂末端沿规划轨迹曲线的速度.
被控关节铰点的弦长坐标可以表达为时间t

的已知函数,将其记作sctl
J (t),除此之外其余铰点

的弧长坐标组集为列阵sa＝qs－sctl
J ,相应地将式

(２２)进行重新分块表示为

Mcc Mca

Mac Maa

é

ë
êê

ù

û
úú

s̈ctl
J

s̈a

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ＋

Ccc Cca

Cac Caa

é

ë
êê

ù

û
úú

s􀅰ctl
J

s􀅰a

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ＝

Fc

Fa

é

ë
êê

ù

û
úú (２３)

据此可以求得

s̈a ＝ MT
aa(Fa－Macs̈ctl

J －Cacs
􀅰ctl
J －Caas

􀅰
a) (２４)

对式(２４)积分便可以得到各关节沿轨迹曲线的

运动规律,得到各时刻关节铰点曲线参数s(i)
J ,进

而由式(９)得到各关节铰点的位置矢量r(i)
J .

３．３　 机械臂关节转角的反解

在得到各时刻关节铰点位置r(i)
J 的基础上,

可以通过反解各万向节对应铰坐标αi、βi,进而确

定蛇形臂姿态. 由于驱动基座只沿直线导轨运

动,其姿态不变,故万向节关节角的求解可以从与

驱动基座连接的１号臂节开始依次进行.
在臂节i－１姿态(e(i－１)

１ ,e(i－１)
２ ,e(i－１)

３ )已递推

求得的情况下,由图４可知臂节i相对于臂节i－
１的转角βi 满足关系cos(π/２＋βi)＝e(i)

１ 􀅰e(i－１)
３ ,

因此转角βi 为

βi ＝arccos(e(i)
１ 􀅰e(i－１)

３ )－π/２ (２５)

记基矢量e(i)
１ 与e(i－１)

１ 的夹角为γi,根据三余
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图４　 万向节关节角的反解

Fig．４　Inversesolutionofuniversaljointangles

弦定理有cosγi ＝cosαicosβi,其中cosγi ＝
e(i－１)

１ 􀅰e(i)
１ .因此绕e(i－１)

３ 轴的转角αi 为

αi ＝arccos(cosγi/cosβi) (２６)

按照这个流程依次递推求解便可得到全部十

字轴万向节的转角αi、βi,进而确定蛇形臂姿态.

４　仿真算例

为了验证本文提出算法的有效性,在 MATＧ
LAB中编写了相应程序,并采用其显式常微分方

程求解器ode４５仿真求解.本节算例中蛇形臂共

有１２个标准臂节,单臂节长１０４ mm,直径４０
mm,驱动基座最大进给距离１２４８mm.为了保

证臂节长度条件,设等效连杆系统的连杆抗拉刚

度EA＝１×１０９ N.本节算例的仿真计算均在

CPU为IntelCorei７Ｇ１２６５０H、内存为１６GB的笔

记本电脑上完成.

４．１　平面轨迹跟随

在平面问题算例中,蛇形臂机器人需要穿过

特定间隙并绕过直径为１６０mm 的圆形障碍.据

此任务,规划出了直径为２００mm 的圆弧形可行

性路径曲线,如图５中黑色曲线所示.
不失一般性,这里设置驱动基座沿直线导轨

的运动规律为

s􀅰ctl
J (t)＝

０．５v[１＋sin((t＋３/２))π]　　０≤t≤１
v １＜t≤９
０．５v[１＋sin((t－１７/２))π] ９＜t≤１０

{
(２７)

其中,匀速运动阶段v＝０．１２m/s.采用本文算法

仿真得到的蛇形臂进行平面轨迹跟随运动的结果

如图５所示.
在用ode４５进行计算求解时,设定仿真时间

为１０s,绝对误差限为εa＝１．０×１０－６,相对误差限

为εr＝１．０×１０－３.根据文献[１４]推荐,对于蛇形

臂这类刚度极大问题,取模型降噪因子h＝０．１,采
用 MATLAB非刚性求解器ode４５仅需３．１９s就

图５　 平面末端轨迹跟随

Fig．５　PlanartipＧtrajectoryfollowing

可以完成仿真计算.相比之下,当取h＝０(即不

进行模型降噪),由于该系统方程刚性问题突出,
导致非刚性常微分方程求解器ode４５无法完成仿

真计算.即便采用基于隐式算法的 MATLAB刚

性方程求解器ode１５s,完成１０s仿真所耗费机时

也达到了８２３．８８s.这也进一步证明了本文提出

算法具有较高的计算效率.图６给出了蛇形臂第

３、６、９及１２ 号万向节关节转角随时间的变化

曲线.

图６　平面工况的关节角

Fig．６　Jointanglesinplanarcase

将求得的转角代入正向运动学模型可解得蛇

形臂末端位置,图７给出了末端位置与期望路径

曲线的偏差距离.分析可知,蛇形臂末端的最大

偏差小于０．００５mm,具有非常高的跟踪精度.

图７　平面算例的末端轨迹偏差

Fig．７　DeviationoftipＧtrajectoryinplanarcase

图８对比了驱动基座与蛇形臂末端速度,从
中可以看出,两者存在明显差异.这是由于当蛇

形臂进入曲线段运动时,臂节会产生角速度,臂节

上两端铰点必然产生由角速度不为零带来的速度
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差.因此,要实现对蛇形臂末端运动速度的进一

步控制,就需要对所采用方法有更严苛要求.本

文所提方法可以轻易实现对基座或末端的速度控

制,这一点将在接下来算例中进一步说明.

图８　平面算例的基座与末端速度

Fig．８　Velocitiesofthebaseandtipinplanarcase

４．２　空间轨迹跟随

在空间问题算例中,模拟蛇形臂穿过飞机机

翼油箱内部狭小空腔进行检修任务.这里油箱的

整体尺寸为１２００mm×８００mm×２００mm,并由

隔板将其分隔为四个储油仓,如图９所示.

图９　空间算例的末端轨迹跟随

Fig．９　TipＧtrajectoryfollowinginspatialcase

在这个算例中,指定蛇形臂末端速度满足式

(２７)的运动规律.仿真时间仍为１０s,同样采用

非刚性求解器ode４５,误差限设置与上一个算例

相同.同样设置磨光因子h＝０．１,在相同配置台

式机上完成计算仅需耗时２．８５s,表明本文方法

具有极高的计算效率.图９给出了采用本文算法

仿真得到的蛇形臂进入机翼油箱进行三维空间轨

迹跟随运动的情形.
图１０给出了蛇形臂驱动基座与末端的速度

对比.利用基座驱动规律便可以实现蛇形臂末端

速度大小的精准控制.这也是本文方法相较于现

图１０　空间算例的基座与末端速度

Fig．１０　Velocitiesofthebaseandtipinspatialcase

有末端轨迹跟随算法所具有的独特优势.
图１１给出了蛇形臂沿规划路径进入机翼油

箱狭小空间过程中,第３、６、９和１２号万向节关节

转角随时间的变化曲线.

图１１　空间算例的关节角

Fig．１１　Jointanglesinspatialcase

图１２给出了蛇形臂末端位置与期望路径曲

线的偏差距离,从中可知在进行空间轨迹跟踪过

程中最大偏差小于０．０１８mm,这再次证明了本文

方法具有很高的跟踪精度.

图１２　空间算例的末端轨迹偏差

Fig．１２　DeviationoftipＧtrajectoryinspatialcase

５　结论

基于等效多连杆动力学降噪模型提出了一种

适用于超冗余蛇形臂机器人狭小受限环境运动规

划的末端跟随运动规划算法.首先,利用路径规

划算法得到无碰撞轨迹离散点,并采用三次样条

插值得到满足连续性和光滑性要求的蛇形臂末端

轨迹曲线.其次,将蛇形臂机器人视作关节铰点

沿末端轨迹曲线运动的等效多连杆,利用虚功原

理推导了该刚柔耦合系统的动力学方程.为了降

低刚柔耦合系统方程求解的难度,采用模型降噪

方法从模型层面滤除了高频分量,使得常规显式

算法可以高效求解系统动力学方程.最后,求解

了蛇形臂机器人在平面和空间狭小空间上的运动

规划问题典型算例,验证了所提方法的精度和

效率.
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