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基于全息下三角矩阵变换对比的运动链
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摘要:同构判定是运动链型综合过程中一个关键步骤.提出了一种新的描述运动链信息的全息矩

阵(MWI),以及基于此的复铰、多元构件判定原理.在全息下三角矩阵(LTMWI)可以确定运动链结构

唯一性理论基础上,提出了一种全息下三角矩阵变换对比的同构判定新方法.该方法基于构件、关键点

编号变换定律,将运动链表示为下三角全息矩阵并选定基准矩阵,通过关键点信息进行分组排列并将同

组关键点非０元素前移,细分确定和待确定的关键点,在假定变换矩阵中所有关键点与基准矩阵中所有

关键点位置逐一对应的情况下,对有限个变换矩阵与基准矩阵进行对比.该方法具有原理易于理解、程
序设计容易、判定过程只需检索对比等优点,可快速获得两个运动链的同构判定结果.对多个运动链的

分析结果表明了该方法的上述特点.
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０　引言

机构运动链构型综合是机构学领域的一个难

题,也是机构创新设计的核心研究内容[１].在运

动链型综合过程中,运动链的生成方法[２]、刚性子

链判定[３]、同构判定[４]、拓扑图和结构图自动绘

制[５]等关键技术问题都是必须解决的.
运动链的生成过程几乎都伴随着大量同构的

运动链产生.同构判定过程需要将后续所有构型

与前面不重复的构型进行逐一对比,需要 C２
n 次

计算分析,占据了构型综合过程的大部分计算分

析量.研究人员将图的同构判定引入机构学研究

中,提出同构判定方法必须满足以下要求,即提出

并且能证明运动链结构唯一性判定依据、准确可
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靠、分析计算量小且便于程序化设计.
运动链同构识别研究已取得显著进展,研究

人员从不同角度提出了多种判定方法.特征多项

式法通过构建包含特定结构信息的矩阵(如度矩

阵、参数矩阵、结构矩阵和距离矩阵)并求解其特

征多项式来实现同构判定[６Ｇ８].基于编码比较的

方法中,最大码法通过构件重新编号生成新的邻

接矩阵,并利用二进制编码进行判定[９],而最小码

法则通过优化邻接矩阵上的三角结构来简化判定

过程[１０Ｇ１１].最大(小)码法均是对运动链进行新标

记的算法,当构件数增加时,二进制序列的大小也

增加,其结果是计算复杂性增大,其实质也是一种

增加约束距离的最大最小的邻接矩阵关系比较.
哈明数法是先建立邻接矩阵,通过对哈明数公式

进行n(n－１)/２次(n 为构件总数)计算获得哈明

数矩阵,由哈明数矩阵获得一系列的哈明数串,通
过判定所获得的哈明数串是否相等来实现同构判

定[１２Ｇ１３].距离法则通过提取构件间的距离信息

生成路径码或距离序列串,通过比较所获得的路

径码或距离序列串是否相同来获取同构判定的结

果[１４Ｇ１５].该 方 法 将 计 算 复 杂 度 从 n２ 降 低 到

n(n－１)/２.最大周长环表示法通过对基本环路

集中的环路进行２L－１(L 为独立环路数)次合并

操作获得最大周长环,进一步获得规范邻接矩阵,
通过对比有限几个可能的规范邻接矩阵获得同构

判定结果[１６].
上述已有的代表性同构判定方法通常基于运

动链的邻接矩阵,提取某些结构特性(如构件连接

距离、多元构件类型、最大周长环等)作为判定依

据.然而,这些方法无法实现反向推导出运动链

的所有结构信息,即信息提取的非全面性,而用运

动链的部分结构特性作为运动链是否同构的判定

依据会导致同构判定理论正确性存疑.如哈明数

方法[１４]存在反例的根本原因在于,这种方法提取

的信息只有构件之间的连接关系,而没有构件类

型、复铰类型以及复铰连接了哪些构件等信息.
此外在这些方法中,有的方法提取信息过程非常

繁琐复杂.
矩阵便于存储数据信息和进行计算操作,被

广泛应用于分析和解决机构运动链型综合[１７]、同
构判定[１８]、拓扑环路图自动生成[１９]、变胞机构的

构态描述[２０]等研究领域.找到合适的方法表述

机构信息是研究和分析机构的重要前提.在描述

机构运动链时,代表性的有邻接矩阵和关联矩阵,
以及基于此的改进矩阵等[２１].表达运动链时,无
论是邻接矩阵还是关联矩阵,该构件是否为多元

构件、是否含复铰,以及多元构件结构几何尺寸等

信息都没有包含在内.即便是后续增加了多元构

件信息的度矩阵,以及前述邻接矩阵、关联矩阵及

其改进矩阵,均无法反向推导出结构信息完整的

运动链.以上述矩阵信息作为运动链的同构判定

原理,在理论分析上无法提供充分必要证明.
本文提出了一种新的表达运动链的全息矩

阵,分析了矩阵的一些特性,如多元构件判定定

理、多元复铰判定定理等,提出了一种新的同构判

定方法———全息下三角矩阵变换对比法.

１　描述运动链的全息矩阵

１．１　全息矩阵的定义

在使用计算机对全铰链机构进行运动学仿真

时,只需要知道机构中关键点(两构件的连接点,
该点可能对应多个运动副铰接)坐标,以及该关

键点处构件的连接运动副元素,即可知晓机构的

全部结构信息,并绘制出机构.基于这种思想,本
文提出了一种新的运动链全息矩阵表达方法,运
动链的结构信息用全息矩阵(matrixwithwhole
information,MWI)M 描述如下:

M ＝

a１,１ a１,２ 􀆺 a１,np

a２,１ a２,２ 􀆺 a２,np

⋮ ⋮ ⋮

anp,１ anp,２ 􀆺 anp,np

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(１)

该矩阵为一个np×np矩阵,np为运动链的关键点

数.关键点即构件之间的连接点.若无复铰,则
关键点数对应运动副数;若有复铰,则多个构件间

的连接点为同一个关键点,此时关键点数少于运

动副数.
矩阵对角线元素ai,i 为运动链中两相邻构件

的连接关键点对应的运动副元素,如运动副元素

有移动副P、转动副R、球面副S等.本文只研究

全转副的运动链,所以ai,i＝R.
下三角矩阵元素ai,j(i＞j)为两关键点i和

j所在的构件对应的编号k,构件编号从１开始赋

值,因此机构中的构件数就是下三角矩阵中最大

的构件编号值.由于运动链中可能有多元构件,
对应有多个关键点,因此在下三角矩阵元素中可

能出现多个元素具有相同值.若两关键点i和j
之间无实际构件,则ai,j ＝０.

上三角矩阵li,j(i＜j)为两关键点之间的距

离,即为下三角构件编号对应构件上两关键点的

长度,多元构件对应多个关键点之间的长度.用

li,j 表示构件中编号为i,j 的两关键点之间的实

际长度值.若两关键点i和j之间无实际构件,即
􀅰９７１１􀅰
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两关键点不在同一构件上,则li,j ＝０.
图１a所示的全铰链运动链结构含１个四元构

件、２个三元构件、１个四元复铰、２个三元复铰,总
计由１２个杆件、１６个铰链和５个环组成,且其自由

度为１,构件编号和关键点(构件之间的铰接点)编

号标注如图所示. 根据运动链的双色拓扑图定

义[２２],黑色实心圆代表构件,引出的线条代表运动

副,此处为关键点,空心圆代表复铰,空心圆引出的

线条都是同一个关键点,图１b为其双色拓扑图.

(a)结构图

(b)拓扑图

图１　 机构运动链及关键点和构件编号

Fig．１　Mechanismkinematicchain,keypoints,and
componentnumbering

该运 动 链 对 应 的 邻 接 矩 阵 (adjacency
matrix,AM)A 为

　A ＝

０ ０ ０ １ ０ ０ １ ０ ０ １ １ ０
０ ０ １ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ ０ １
１ ０ ０ ０ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ １ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ １ ０ １ １ １ ０ ０ ０
１ ０ ０ ０ ０ １ ０ １ １ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ １ １ ０ １ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０ １ １ １ ０ １ ０ ０
１ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０
１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １
０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０
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(２)

对应的全息矩阵M 为

　　M ＝

R l１,２ l１,３ l１,４ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ l１,１２

１ R l２,３ l２,４ ０ ０ ０ ０ ０ l２,１０ ０ ０

１ １ R l３,４ ０ l３,６ ０ ０ ０ ０ ０ ０

１ １ １ R l４,５ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ４ R l５,６ l５,７ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ７ ０ ６ R ０ l６,８ ０ l６,１０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ５ ０ R l７,８ l７,９ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ８ ２ R l８,９ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ２ ２ R l９,１０ l９,１１ ０

０ １０ ０ ０ ０ ９ ０ ０ ３ R l１０,１１ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ３ ３ R l１１,１２

１１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １２ R
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(３)

对比邻接矩阵A 和全息矩阵M,同样是１２×
１２矩阵,如果一个构件同时与多个构件连接,则
判断该构件是否为多元构件的总时间复杂度为

O(n２),近似来说,时间复杂度与构件节点个数的

平方成正比.
全息矩阵相较于邻接矩阵,可以清晰完整地

表达运动链结构信息,如构件数n、运动副数p、
两构件间是否有连接、连接两构件的运动副(此处

只讨论全铰链情况)、某处连接是否为复铰、某构

件是否为多元构件、构件上两关键点间的长度

li,j(包括多元构件的各边长度)等.一个全息矩

阵可以对应结构信息唯一确定的运动链,也就是

给定一个描述正确的下三角矩阵,可以简单分析

和推导出对应的运动链结构. 如根据全息矩阵

M 可以反向推导出唯一确定的图１a所示的运动

链结构图.该特点是已有描述机构和运动链的邻

接、关联、环路等矩阵所不具备的.

１．２　 全息矩阵相关特征参数的判定定理

本文只研究全铰链运动链,对表达运动链的

全息矩阵只研究下三角矩阵.
定理１(多元连杆判定)　 运动链对应的全息

下三角矩阵中的元素为构件编号i和０,某个n元

构件有n 个关键点,对应其相同的构件编号i出

现在下三角矩阵的数量应为C２
n,且该全息矩阵中

C２
n 个元素对应的矩阵行和列的不同数字(也是关

键点数)为n个.进一步,当某个关键点对应的下

三角矩阵的所有行与列元素中出现了k个相同的

数值j,则多元构件j为(k＋１)元构件.
例如:在全息矩阵中,某个三元构件编号为

２,数值２在全息矩阵中出现３次,分别对应全息

矩阵的元素a７,８、a７,９、a８,９,有３个关键点７、８、９.
推论１　 当知道n元构件上某个关键点对应

的行和列元素位置之后,其中包含的构件i其余
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关键点和编号i出现的位置都可以确定.
如四元构件编号为１,在关键点４处对应的行

和列元素转变为一维数组{１,１,１,４,０,０,０,０,０,

０,０},其中编号为１的元素为a４,１、a４,２、a４,３,则

可判定构件１为四元构件,其余关键点为１、２、

３,且构件编号１对应的其他位置也可以确定为

a２,１、a３,１、a３,２.如编号为４的元素为a５,４,则可

判定构件４为二元构件,其他位置不再出现构

件４.
如提取关键点９上对应的行与列元素为一维

数组{０,０,０,０,０,０,２,２,３,３,０},则可判断构件２
和３都是三元构件.构件编号２对应的其他位置

可确定为a８,７,构件编号３对应的其他位置也可确

定为a１１,１０.
从推论１和案例分析可知,当将下三角矩阵

的某个关键点单独提取出对应的行和列元素时,
同一个构件上的不同关键点之间还是存在耦合关

系的.例如关键点７、８、９均为构件２上的三个关

键点,提取其下三角元素分别为{０,０,０,０,５,０,２,

２,０,０,０}、{０,０,０,０,０,８,２,２,０,０,０}和{０,０,０,

０,０,０,２,２,３,３,０}.
定理２(多元复铰判定)　 运动链对应的全息

下三角矩阵中,若关键点i对应的行元素ai,j 和列

元素ak,i(０＜j＜i,i＜k＜np)中有n个非０且

不相等的值,表明该处复铰连接了n个不同构件,
则关键点i处的铰链为n 元复铰.

如图１所示,提取下三角矩阵中关键点６对

应的行和列元素为一维数组{０,０,７,０,６,０,８,０,

９,０,０},其中有４个不相同且不为０的数字６、７、

８、９,则可判定该处为四元复铰,分别对应相互铰

接的４个构件.
定理３(杆件编号变换规律)　 改变运动链中

的杆件编号相当于给构件取了一个不同的序列号

而已,不影响运动链的连接关系和结构,只是重新

对运动链的构件进行了编号.对应全息下三角矩

阵中元素值为０的位置不变,非０的对应的杆件

编号数值相应改变.
定理４(关键点编号变换规律)　 改变运动链

中的关键点编号不影响运动链的连接关系和结

构,对应全息下三角矩阵中构件的性质(是否多元

连杆、两构件间连接关系等)不变,其结果是各关

键点(如i和j)对应的行和列的位置互换.
例如:将式(３)的关键点３和４、构件编号７和

８互换后得到新的全息矩阵为

　　M ＝

R
１ R
１ １ R
１ １ １ R
０ ０ ４ ０ R
０ ０ ０ ８ ６ R
０ ０ ０ ０ ５ ０ R
０ ０ ０ ０ ０ ７ ２ R
０ ０ ０ ０ ０ ０ ２ ２ R
０ １０ ０ ０ ０ ９ ０ ０ ３ R
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ３ ３ R
１１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １２ R
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(４)

２　 基于全息下三角矩阵的同构判定

基于上述分析,全息下三角矩阵可以确定结

构信息唯一的运动链,本文提出了一种基于全息

下三角矩阵变换对比的同构判定新方法.以图２
所示两个１２构件运动链[２３] 的拓扑图同构判定为

例,说明基于全息下三角矩阵对比变换的同构判

定方法的具体步骤和分析思路.

(a)运动链１

(b)运动链２

图２　１２杆、５环路运动链[２３]

Fig．２　１２Ｇbar,５Ｇloopkinematicchain[２３]

１)首先检索并获得两个运动链的结构参数,
如构件类型和构件数、多元复铰类型和数量,独立

环路数等,再进行比较.以运动链总构件数n、低
副数p、自由度数F、独立环路数L、关键点数np、
多元构件数和多元复铰数n２、n３、J３􀆺nL＋１、JL＋１

的组合{n,p,F,L,np,n２,n３,J３,􀆺,nL＋１,JL＋１}
􀅰１８１１􀅰
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作为运动链结构参数.上述运动链的基本结构参

数如不相同,则可以直接判定不同构.图２中,运
动链１和２的结构参数都是{１２,１６,１,５,１６,５,６,

０,１,０,０,０,０,０}.

２)对运动链１和２的构件和关键点进行随机

编号,如图２所示,用全息下三角矩阵表示,获得

初始的下三角矩阵 M１ 和 M２,将下三角矩阵 M１

作为基准矩阵,下三角矩阵M２ 作为变换矩阵.

３)获得初始矩阵M１ 和M２ 各个关键点对应

的下三角矩阵元素的信息,对于np 个关键点,每
个关键点i对应的下三角行和列均有(np －１)个

元素(ai,j(j＜i),ak,i(k ＞i)).对于每一个关

键点i,获得其非０元素的总个数,以及相同非０
元素出现次数,按数字从大到小排列,相同的数字

不区分排序先后.获得所有关键点对应的元素信

息从大到小排列的一维数组,并将这些数组按照

相同值进行分类.基准矩阵M１ 为

　　M１ ＝
R

１ R

１ １ R

１ １ １ R

０ ０ ０ ２ R

０ ０ ０ ２ ２ R

３ ０ ０ ０ ０ ０ R

３ ０ ０ ０ ０ ０ ３ R

０ ４ ０ ０ ０ ０ ５ ０ R

０ ０ ８ ０ ０ ０ ０ ６ ０ R

０ ０ ０ ０ １２ ０ ０ ０ ０ ０ R

０ ０ ０ ０ ０ ９ ０ ０ ０ ０ ０ R

０ ０ ０ ０ ０ ０ ５ ０ ５ ０ １１ ０ R

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ６ ０ ６ ０ ７ ０ R

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １１ ０ １１ ０ R

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ７ ０ ７ １０ R
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(５)

变换矩阵M２ 为

　　M２ ＝
R

１ R

０ ３ R

２ ０ １２ R

２ ０ ０ ２ R

０ ０ ０ ０ ９ R

０ ０ ０ ０ ０ １０ R

０ ０ ０ ０ ０ １０ １０ R

０ ０ １２ １２ ０ ０ ０ ０ R

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ６ ７ R

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ７ ７ R

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ４ R

１ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ５ R

１ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ R

０ ０ ０ ０ ０ ０ ８ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １１ R

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ４ ４ ０ １１ １１ R
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(６)

如初始的基准矩阵M１ 中,关键点１对应元素的一

维数组为{１,１,１,０,０,３,３,０,０,０,０,０,０,０,０},非
０元素的总个数为５,不同的非０元素有２个,其中

元素“１”出现３次,即构件１为四元构件,元素“３”
出现２次,即构件３为三元构件,则关键点１对应

的数组可表示为{５,３,２},从该数组信息中可以得

到前述多元构件特性,构件１为四元构件,构件３
为三元构件.表１所示为２个运动链的初始矩阵

所对应的关键点数字特征值,表２给出了数值相

同的分组,１６个关键点共分为了４组.关键点数

组信息是运动链同构的必要条件之一,当基准矩

表１　 两个１２杆运动链关键点数字特征值

Tab．１　Numericalcharacteristicsofkeypointsfortwo
１２Ｇbarkinematicchains

运动链１(KC１) 运动链２(KC２)

关键点

编号

关键点

数字特征值

关键点

编号

关键点

数字特征值

１ ５,３,２ １ ５,３,２
２ ４,３,１ ２ ４,３,１
３ ４,３,１ ３ ３,２,１
４ ５,３,２ ４ ４,２,２
５ ３,２,１ ５ ３,２,１
６ ３,２,１ ６ ３,２,１
７ ４,２,２ ７ ３,２,１
８ ４,２,２ ８ ３,２,１
９ ３,２,１ ９ ４,２,２
１０ ３,２,１ １０ ３,２,１
１１ ３,２,１ １１ ４,２,２
１２ ３,２,１ １２ ３,２,１
１３ ４,２,２ １３ ４,３,１
１４ ４,２,２ １４ ５,３,２
１５ ３,２,１ １５ ３,２,１
１６ ３,２,１ １６ ４,２,２

表２　 重新排序后的关键点数字特征值

Tab．２　Numericalcharacteristicsofkeypoints
afterreordering

　

运动链１(KC１) 运动链２(KC２)

关键点

编号

关键点

数字特征值

关键点

编号

关键点

数字特征值

１ ５,３,２ １ ５,３,２
４ ５,３,２ １４ ５,３,２
２ ４,３,１ ２ ４,３,１
３ ４,３,１ １３ ４,３,１
７ ４,２,２ ４ ４,２,２
８ ４,２,２ ９ ４,２,２
１３ ４,２,２ １１ ４,２,２
１４ ４,２,２ １６ ４,２,２
５ ３,２,１ ３ ３,２,１
６ ３,２,１ ５ ３,２,１
９ ３,２,１ ６ ３,２,１
１０ ３,２,１ ７ ３,２,１
１１ ３,２,１ ８ ３,２,１
１２ ３,２,１ １０ ３,２,１
１５ ３,２,１ １２ ３,２,１
１６ ３,２,１ １５ ３,２,１

第一组

第二组

第三组

第四组
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阵M１ 中的某个关键点的数组与变换矩阵 M２ 对

应组别中的关键点数组均无法匹配时则可判断两

个运动链不同构.
４)获得两个矩阵的关键点对应数字特征值

后,按照其中不同组关键点的数值大小进行排序,
相同值的同组关键点排列次序随机.根据数字特

征值是否唯一或多组相同,将关键点区分为确定

的关键点和待确定的关键点.表２中没有一组关

键点的数字特征值是唯一的,根据数字特征值相

同划分为４组待确定关键点.矩阵M１ 中,同组中

存在多个特征数字相同的情况,４组关键点内的

排序先随机排列,对应运动链１所有关键点的初

始排序如下:
　　M１ ＝
１
１ ４
１ １ ２
１ １ １ ３
３ ０ ０ ０ ７
３ ０ ０ ０ ３ ８
０ ０ ０ ０ ５ ０ １３
０ ０ ０ ０ ０ ６ ０ １４
０ ２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ５
０ ２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ２ ６
０ ０ ４ ０ ５ ０ ５ ０ ０ ０ ９
０ ０ ０ ８ ０ ６ ０ ６ ０ ０ ０ １０
０ ０ ０ ０ ０ ０ １１ ０ １２ ０ ０ ０ １１
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ７ ０ ９ ０ ０ ０ １２
０ ０ ０ ０ ０ ０ １１ ０ ０ ０ ０ ０ １１ ０ １５
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ７ ０ ０ ０ ０ ０ ７ １０ １６
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(７)

对角线标记了随机排序后的初始关键点编号.同

理,如果对变换矩阵 M２ 按照上述规则进行关键

点排序时,理论上一共有 P２
２ ×P２

２ ×P４
４ ×P８

８ ＝
３８７０７２０种匹配的可能.

５)对于同一组的关键点,通过关键点互换,
将非０元素放置到该组的前几行位置.对式(７)
中每组进行分析和前移,本案例中只需要对第四

组中１２、１５ 进行互换,获得的新基准矩阵 M１

如下:
　　M１ ＝
１
１ ４
１ １ ２
１ １ １ ３
３ ０ ０ ０ ７
３ ０ ０ ０ ３ ８
０ ０ ０ ０ ５ ０ １３
０ ０ ０ ０ ０ ６ ０ １４
０ ２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ５
０ ２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ２ ６
０ ０ ４ ０ ５ ０ ５ ０ ０ ０ ９
０ ０ ０ ８ ０ ６ ０ ６ ０ ０ ０ １０
０ ０ ０ ０ ０ ０ １１ ０ １２ ０ ０ ０ １１
０ ０ ０ ０ ０ ０ １１ ０ ０ ０ ０ ０ １１ １５
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ７ ０ ９ ０ ０ ０ ０ １２
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ７ ０ ０ ０ ０ ０ ７ １０ １６
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进一步划分确定的点和不确定的点,以及不确定

的点分组.根据前述下三角矩阵的特性分析,以
及上述分析和规定,表２第三组中的关键点１３、
１４,第四组的关键点９、１０、１１、１２、１５、１６均可唯一

确定其在矩阵中的位置.不确定、可能具有互换

性的关键点为表２中第一组的１、４,第二组的２、
３,第三组的７、８,第四组的５、６.

经过上述变化后,基准矩阵中只有上述８个

关键点的位置待确定.存在对应P２
２ ×P２

２ ×P２
２ ×

P２
２ ＝１６种变换矩阵 M２.限于篇幅,这里不一一

列举.
上述１６个变换矩阵M２ 对应的运动链２与基

准矩阵M１ 对应的运动链１若同构,则其关键点的

位置与基准矩阵M１ 中关键点具有一一映射关系.
６)根据构件编号变换原则,将所有衍生出来

的变换矩阵M２ 逐一与基准矩阵 M１ 进行匹配对

比和同构判定.
同构判定原则:根据关键点互换定理和构件

编号互换定理,在假定运动链２和运动链１的关

键点具有逐一映射关系的前提下,对应的下三角

矩阵M１ 和M２ 中,０元素的位置相同,非０元素的

位置对应的构件编号可以不同(对应着构件编号

的逐一映射关系),但是多元构件类型必须相同,
同一多元构件对应的同一构件编号在两个矩阵中

多个位置是相同的.
检索判定的操作为:① 基准矩阵 M１ 中某个

位置出现０,对应变换矩阵M２ 中相同位置必须是

０;② 某个位置出现非０元素i,检索i出现在基准

矩阵M１ 的位置,对应变换矩阵M２ 中相同的位置

必须是同一个非０元素j.
将得到的变换矩阵M２ 依据同构判定原则和

上述操作进行对比分析,若其中某个变换矩阵符

合,则运动链１和２同构,剩余的变换矩阵 M２ 不

用继续判别;若所有的变换矩阵 M２ 都不符合,则
运动链１和２不同构.上述１６个变换矩阵中的一

个如下:
　　M２ ＝
１４
１ １ ２
１ １ ０ １３
１１ ０ ０ ０ １６
０ ２ ０ ０ ０ ４
０ ０ ０ ０ ４ ０ １１
０ ０ ０ ０ ０ １２ ７ ９
１１ ０ ０ ０ １１ ０ ０ ０ １５
０ ２ ０ ０ ０ ２ ０ ０ ０ ５
０ ０ ３ ０ ０ １２ ０ １２ ０ ０ ３
０ ０ ０ ５ ４ ０ ４ ０ ０ ０ ０ １２
０ ０ ０ ０ ０ ０ ７ ７ ０ ０ ０ ０ １０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ８ ０ ０ ０ ０ ７
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ６ １０ ８
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １０ １０ ６
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将式(９)与式(８)基准矩阵 M１ 进行对比分

析,式(８)中M６,１ 是非０元素３,式(９)中为０元

素,因此该情况不同构.本方法是在下三角矩阵

可唯一确定运动链结构的理论分析基础上,基于

２个重要的定理(构件编号变换定理和关键点编

号变换定理),将运动链用全息下三角矩阵表达,
选择其中矩阵M１ 作为基准矩阵,经过分组排列

和同组非０元素前移后,分两步将关键点进行细

分,得到确定的关键点和待确定的关键点.在假

定变换矩阵M２ 中所有关键点与基准矩阵 M１ 中

所有关键点位置逐一对应的情况下,将有限个变

换矩阵M２ 与基准矩阵M１ 进行数字对比,可快速

获得同构判定结果.
上述基于全息下三角矩阵进行运动链同构判

定方法的思路具体如图３所示.

图３　 基于全息下三角矩阵的运动链同构判定方法

Fig．３　Thekinematicchainisomorphismidentification
methodbasedontheLTMWI

３　 同构判定举例

应用本方法完成文献[２４]中的２８杆运动链

的判定,构件与关键点编号如图４所示,主要判定

步骤如下.

１)获取两个运动链的结构参数{n,p,F,L,

n２,n３,J３,􀆺,n１４,J１４}＝{２８,４０,１,１３,４０,４,２４,

０,０,􀆺,０,０}.

２)对图４中运动链１和２的构件和关键点随

机编号,获得初始的下三角矩阵 M１ 和 M２(具体

矩阵表达式扫描本文首页 OSID码获取).

３)记录初始矩阵M１ 和M２ 的关键点特征信

息,如表３所示.

４)对初始矩阵M１ 和M２ 的关键点信息按确

定和待确定区域划分,重新排列位置.如表３所

示,关键点的数组信息分为２组,关键点数字特征

值分别为{３,２,１}和{４,２,２},其中{３,２,１}的关

键点有８个,{４,２,２}所对应的关键点有３２个,初
定{３,２,１}作为第一组,该组上的８个关键点随机

排序.
限于篇幅,后续优化基准矩阵,对变换矩阵进

(a)运动链１

(b)运动链２

图４　 两个２８杆运动链拓扑图及构件与关键点编号[２８]

Fig．４　Topologicalgraphandcomponentandkeypoint
numberingoftwo２８Ｇbarkinematicchains

行关键点的对比、变换等操作省略,最终的判定结

果与之符合,两运动链同构. 通过比较分析,２８
杆运动链具有强对称性,能够找到两个运动链的

构件编号与关键点编号之间的多种映射关系,表

４给出了其中两种映射情况.
由上述具有强对称性的２８杆运动链可知,对

于高对称性的图或运动链,在对关键点进行分布

确定时,关键点对应信息大量趋同,导致对应有大

量的变换矩阵 M２. 对于结构对称性弱的运动

链,利用下三角矩阵自身包含信息素较多、耦合性

强的优势,可以快速地确定基准矩阵中的大量关

键点对应的位置,后续产生的变换矩阵 M２ 数量

较少,可以快速对比获得运动链之间同构判定

结果.
对于不同构的运动链,基于全息下三角矩阵

变换对比的同构判定方法往往只需要判定步骤中

的前几步即可发现运动链结构的差异性,判定效

率较高.如对文献[２５]中的同构判定案例,如图

５所示,主要判定步骤如下.
􀅰４８１１􀅰

中国机械工程 第３６卷 第６期２０２５年６月



表３　２８杆运动链重新排序的关键点数字特征值

Tab．３　Numericalcharacteristicsofkeypointsafter
reorderingfora２８Ｇbarkinematicchains

　

运动链１(KC１) 运动链２(KC２)

关键点

编号

关键点

数字特征值

关键点

编号

关键点

数字特征值

１ ３,２,１ ２ ３,２,１
６ ３,２,１ １４ ３,２,１
８ ３,２,１ １８ ３,２,１
１４ ３,２,１ ２１ ３,２,１
１７ ３,２,１ ２５ ３,２,１
１８ ３,２,１ ３２ ３,２,１
２６ ３,２,１ ３７ ３,２,１
３３ ３,２,１ ３８ ３,２,１
２ ４,２,２ １ ４,２,２
３ ４,２,２ ３ ４,２,２
４ ４,２,２ ４ ４,２,２
５ ４,２,２ ５ ４,２,２
７ ４,２,２ ６ ４,２,２
９ ４,２,２ ７ ４,２,２
１０ ４,２,２ ８ ４,２,２
１１ ４,２,２ ９ ４,２,２
１２ ４,２,２ １０ ４,２,２
１３ ４,２,２ １１ ４,２,２
１５ ４,２,２ １２ ４,２,２
１６ ４,２,２ １３ ４,２,２
１９ ４,２,２ １５ ４,２,２
２０ ４,２,２ １６ ４,２,２
２１ ４,２,２ １７ ４,２,２
２２ ４,２,２ １９ ４,２,２
２３ ４,２,２ ２０ ４,２,２
２４ ４,２,２ ２２ ４,２,２
２５ ４,２,２ ２３ ４,２,２
２７ ４,２,２ ２４ ４,２,２
２８ ４,２,２ ２６ ４,２,２
２９ ４,２,２ ２７ ４,２,２
３０ ４,２,２ ２８ ４,２,２
３１ ４,２,２ ２９ ４,２,２
３２ ４,２,２ ３０ ４,２,２
３４ ４,２,２ ３１ ４,２,２
３５ ４,２,２ ３３ ４,２,２
３６ ４,２,２ ３４ ４,２,２
３７ ４,２,２ ３５ ４,２,２
３８ ４,２,２ ３６ ４,２,２
３９ ４,２,２ ３９ ４,２,２
４０ ４,２,２ ４０ ４,２,２

第一组

第二组

　

　

　　１)获取两个运动链的结构参数均为{n,p,

F,L,n２,n３,J３,􀆺,n１４,J１４}＝{１５,２７,－１２,１３,

２７,６,０,０,６,０,０,０,３,０,０,􀆺,０,０}.

２)对图５中运动链１和２的构件和关键点随

机编号,获得初始的下三角矩阵 M３ 和 M４(矩阵

表述扫描 OSID码获取).

３)记录初始矩阵M３ 和M４ 的关键点特征信

息,如表５所示.

４)对于初始矩阵M３ 和M４,将关键点区分为

确定的关键点和待确定的关键点,重新排列位

表４　 两个２８杆运动链的构件与关键点映射关系

Tab．４　Componentandkeypointmappingrelationships
oftwo２８Ｇbarkinematicchains

KC
同构映射情况１:

KC１(KC２)
同构映射情况２:

KC１(KC２)

构件

编号

之间

的

映射

关系

１(１３),２(１２),３(１１),
４(１０),５(２５),６(２６),
７(２７),８(２４),９(２３),
１０(８),１１(１),１２(２),
１３(２２),１４(１４),１５(１５),
１６(２０),１７(７),１８(６),
１９(５),２０(４),２１(２１),
２２(１６),２３(９),２４(１７),
２５(１９),２６(１８),２７(２８),
２８(３)

１(６),２(７),３(２０),４(１５),
５(１４),６(１３),７(１２),
８(２３),９(８),１０(１),
１１(１７),１２(１９),１３(１８),
１４(５),１５(４),１６(３),
１７(２),１８(２２),１９(２６),
２０(２７),２１(２４),２２(２１),
２３(１６),２４(９),２５(１０),
２６(２５),２７(１１),２８(２８)

关键点

编号

之间

的

映射

关系

１(２),２(１),３(３),４(４),
５(５),６(２５),７(１９),
８(３２),９(３４),１０(２０),
１１(２４),１２(３６),１３(４０),
１４(１４),１５(１５),１６(３９),
１７(３８),１８(３７),１９(７),
２０(１０),２１(２７),２２(３０),
２３(２９),２４(１１),２５(１３),
２６(１８),２７(９),２８(３３),
２９(２３),３０(１６),３１(１７),
３２(２２),３３(２１),３４(３５),
３５(６),３６(３１),３７(２６),
３８(１２),３９(８),４０(２８)

１(２５),２(２８),３(１７),
４(１６),５(３４),６(２１),
７(１５),８(１８),９(２０),
１０(３９),１１(２３),１２(４０),
１３(１),１４(３７),１５(７),
１６(８),１７(３２),１８(２),
１９(３),２０(５),２１(３１),
２２(２９),２３(１１),２４(３５),
２５(３６),２６(１４),２７(１３),
２８(１９),２９(２２),３０(１０),
３１(２６),３２(３０),３３(３８),
３４(１２),３５(３３),３６(９),
３７(６),３８(２４),３９(４),
４０(２７)

(a)运动链１

(b)运动链２

图５　 文献[２５]里同构判定案例

Fig．５　Isomorphismidentificationcasestudy
fromreference[２５]
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表５　１５杆运动链重新排序的关键点

数字特征值

Tab．５　Numericalcharacteristicsofkeypointsafter
reorderingfora１５Ｇbarkinematicchain

　

运动链１(KC１) 运动链２(KC２)

关键点

编号

关键点

数字特征值

关键点

编号

关键点

数字特征值

１３ １０,５,５ １３ １０,５,５
１４ １０,５,５ １４ １０,５,５
１５ １０,５,５ １５ １０,５,５
６ ８,５,３ ３ ８,５,３
９ ８,５,３ ６ ８,５,３
１２ ８,５,３ １２ ８,５,３
１８ ８,５,３ １８ ８,５,３
２１ ８,５,３ ２１ ８,５,３
２４ ８,５,３ ２４ ８,５,３
４ ６,５,１ １ ６,５,１
７ ６,５,１ ４ ６,５,１
１０ ６,５,１ １０ ６,５,１
１７ ６,５,１ １７ ６,５,１
２０ ６,５,１ ２０ ６,５,１
２３ ６,５,１ ２３ ６,５,１
１ ６,３,３ ７ ６,３,３
２ ６,３,３ ８ ６,３,３
３ ６,３,３ ９, ６,３,３
２５ ６,３,３ ２５ ６,３,３
２６ ６,３,３ ２６ ６,３,３
２７ ６,３,３ ２７ ６,３,３
５ ４,３,１ ２ ４,３,１
８ ４,３,１ ５ ４,３,１
１１ ４,３,１ １１ ４,３,１
１６ ４,３,１ １６ ４,３,１
１９ ４,３,１ １９ ４,３,１
２２ ４,３,１ ２２ ４,３,１

第一组

第二组

第三组

第四组

第五组

　

　

　

　

　

置.如表５所示,关键点的数组信息分为５组,关
键点的数字特征值可分为{１０,５,５}、{８,５,３}、{６,

３,３}、{６,５,１}、{４,３,１}五组,其中第一组{１０,５,

５}的关键点有３个,其余区域所对应的关键点均

为６个,则{１０,５,５}中的关键点作为第一组.对

基准矩阵M′３进行变换分析,存在８组可两两互换

的位置待确定,即存在对应P２
２ ×P２

２ ×P２
２ ×P２

２ ×
P２

２ ×P２
２ ×P２

２ ×P２
２ ＝２５６种变换矩阵M′４.

限于篇幅,后续优化基准矩阵,对变换矩阵进

行关键点的对比、变换等操作省略,最终得到的基

准矩阵 M′３和变换矩阵 M′４(矩阵表达扫描 OSID
码获取).

由上述两个全息下三角矩阵可以得到,M′３中

M２５,１１ 位置上是非０元素１２,M′４中相应位置为０
元素.

继续对上述案例中衍生出来的其他变换矩阵

M′４进行对比判定,都得到不同构的结果,因此可

判定上述２个运动链不同构.

４　 基于全息下三角矩阵变换对比的同构

判定方法总结

　　 综上理论与案例分析,采用全息下三角矩阵

的变换对比法进行同构判定具有以下特点.

１)同构判定方法的科学性.该同构判定方

法建立在全息下三角矩阵可唯一确定运动链结构

的基础上,即一个结构描述正确的全息下三角矩

阵与对应的运动链结构可以相互推导得到,判定

原理为是否同构的充要条件,其科学性和准确性

简单易懂、一目了然.

２)同构判定方法的计算量小.该方法只需

要检索矩阵关键点信息和有限个关键点换位,获
得一定数量的变换矩阵 M２ 与基准矩阵 M１ 进行

对比判定,不需要提取运动链的环路信息进行运

算,也不需要进行特征值或特征向量的计算.运

用所提出的同构判定方法,对于对称性弱的运动

链,具有无可比拟的计算量小的优势;对于对称性

强的运动链或图,无论采用哪一种同构判定方法

和对应的特性,如最大周长环、本文提出的方法

等,都对应有多种可能性,从而导致计算分析量的

几何级数增加.当运动链的对称性较强时,可能

矩阵中同一区域的关键点有多个,在进行判定时,
只需进行分组排列并将同组非０元素前移,将关

键点进行细分,因此该种方法的计算量主要是分

组的检索量及少数关键点前移的操作.后续的变

换矩阵M２ 与基准矩阵M１ 的逐一对比,仅简单地

进行元素对比即可,因此对比量为 C２
np ＝np ×

(np－１)/２,每一次的对比量是对２个一维数组

(np－１)个元素的对比.图６所示为本文所提出

的方法与 McKay和Ding算法的复杂性对比.

图６　三种方法的复杂性对比分析

Fig．６　Comparativeanalysisofcomplexityamong
threemethods

３)同构判定方法的可编程性.由于同构判定

原理的简易性,故同构判定规则也相对简单,则建

立在全息下三角矩阵基础上的对比分析非常利于

计算机程序化设计.
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５　结论

１)本文提出了一种新的表达运动链的全息矩

阵,重点分析了全息下三角矩阵的数字分布规则,
下三角矩阵包含构件类型、多元复铰、构件间的连

接关系等大量信息,可唯一确定运动链的结构,分
析给出了构件编号变化和关键点编号变化规律.

２)在全息下三角矩阵对应确定的运动链结构

这一分析基础上,提出了一种新的全息下三角矩

阵变换对比的运动链同构判定新方法.

３)该方法和已有的同构判定方法比较,最大

的优点在于同构判定原理简单易于理解,同构判

定规则简单,只有信息检索和分类、矩阵之间数值

元素分析对比等,无需对环路或特征值、特征向量

等进行计算,与现有同构判定方法比较,分析计算

量较小.
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