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双圆弧刀具加工直齿锥齿轮的啮合性能分析
及优化

苏进展* 冯要克  刘 镔  曹新龙  孙霖霖

长安大学道路施工技术与装备教育部重点实验室,西安,710064
摘要：提出了高效双圆弧刀具铣/磨直齿锥齿轮方法，以改善其啮合性能。采用双圆弧刀具模拟冠

状产形轮，引入刀具修形系数、刀盘平均半径和刀刃角，建立考虑齿廓和齿向修形的直齿锥齿轮齿面模

型。根据两啮合齿轮连续相切条件建立齿面接触分析模型，结合齿面间隙、法向柔度矩阵和数学规划建

立轮齿承载接触分析模型。在此基础上，以几何传动误差对称性和承载传动误差波动量最小为目标，调
整刀具修形原点位置和优化刀具参数，对比优化前后齿轮几何传动误差和承载传动误差。算例结果表

明，刀具修形原点位置会影响几何传动误差的对称性，刀具修形系数越大，齿廓修形量越大，则几何传动

误差幅值和承载传动误差幅值越大；随着刀盘平均半径的减小和刀刃角的增大，齿向修形量增大，则齿

面印痕区域减小。优化后在工作载荷下，承载传动误差波动量减小 56.54%，有效降低了齿轮副的振动

激励。
关键词：双圆弧刀具；直齿锥齿轮；齿面修形；啮合仿真；遗传算法

中图分类号：TH132  
DOI:10.3969/j.issn.1004-132X.2025.08.004 开放科学（资源服务）标识码（OSID）:

Analysis and Optimization of Meshing Performance of Straight Bevel Gears 
Machined by Dual Interlocking Circular Cutters
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Abstract： A method for milling/grinding straight-toothed bevel gears using high-efficiency double-arc 

cutting tools was proposed to improve their meshing performance.  A double arc tool was used to simulate a 
crown-producing wheel， and tool trimming coefficients， the average radius of the cutter disk and the cutting 
edge angle were introduced to establish a straight bevel gear tooth face model that considered tooth profile 
and tooth direction trimming.  According to the conditions of continuous tangency of two meshing gears， a 
tooth contact analysis model was established， and combined with tooth clearance， normal flexibility matrix 
and mathematical planning， a wheel tooth bearing contact analysis model was established.  Then with the 
goal of achieving symmetry in geometric transmission errors and minimising fluctuations in load transmis⁃
sion errors， the tool profiling origin positions was adjusted and tool parameters were optimised.  The geo⁃
metric transmission errors and load transmission errors of the gear were compared before and after optimiza⁃
tion.  The example results show that the position of the tool reshaping origin affects the symmetry of the 
geometric transmission errors； the larger the tool reshaping coefficient is， the larger the amount of tooth 
profile reshaping is， the amplitude of the geometric transmission errors and the amplitude of the load bear⁃
ing transmission errors will increase； with the decrease of the average radius of the knife holder and the in⁃
crease of the blade angle， the amount of tooth profile reshaping is increased， and then the area of the tooth 
surface mark will be reduced.  After optimization， the amount of bearing transmission error fluctuation is re⁃
duced by 56. 54% under the working load， which may effectively reduce the vibration excitation of the gear 
pairs.

Key words： dual interlocking circular cutter； straight bevel gear； tooth surface modification； meshing 
simulation； genetic optimization

0 引言

直齿锥齿轮适用于相交轴的运动和动力传
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动，具有结构简单、轴向力小、便于安装的特点，在
航空、航天和汽车领域有着广泛应用。近年来，由
于电动汽车的快速发展，传统直齿锥齿轮设计与

制造方法不能满足驱动桥差速器高强度、低噪声

和高可靠性要求。由于精锻直齿锥齿轮的精度

低，不能进行齿面修形设计，而刨削加工可调整自

由度较少，齿面修形无法实现，故有必要探索高性

能直齿锥齿轮加工的新方法。
美国格里森公司 2007 年采用双连锁碟型刀

盘在六轴数控铣齿机上加工，提高了直齿锥齿轮

的加工精度和效率，改善了接触性能［1-2］。FUEN⁃
TES-AZNAR 等［3-4］建立双连锁碟型刀具的数学

模 型 ，研 究 了 刀 具 参 数 对 齿 面 印 痕 的 影 响 。
SHIH 等［5-6］模拟冠状产形轮加工直齿锥齿轮，并
在 6 轴数控铣齿机上进行虚拟仿真加工；同时研

究了直齿锥齿轮端面滚齿加工的数学模型［7-8］。
王志永等［9-10］采用内凹刀盘加工直齿锥齿轮，并进

行齿面接触分析；同时，建立双刀盘铣齿机床与

Free-form 型机床的加工运动等效转换，进行了直

齿锥齿轮的切齿和滚检试验。蒋进科等［11］为了改

善齿轮传动性能和可靠性，提出了直齿锥齿轮齿

面抗磨设计与分析方法。周延泽等［12］采用展成法

加工直齿锥齿轮的齿面和齿根过渡曲面，进行了

齿根弯曲应力分析。曹雪梅等［13-14］研究了修形直

齿锥齿轮的低敏感性设计与分析，并进行了滚检

试验。KOLIVAND 等［15］基于实测齿面进行齿面

接触分析和传动误差计算。陈霞等［16-17］将直齿锥

齿轮齿面设计成鼓形，提出了一种计算修形齿面

的鼓形顶点位置和齿面修形量的方法，使得齿面

载荷分布更加均匀。沈玲莉等［18］提出一种基于

“黄金比例法”的直齿锥齿轮齿面接触分析方法。
FUENTES 等［19］探讨了不同锻造直齿锥齿轮齿

面修形方式，分析其对传动误差的影响规律，找出

最佳的修形方式。
为了克服直齿锥齿轮齿面修形精度低、效率

不高、难以实现高性能齿面加工等不足，本文提出

了高效双圆弧刀具铣/磨直齿锥齿轮方法，采用双

刀盘同时对齿轮的两侧进行切削，通过控制刀具

与工件之间的相对位置，无需沿齿向的进给运动

即可完成轮齿的加工，从而简化了机床结构，缩短

了加工时间，提高了加工效率。建立直齿锥齿轮

副的齿面接触分析模型和轮齿承载接触分析模

型，分析了刀具参数对啮合性能的影响；在此基础

上，以承载传动误差波动量最小为目标，采用遗传

算法优化刀具参数，降低承载传动误差波动量，为

高性能直齿锥齿轮设计与加工提供新途径。

1 双圆弧刀具加工原理

1.1　刀具定位

采用相同的双圆弧刀具加工出的大小轮是一

对完全共轭的齿轮副，在安装误差作用下容易发

生边缘接触，引起振动噪声。图 1 所示为具有刀

具齿廓修形的坐标系，Sm 为刀具法截面参考坐标

系，Sn为刀具动坐标系，切削点Q的坐标表示为
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其中，u为由 Om 指向刀具切削刃上任意一点

的位置矢量，u0为抛物线修形曲线的原点位置，at

为刀具齿廓的抛物线修形系数，at=0 时表示刀具

未修形，切制空间渐开线齿廓。将 Sm 中的矢量

r (Q )
m ( u ) 转 换 到 刀 盘 的 坐 标 系 Scd 中 ，得 到 位 置

矢量：
rcd ( u，ϕ )=M cd，n ( ϕ )M n，m rm ( u ) （2）

图 2 所示为双圆弧刀具模拟冠状产形轮，双

圆弧刀具实际为一对圆形砂轮或铣刀盘，刀具绕

轴线旋转形成产轮齿。在冠状产形轮坐标系 Scg

图 1　刀具坐标系

Fig.1　Tool coordinate system

图 2　冠状产形轮和双圆弧刀具相对位置

Fig.2　Relative position of the crown generating wheel 
and the double arc cutter
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中，刀盘中心的位置矢量为 rOcd，建立双圆弧刀具

参考坐标系 Scd，zcd 为刀盘旋转轴，ycd 指向冠状产

形轮齿宽中点。则圆弧刀具坐标系 Scd 到冠状产

形轮坐标系 Scg的齐次变换矩阵Mcg，cd为

M cg，cd =
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（3）

式中：矢量 x=［1　0　0］、y=［0　1　0］、z=［0　0　1］
分别为坐标系 Scg的 3 个坐标分量。

图 3 所示为直线刃双圆弧刀具法截面，双圆

弧刀具由直线切削刃和刀顶半径为 ρf 的圆弧组

成。定义齿面中点 P′的辅助矢量 taux 垂直于单位

法矢 ncg 和单位切矢 tφs 所组成的平面，即 taux=
ncg×tφs，则将矢量 tφs 绕 P绕辅助矢量 taux 逆时针旋

转 δ（称为刀刃角）。通过改变刀刃角 δ实现齿面

沿齿向修形，使得刀盘在切削齿轮时形成切削

锥面。

1.2　齿面展成

由坐标系 Scd变换到坐标系 Scg，得到由双圆弧

刀具形成的冠状产形轮的位置矢量：
rcg ( u，ϕ )=M cg，cd rcd ( u，ϕ ) （4）

图 4 所示为冠状产形轮展成直齿锥齿轮的坐

标系，坐标系 Scg和 Si（下标 i=1 表示小轮，i=2 表

示大轮）分别为冠状产形轮动坐标系和被加工锥

齿轮的动坐标系。坐标系 Sj、Sk和 Sl为辅助坐标

系，γi为被加工齿轮的节锥角。直齿锥齿轮齿面

为冠状产形轮齿面族的包络面族，则小轮或大轮

的位置矢量为

r i ( u，ϕ，ψi )=M il ( ψi )M lkM kjM jcg rcg ( u，ϕ ) （5）

啮合方程为

f icg ( u，ϕ，ψi )= ( ∂r i
∂ui

× ∂r i
∂ϕi

) ⋅ ∂r i
∂ψi

= 0 （6）

联立式（5）和式（6），求得直锥齿轮的齿面方

程，则被加工齿轮齿面的单位法矢为

n i ( u，ϕ，ψi )= ∂r i
∂u × ∂r i

∂ϕ /| ∂r i
∂u × ∂r i

∂ϕ | （7）

2 TCA 和 LTCA 模型

2.1　TCA模型

图 5 中，小轮和大轮的坐标系分别为 S1和 S2， 
Sh为固定坐标系，φ1和 φ2 分别表示啮合过程中小

轮啮合转角和大轮啮合转角。在固定啮合坐标系

Sh中，小轮齿面和大轮齿面的位矢为 r ( 1 )
h 、r ( 2 )

h ，单位

法矢为 n ( 1 )
h 、n ( 2 )

h ，根据两啮合齿轮连续相切条件，
得到直齿锥齿轮 TCA 基本方程组：

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

r ( 1 )
h ( u1，ϕ 1，ψ1，φ 1 )= r ( 2 )

h ( u2，ϕ 2，ψ2，φ 2 )
n ( 1 )

h ( u1，ϕ 1，ψ1，φ 1 )= n ( 2 )
h ( u2，ϕ 2，ψ2，φ 2 )

（8）

联立式（7）和式（8），即可组成共包含 7 个方

程的 TCA 方程组，在该 TCA 方程组中一共包含

有 8 个未知量 u1、ϕ1、ψ1、φ1和 u2、ϕ2、ψ2、φ2。假设小

轮的初始啮合转角 φ1 已知，求解 TCA 方程组即

可得到小、大轮齿面上对应该啮合转角 φ1啮合点

位置的坐标，然后给定步长，通过改变小轮的啮合

转角 φ1继续求解方程组，直至齿面啮合点的位置

超出齿面的有效边界，即可获得完整的接触路径

和几何传动误差。传动误差的表达式为

δφ 2 = (φ2 - φ 20 )- N 1

N 2
(φ 1 - φ 10 ) （9）

图 3　刀刃角 δ

Fig. 3　Blade angle δ

图 4　直齿锥齿轮的展成坐标系

Fig.4　Expanded coordinate system for straight 
bevel gears

图 5　啮合坐标变换

Fig.5　Transformation of meshing coordinates
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2.2　承载接触分析模型

采用数学规划法求解轮齿承载接触问题就是

将接触体的非嵌入条件、约束条件及位移连续条

件等组成一个条件极值后再求解的过程。以齿面

间隙、法向柔度矩阵和数学规划模型为基础，建立

承载接触分析模型，求得直齿锥齿轮在给定负载

作用下的齿面接触印痕和承载传动误差等。直齿

锥齿轮副轮齿承载接触问题的数学规划模型可用

下式表示［20］：
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min  ∑
j= 1

n+ 1

Xj

-Fp+ Z+ d+ X= w

P= eT p+ Xn+ 1

s.t. pj ≥ 0，dj ≥ 0，Zj ≥ 0，Xj ≥ 0
           pj = 0 ∥ dj = 0

（10）

式中：Xj （j=1，2，…，n+1）为人工变量；Z为轮齿变形后

的法向位移；p为瞬时接触椭圆长轴离散点处法向载荷；d

为瞬时接触椭圆长轴离散点处变形后的齿面间隙；X=
［X1 X2 … Xn］T；w为两齿面 n维初始接触间距矢量；F为

齿面法向柔度矩阵，具体算法见文献［21］；P为齿面上法

向集中载荷；e为各元素均为 1 的矩阵。

式（10）中，-Fp+Z+d+X=w为变形后位

移协调方程，P=eTp+Xn+1为力平衡方程，约束条

件包含边界条件 pj≥0，dj≥0，Zj≥0，Xj≥0 以及非

嵌入条件 pj=0‖dj=0。上述非线性规划是由未

知参数 Z、p、d和已知参数 F、w、P组成的，目标为

变形能最小。求解式（9），并根据下式计算承载传

动误差：

Te = Z
r2 × n2

× 180
π × 3600 （11）

式中：r2、n2分别为大轮接触点上的位矢和单位法矢。

3 修形优化设计

理想的齿轮几何传动误差曲线应为开口向下

的抛物线，齿对间交叉连续且两端对称。承载传

动误差的变化程度反映齿轮的动态性能，波动幅

值越大则振动和噪声越大，波动幅值小则传动平

稳。由于文中齿向修形并不改变接触路径的位

置，故首先调整参数 u0获得对称几何传动误差曲

线，在此基础上优化刀具平均直径、刀刃角和抛物

线修形系数。以承载传动误差幅值 ΔTe最小为目

标，以小轮刀具修形系数 at、刀刃角 δ和刀盘平均

半径 ρm 为优化变量进行优化计算，目标函数的表

达式为

ü
ý
þ

F ( a t，δ，ρm )= min { ΔT e /ΔT e0 }
ΔT e = max (T e )- min (T e )

（12）

式中：ΔTe0、ΔTe 分别为齿轮副修形优化前后的承载传动

误差幅值。

传动误差优化过程是一个不断地求解 TCA、

LTCA 的迭代过程。由于设计变量和目标函数之

间没有直接关联，即不能建立设计变量到目标函

数的解析表达式，且存在多个局部最优解，故传统

的优化算法在此并不适用。本文采用遗传算法进

行求解，具体步骤包括编码、初始种群生成、适应

度评估和检测、选择、交叉和变异等操作［22-23］。图

6 所示为具体的优化流程。

4 算例

4.1　啮合性能分析

以一对直齿锥齿轮副为例，齿轮副基本参数

见表 1，双圆弧刀具参数见表 2，小轮负载扭矩为

700.0 N·m，进行 TCA 和 LTCA 分析，获得几何

传动误差和承载传动误差。

图 7 所示为 at=0、δ=2.0°，ρm 分别为 120.0、
160.0、200.0 mm 时的齿面印痕、几何传动误差和

图 6　优化流程

Fig.6　Optimize processes

表 1　齿轮副基本参数

Tab.1　Basic gear parameters

参数

齿数Ni

模数m/mm
压力角 α/（°）
轴交角∑/（°）
齿宽 Fw/mm
齿顶高系数 ha

齿根高系数 hf

小轮

25.0
5.0

25.0
90.0
29.2
1.0

1.25

大轮

36.0

表 2　刀具参数

Tab.2　Tool parameters

参数

刀盘平均半径 ρm/mm
刀顶圆角半径 ρf/mm

刀刃角 δ/（°）
修形系数 at

小轮

80.0/160.0/200.0
0.8

1.5/2.0/2.5
0.0001/0.0002/0.0003

大轮

200.0
0.8
2.0
0.0
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承载传动误差。由图 7可知，随着刀盘平均半径的

增大，齿面印痕区域增大，承载传动误差幅值逐渐

减小，当刀盘平均半径趋近于无穷大和刀刃角 δ=
0°时，齿向修形量为 0；刀盘平均半径增大，几何传

动 误 差 保 持 不 变 ，其 幅 值 均 为 0，且 具 有 不 对

称性。

图 8 所示为 at=0、ρm=200.0 mm，δ 分别为

1.5°、2.0°和 2.5°时的齿面印痕、几何传动误差和承

载传动误差。由图 8 可知，随着刀刃角的增大，齿

面印痕区域减小，承载传动误差幅值逐渐增大，几

何传动误差保持不变，其幅值均为 0 且传动误差

曲线形状不对称。

图 9 所示为 δ=2.0°、ρm=160.0 mm，at分别为

0.0001、0.0002 和 0.0003 时几何传动误差和承载

传动误差。由图 9 可知，随着抛物线修形系数的

增大，几何传动误差幅值和承载传动误差幅值逐

渐增大，而齿面印痕则基本不变，如图 7b 所示。
4.2　优化设计

由上节分析可知，双圆弧刀具齿廓抛物线修

形系数、刀盘平均半径和刀刃角对齿面具有修形

的作用，均对承载传动误差幅值有影响。以初始

优化变量 at=0，δ=0°和 ρm=10 m 的承载传动误

差作为初始值 ΔTe0=25.5673″，由于刀盘平均半

径取值较大，所获得齿面近似为标准 8 字啮合锥

齿轮齿面，不存在齿面修形。首先通过不断调整

刀具修形原点位置 u0获得对称抛物线传动误差。

在此基础上，建立以承载传动误差波动量最小的

目标函数，优化变量分别为抛物线系数 at、刀盘平

均半径 ρm 和刀刃角 δ，三个优化变量的取值范围

图 7　不同刀盘平均半径 TCA和 LTCA结果

Fig.7　TCA and LTCA results for different blade 
mean radii

图 8　不同刀刃角 TCA和 LTCA结果

Fig.8　TCA and LTCA results for different knife 
edge angles
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见表 3，当 at=0 时表示齿面不进行齿廓修形，当
δ=0 时表示齿面不进行齿向修形。根据圆柱齿

轮修形量推荐公式估算，当齿廓最大修形量为

20.0 μm 时对应 at 值为 0.008；当齿向最大修形量

为 20.0 μm 时对应 δ值为 2.5°。刀盘直径根据弧

齿锥齿轮铣刀盘直径计算公式确定，即由中点锥

距进行初步选取 ρm=190.0 mm，然后取 ρm∈［100，
300］ mm。遗传算法的控制参数如下：交叉概率

取 0.9，变异概率取 0.1，因 TCA 和 LTCA 具有高

度的非线性，求解比较耗时，为了节省机时，种群

规模取 20，终止进化代数取 50，整个计算共耗时

约 1.5 h，参数优化结果见表 4。

图 10 所示为优化前后的齿面印痕、几何传动

误差和承载传动误差。由图 10 可知，优化后的几

何传动误差曲线形状基本呈对称形态，可避免齿

轮副在中轻载下发生边缘接触。优化后的齿面印

痕较优化前有所减小，这是由于刀盘平均半径和

刀刃角具有齿向修形的作用，使得接触区变小。

优化后的承载传动误差幅值较优化前减小了

56.54%，因此可有效降低齿轮副的振动噪声水

平。图 11 所示为优化前后齿面偏差图，由图 11 可

知，在齿向和齿廓上有明显的鼓形量，最大修形量

为 19.87 μm，出现在大端靠近齿顶。

图 11　齿面偏差

Fig.11　Tooth surface deviation

图 9　不同修形系数 TCA和 LTCA结果

Fig.9　TCA and LTCA results with different 
trimming coefficients

表 3　优化参数的边界

Tab.3　Optimizing the boundaries of the parameters

上界

下界

at

0.0
0.0008

δ/（°）
0.0
2.5

ρm/ mm
100.0
300.0

表 4　参数优化结果

Tab.4　Parameter optimization results

at1

0.000 56
δ1/（°）
1.7832

ρm1/ mm
181.6523

图 10　TCA和 LTCA结果

Fig.10　TCA and LTCA results
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图 12 所示为承载传动误差幅值随载荷变化

曲线，由图 12 可知，对于修形优化之前两者近似

成线性关系，而经过齿面修形优化后，承载传动误

差幅值经历先减小再增大的过程，最小承载传动

误差幅值发生在工作载荷为 700 N·m 附近，同
时，优化后的修形齿面不仅适用于设计载荷，而且

在其他载荷下均明显低于标准状态下齿面的承载

传动误差幅值。

5 结论

1）本文建立了考虑齿廓和齿向修形的直齿锥

齿轮数学模型，发现刀具修形系数对几何传动误

差和承载传动误差的影响较大，而刀刃角和平均

刀盘半径对接触区的影响较大，刀刃角越大，刀盘

半径越小，齿向修形越明显。
2）通过调整刀具修形位置实现对称几何传

动误差设计，在此基础上通过优化刀盘平均半径、
刀刃角和刀具修形系数来建立承载传动误差最小

的优化模型。在工作载荷下，有效地降低了承载

传  动误差波动幅值。
3）借助多载荷承载接触分析获得优化后齿面

的承载传动误差幅值随载荷的变化规律，即呈现

出先减小再增大的趋势，在工作载荷及附近均比

标准齿面直齿锥齿轮的承载传动误差幅值小。
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