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摘要：六自由度并联机构的正运动学方程非线性且强耦合，一般不具有符号式正解，不利于机器人

的实时反馈控制。设计了一种在结构上弱耦合但在运动上可解耦的“7-4”式 Stewart 型并联机构，解析

求解了正运动学方程和杆长协调方程，并开展了奇异性研究。基于“2-1”式运动链综合出六自由度“7-4”
式 Stewart 型并联机构，并基于方位特征集理论，分析了机构的结构耦合特性。基于 13 个相容方程并运

用四面体几何理论，提出了正运动学方程的一种解析求解算法，同时还证明出一般位形下实数解的个数

为 8（它们两两关于同一平面对称）。根据动球铰之间的几何约束关系，构建了杆长协调方程，研究发

现，该方程也具有符号解。推导了机构的 Jacobian 矩阵，并分析了各种奇异类型。剖析了并联机构正运

动学与奇异性之间的内在联系。
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Abstract： The forward kinematics equation of the six-degree-of-freedom parallel mechanisms was 

nonlinear and strongly coupled， and generally did not have a symbolic positive solution， which was not con⁃
ducive to the real-time feedback control of the robots.  Thus， a “7-4” Stewart-type parallel mechanism was 
designed with weak coupling in structures but decoupled in motions.  The forward kinematics equation and 
link length coordination equation were solved analytically， and the singularity research was carried out.  
Firstly， based on the “2-1” kinematic links， a six-degree-of-freedom “7-4” Stewart-type parallel mecha⁃
nism was synthesized， and the structural coupling characteristics of the mechanisms were analyzed based on 
the azimuth feature set theory.  Secondly， based on 13 compatible equations and the theory of tetrahedral 
geometry， an analytical algorithm for solving the forward kinematics equation was proposed.  At the same 
time， it was proved that the number of real solutions under general configuration was 8（they were sym ⁃
metrical about the same plane ）.  Then， according to the geometric constraint relationship between the mov⁃
ing ball hinges， the link length coordination equation was constructed.  It is found that the equation also has 
a symbolic solution.  The Jacobian matrix of the mechanisms was derived， and various singular types were 
analyzed.  Finally， the internal relationship between the forward kinematics and singularity of the parallel 
mechanisms was analyzed.
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0 引言

并联机构的本质功能是输出运动或者抵抗外

负载，具有刚度大、输出精度高、动态特性好等诸

多优点［1］，可应用于光纤对接、航空航天、康复治

疗等高精尖领域［2］。在六自由度并联机构中，
Stewart 型并联机构的应用最为广泛［3］，它是由 1
个动平台、1 个静平台和若干个 SPS（S 为球面副、
P 为移动副）支链组成。与 Stewart 平台机构不同

的是，Stewart型并联机构的支链数可以大于 6，且
动、静平台上的铰链均允许不在一个平面内。

机构正运动学（也称“位置正解问题”）的研究

有助于解决机器人的工作精度、效率等问题［4］。
数值法不能得到正运动学方程的全部解，且过于

依赖初始值的选取［5］，因此，推导位置正解的符号

解（也称“解析解”）具有重要意义。
然而，一般六自由度并联机构的正运动学方

程高度非线性且强耦合，不存在符号式正解［6］。
研究发现，并联机构的耦合度越低，则其正解越简

单［7］；当多条支链共用一个球铰链时，可大幅度降

低机构的耦合度。文献［3］分析了“6-3”式 Stew⁃
art 型并联机构，结果显示，该机构的结构弱耦合，
但运动可解耦。然而，由于该机构涉及三重复合

球铰链，带来了加工难、装配复杂等多个新的问

题。之后，文献［4］设计了“12-6”式 Stewart 型并

联机构，其耦合度为 1，且具有符号式正解。虽然

该机构中不含三重复合球铰链，但是由于支链的

数目过多，工作时容易产生碰撞，这导致机器人的

可达工作空间偏小。
奇异性是并联机构的重要性能之一。由于六

自由度并联机构的输入、输出量较多，故一般难以

辨识出机构的全部奇异位形。该问题的研究方法

主要有 Jacobian 代数法、Grassmann 几何法、几何

代数法等。ZHAO 等［8］运用 Jacobian 代数法研究

了一种运动冗余并联机构的奇异性，并确定了三

类奇异位形。LACOMBE 等［9］运用 Jacobian 代数

法研究了另一种运动冗余并联机构的奇异性，并
计算了无奇异工作空间。MONSARRAT 等［10］基

于 Grassmann 几何法找出了六自由度平台型并联

机构的奇异位形，并绘制了奇异曲面。CHENG
等［11］基于几何代数法的思想，提出了辨识六自由

度并联机构部分奇异位形的一种新方法，并验证

了方法的可行性。

本文以二重复合球铰链所在的闭环运动链为

突破口，通过“三步法”综合出一种运动可解耦的

“7-4”式 Stewart 型并联机构。分析新机构的结构

耦合特性，并解析求解机构的正运动学方程及杆

长协调方程。运用 Jacobian 代数法分析机构的运

动特性，并分析了奇异性能。最后，剖析位置正解

个数与奇异性的关联。

1 机构的型综合及结构耦合特性分析

1.1　构型综合

1）确定“2-1”式运动链的静球铰位置。图 1
为“2-1”式运动链简图（“2”和“1”分别代表支链条

数和动球铰个数），P 为动球铰，O0、O0*为静球铰。
在全局坐标系 OXYZ 中，它们的坐标分别为（xP，
yP，zP）、（x0，y0，z0）、（x0*，y0*，z0*）。O0P、O0*P 的长度

分别为 L0、L0*。

建立杆长约束方程：

( xP - x0) 2 + ( yP - y0) 2
+ ( zP - z0) 2 = L 0

2 （1）

( xP - x0*) 2 + ( yP - y0*) 2
+ ( zP - z0*) 2 = L 0*

2 （2）

式（1）减去式（2），有
L 2

0* - L 2
0 + x2

0 - x2
0* - 2x0 xP + 2x0* xP + y 2

0 -

y 2
0* - 2y0 yP + 2y0* yP + ( )zP - z0

2 - ( )zP - z0*
2 = 0   （3）

我们发现，若静球铰布置在同一坐标轴上，则式

（3）会变得更简单。比如，两个静球铰均布置在 Y
轴上，则式（3）中的待求量仅剩 yP。此时，三元二

次方程将退化为线性方程，具有符号解。
2）构造 3 个“2-1”式运动链。如图 2 所示，设

计由 3 个“2-1”式运动链组成的“6-3”式 Stewart
型并联机构。其中，静球铰 O1*、O1、O3、O3*位于 X
轴线上；O4*、O4 位于 Y 轴线上；动球铰 Q1、Q3、Q4

位于一条直线上。此时，Q1、Q3、Q4的未知坐标分

量数仅剩 6 个，这大大降低了运动学方程的求解

难度。
3）额外添加 1 条冗余支链。在任意位置添加

一条 SPS 支链（Q2位于直线 Q1Q3外即可），如图 3
所示，综合出“7-4”式 Stewart型并联机构。

图 1　“2-1”式运动链

Fig.1　“2-1” kinamatic link
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1.2　结构耦合特性分析

“7-4”式 Stewart 型并联机构在本质上属于

3-HSOC｛-（R（3S-2P）-P（3S-2P）-P（3S-2P））-S-｝-SOC
｛-O2-Q2-｝型（HSOC、SOC 分别表示含回路的

混合单开链和一般单开链）。所以，动平台的方位

特征集（POC 集）等价为 3 个 HSOC 支路末端构

件和 1 个 SOC 支路末端构件方位特征集的交集：

Ṁ P = ∩
i = 1

4
Ṁ i = ∩

i = 1

4 é
ë
êêêê ù

û
úúúút 3

r 3 = é
ë
êêêê ù

û
úúúút 3

r 3 （4）

式中：Ṁ P 为动平台的方位特征集；Ṁ i 为第 i 条支路的方位

特征集；t3和 r3表示三个正交方向上均存在移动和转动。

基于机构拓扑结构的分解原则［12］，可确定

SOC 分解路线。首先，取 SOC1｛-O1*-Q1-O1-｝，
计算其约束度：

Δ 1 = ∑
i = 1

m 1

fi - I1 - ξ1 = 8 - 2 - 6 = 0 （5）

式中：m1 为 SOC1 的运动副数；fi为第 i 个运动副的自由度

（不含局部自由度）；I1 为 SOC1 的驱动副数；ξ1 为第 1 个回

路的独立位移方程数。

根据基本运动链的判定方法［12］，SOC1符合约

束度的“最小划分”原则，且对应于第 1 条基本运

动链，其耦合度为

κ1 = 1
2 | Δ 1 |= 0 （6）

取 SOC2｛-O4*-Q4-O4-｝、SOC3｛-O3*- 
Q3-O3-｝，分别对应于第 2、3 条基本运动链，同理

可得

κ2 = κ3 = 0 （7）

分别将绕 O1*O1和 O4*O4的转动记为 R ( )O 1* - O 1 、

R ( )O 4* - O 4 。取 SOC4｛-R ( )O 1* - O 1 -Q1-Q4-R ( )O 4* - O 4 -｝，
其约束度为

Δ 4 = ∑
i = 1

m 4

fi - I4 - ξ4 = 7 - 0 - 6 = 1 （8）

分别将绕 Q1Q4 和 O3*O3 的转动记为 R ( )Q 1 - Q 4 、

R ( )O 3* - O 3 。取 SOC5｛-R ( )Q 1 - Q 4 -Q3-R ( )O 3* - O 3 -｝，其
约束度为

Δ 5 = ∑
i = 1

m 5

fi - I5 - ξ5 = 5 - 0 - 6 = -1 （9）

第 4 条 BKC（基本运动链）的耦合度为

κ4 = 1
2 ( || Δ 4 + || Δ 5 )= 1 （10）

取 SOC6｛-O2-Q2-｝，约束度以及基本运动

链的耦合度分别为

Δ 6 = ∑
i = 1

m 6

fi - I6 - ξ6 = 6 - 0 - 6 = 0 （11）

κ5 = 0 （12）
由于耦合度是基本运动链的一种拓扑不变

量［13］，故整个机构的耦合度为恒定值，即
κ = max ( κ1，κ2，...，κ5 )= 1 （13）

结果表明，“7-4”式 Stewart 型并联机构在结

构上具有弱耦合特性，因此，每条回路的相关变量

不能单独求解，而需要对多条回路联立求解。

2 正向运动学模型

2.1　符号式位置正解

为便于描述，将 Q4 布置在线段 Q1Q3 的中点。
如图 3 所示，建立动坐标系 Q4UVW，其原点位于

Q4处，U 轴与 Q1Q3重合。三条边 Q1Q3、Q1Q2、Q2Q3

的长度分别为 2N1、N2、N3，支链的实际长度记为

Li、Li*（i=1、3、4）、L2。
全局坐标系下，静球铰的坐标为

(O 1，O 1*，O 2，O 3，O 3*，O 4，O 4* )=
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úM 1 M 1* x′ -M 3 -M 3* 0 0
0 0 y′ 0 0 -M 4 -M 4*

0 0 z′ 0 0 0 0
    （14）

式中：M1、M1*、M3、M3*、M4、M4*分别表示静球铰 O1、O1*、

O3、O3*、O4、O4*至全局坐标系原点的距离，x′、y′、z′分别表

示静球铰 O2在全局坐标系中三个方向的坐标分量。

将动球铰的全局坐标设为待定量：

(Q 1，Q 2，Q 3，Q 4)=
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úx1 x2 x3 x
y1 y2 y3 y

z1 z2 z3 z
（15）

动球铰坐标之间满足如下关系：
Q 1 + Q 3 = 2Q 4 （16）

|Q 1Q 4 |= |Q 3Q 4 |= N 1 （17）
|Q 2Q 1 |= N 2 （18）

图 2　“6-3”式 Stewart型并联机构

Fig.2　“6-3” Stewart-type parallel mechanism

图 3　“7-4”式 Stewart型并联机构

Fig.3　“7-4” Stewart-type parallel mechanism
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|Q 2Q 3 |= N 3 （19）

根据式（14）~式（19），可得

ü
ý

þ

ïïïï

ïïïï

x3 = 2x - x1

y3 = 2y - y1

z3 = 2z - z1

（20）

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï

x2 + ( )y + M 4
2
+ z2 = L 2

4

x2 + ( )y + M 4*
2
+ z2 = L 2

4*

（21）

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï

( )x1 - M 1
2 + y 2

1 + z2
1 = L 2

1

( )x1 - M 1*
2 + y 2

1 + z2
1 = L 2

1*

（22）

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï

( )x3 + M 3
2 + y 2

3 + z2
3 = L 2

3

( )x3 + M 3
2 + y 2

3 + z2
3 = L 2

3*

（23）

( x1 - x) 2 + ( y1 - y) 2
+ ( z1 - z) 2 = N 2

1 （24）

( x2 - x′) 2 + ( y2 - y′) 2
+ ( z2 - z′) 2 = L 2

2 （25）

( x2 - x1) 2 + ( y2 - y1) 2
+ ( z2 - z1) 2 = N 2

2 （26）

( x2 - x3) 2 + ( y2 - y3) 2
+ ( z2 - z3) 2 = N 2

3 （27）

结合式（20）~式（24），可解析求解出 4 个未

知量：
ü

ý

þ

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

x1 = -L 2
1 + L 2

1* + M 2
1 - M 2

1*

2 ( )M 1 - M 1*

x = L 2
3 - L 2

3* - M 2
3 + M 2

3* + 2M 3 x1 - 2M 3* x1

4 ( )M 3 - M 3*

y = L 2
4 - L 2

4* - M 2
4 + M 2

4*

2 ( )M 4 - M 4*

z = ± μ1

2 + μ2

2 - N 2
1 + x2 - 2xx1 + x2

1 - y2

     （28）

μ1=L 2
1-（x1-M1）2    μ2=L 2

3-（2x-x1+M3）2

将 x1 代入式（22）、式（23），可得 y1、z1 的符

号解：
ü
ý
þ

y1 = μ3 ( μ1 y - μ2 y + 4y 3 + 4yz2 ∓ zμ5 )
z1 = μ4 ( μ1 z2 - μ2 z2 + 4y2 z2 + 4z4 ± yzμ5 )

（29）

μ3 =[ 4 ( y2 + z2 ) ]-1  μ4 = z-1 μ3  μ = μ-1
3

μ5 = 2μ1( )μ2 + μ - μ1
2 - ( )μ2 - μ

2

O2、Q2、Q3、Q1构成四面体结构，见图 4。

图 4　四面体Q2O2Q3Q1

Fig.4　Tetrahedron Q2O2Q3Q1

联 立 式（25）~ 式（29），可 解 析 求 得 Q2 点

坐标：

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

x2 = f ( ρ )( )Li，Li*

y2 = f ( ρ )( )Li，Li*

z2 = f ( ρ )( )Li，Li*

（30）

式中：f ( ρ ) 为关于 7 个杆长的函数，限于篇幅，不列出具体

表达式；角标 ρ 表示多解，取 1、2。
完整的推导流程如图 5 所示。

一般情况下，“7-4”式 Stewart 型并联机构具

有 8 组位置正解，见表 1。

值得一提的是，（1）Q4和
（2）Q4分别位于 OXY 平

面的两侧且关于该平面对称。

2.2　数值算例

任意选取结构参数及输入参数（见表 2）。根

据式（28）~式（30），计算各球铰的坐标。理论计

算结果和虚拟试验结果如图 6 所示，两者吻合较

好，这验证了正向运动学模型的正确性。另外，对
应的机构位形简图如表 3 所示。观察发现，8 组解

中，两两关于 OXY 平面对称，这与第 2 节的结论

也完全吻合。

3 杆长协调方程

“7-4”式 Stewart 型并联机构属于冗余驱动机

图 5　正解流程

Fig.5　Process of forward position solution

表 1　正运动学方程的多解性

Tab.1　Multiple solutions of forward kinematics

组别

1

2

3

4

5

6

7

8

Q4

（1）Q4

（2）Q4

Q1

（1）Q1（1）

（1）Q1（2）

（2）Q1（1）

（2）Q1（2）

Q2

（1）Q2（1）

（1）Q2（2）

（1）Q2（3）

（1）Q2（4）

（2）Q2（1）

（2）Q2（2）

（2）Q2（3）

（2）Q2（4）

 注：表中，左上角标表示 Q4的多解；右下角标表示 Q1、Q2的多解。

·· 1954



一种运动可解耦的 Stewart型并联机构的正运动学及奇异性——黄宁宁  尤晶晶  叶鹏达  等

构，其 7 个输入杆长之间存在 1 个协调方程。式

（28）、式（29）显示，Q1、Q3、Q4的坐标式中不含 L2，

这说明 O2Q2长度与其他 6 个输入杆长之间不存在

协调关系，因此，L1、L1*、L3、L3*、L4、L4*之间就必然

存在 1 个协调方程。

联立式（20）~式（29）可得

[ 2a6 a7 ( a1 - L 2
1 + L 2

1* )+ a9 ( a5 + L 2
4 - L 2

4* )-
a10 ( a3 + L 2

3 - L 2
3* )+ a2 a2 a6 ( L 2

1 + L 2
3 -

2L 2
4* + a8 ) ] / ( 2a2 a2 a6 )= 0 （31）

a1 = M 2
1 - M 2

1*  a2 = 2( M 1 - M 1* )

a3 = -M 2
3 + M 2

3*  a4 = 4 ( M 3 - M 3* )
a5 = -M 2

4 + M 2
4*  a6 = 2( M 4 - M 4* )

a7 = a4 ( M 1 + M 3 )+ 4M 3 ( M 3* - M 3 )
a8 = -M 2

1 - M 2
3 + 2M 2

4* - 2N 2
1        

a9 = 4a2 a4 M 4*a10 = 4a2 a6 M 3 
不失一般性，将 L1 视为未知量，则式（31）是

关于 L1的一元二次方程，存在唯一可行的符号解

（负根无意义，应剔除）：
L 1 = ( [ a10 ( a3 + L 2

3 - L 2
3* )- a9 ( a5 + L 2

4 - L 2
4* )+

a2 a4 a6 ( 2L 2
4* - L 2

3 - a8 )- 2a6 a7 ( a1 + L 2
1* ) ] /

{ a6 [ a2 a4 - 2a4 ( M 1 + M 3 )+ 8M 3 ( M 3 - M 3* ) ] } )1/2

（32）
也就是说，该冗余并联机构的协调方程也具

有符号解。为验证其正确性，将表 2 中静球铰的

坐标代入式（32）：

L 1 = 5600 + L 2
1* - 3L 2

3 + 2L 2
3* + 7L 2

4 - 5L 2
4*

2      （33）

任意选取 3 组 L1*、L3、L3*、L4、L4*的数据，根据

式（33）计算对应的 L1。理论计算与试验测量结

果完全一致（表 4）。

4 奇异性研究

奇异性是机构的固有属性。在奇异位形下，
机构的自由度（包括数目、类型）会发生改变。较

为常见的奇异有模型奇异、位形奇异、结构奇异。

其中，结构奇异只有在动、静平台形状完全相似且

对应边呈同方向布置时才会产生。由于“7-4”式
Stewart 型并联机构的动、静平台形状不相似，故
此机构不存在结构奇异。另外，Stewart 型并联机

构还可能会存在三类特殊奇异位形，包括 Hunt奇

表 3　机构位形简图

Tab.3　Schematic diagram of mechanism configuration

第 1、5 组解对称

第 3、7 组解对称

第 2、6 组解对称

第 4、8 组解对称

图 6 理论计算和虚拟试验结果

Fig.6 Theoretical calculation and virtual test results

表 2　结构参数及输入参数

Tab.2　Mechanism parameters and input parameters
mm

参数

M1

M1*

x′

y′

z′

M3

M3*

数值

20.000
40.000
0.000

30.000
0.000

40.000
60.000

参数

M4

M4*

L1

L1*

L2

L3

L3*

数值

50.000
70.000
38.356
35.323
35.868
43.111
56.878

参数

L4

L4*

N1

N2

N3

数值

67.823
86.023
30.000
42.426
42.426

表 4　理论计算与试验测量数据

Tab.4　Theoretical calculation and experimental measurement data

1

2

3

任意选取的数据/mm

L1*

35.322 97

40.176 93

46.904 13

L3

43.1105 4

59.772 10

103.453 64

L3*

56.877 73

72.626 50

114.832 72

L4

67.823 30

75.952 01

100.749 83

L4*

86.023 25

94.417 73

117.764 71

理论计算/mm

L1

38.353 63

34.857 32

43.452 25

试验测量/mm

38.353 63

34.857 32

43.452 25
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异、Fichter奇异和共线驱动奇异。
4.1　Jacobian矩阵

为便于描述，将动平台设置成腰长 2 n 的等

腰直角三角形（见图 3）。动球铰坐标可表示为

Q i = RQ ′i + Q 4 （34）

R=
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úúú

ú

ú

úcβ cγ cγ sα sβ - sγ cα cα sβ cγ + sα sγ

sγ cβ sα sβ sγ + cα cγ sβ sγ cα - cγ sα

-sβ cβ sα cα cβ
    （35）

式中：Qi′为动球铰在动坐标系中的坐标；R为动坐标系相

对于全局坐标系的旋转矩阵；c 表示 cos；s 表示 sin；α、β、γ

为欧拉角。

进一步地，列出机构的运动学方程：
ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

L 2
i = ( )O iQ i

T ( )O iQ i

L 2
i* = ( )O i*Q i

T ( )O i*Q i

L 2
2 = ( )O 2Q 2

T ( )O 2Q 2

（36）

式（36）各式等号两端同时对时间求一阶导

数，整理后可得

J ′L̇= JẊ （37）
L̇= ( L̇ 1，L̇ 1*，L̇ 2，L̇ 3，L̇ 3*，L̇ 4，L̇ 4* )T （38）

Ẋ= ( ẋ，ẏ，ż，ωx，ωy，ωz )T （39）
J ′= diag ( L 1，L 1*，L 2，L 3，L 3*，L 4，L 4* ) （40）

J=
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ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

úa1 a1* a2 a3 a3* a4 a4

b1 b1 b2 b3 b3 b4 b4*

d1 d1 d2 d3 d3 d4 d4

0 0 A 2 0 0 0 0
B 1 B 1* B 2 B 3 B 3* 0 0
D 1 D 1* D 2 D 3 D 3* 0 0

T

（41）

式中：J′、J分别为输入、输出 Jacobian 矩阵；L̇、Ẋ分别为驱

动 杆 的 输 入 速 度 矢 量 、动 平 台 的 输 出 速 度 矢 量 ；

L̇ 1、L̇ 1*、L̇ 2、L̇ 3、L̇ 3*、L̇ 4、L̇ 4* 分 别 为 对 应 驱 动 杆 的 速 度 ；

ẋ、ẏ、ż、ωx、ωy、ωz 分别为动平台的速度及角速度。

J中部分元素的表达式列于表 5 中。
4.2　模型奇异

观察式（41）后发现，当 β=90°时，Jacobian 矩

阵变成：
J1=2［J11 J12 J13 J14 J15 J16］ （42）

J11 =
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M 4* + y

J13 =
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  J14 =
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n ( ( M 1* - x ) cγ - ysγ )

n ( z′- z ) sα
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n ( ( M 3* + x ) cγ + ysγ )
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  J16 =
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λ = n { sα [ ( y - y′) cγ +( x′- x ) sγ ]+
cα [ ( x′- x ) cγ +( y′- y ) sγ ) }

  此时，Jacobian 矩阵的秩为 5，这说明机构出

现了奇异。改变欧拉角的转动次序（如“3-1-3”
式），重新推导 Jacobian 矩阵。结果显示，同一位

形下，Jacobian 矩阵满秩。这表明，上述奇异为模

型奇异［14］，是由不合适的数学表达导致的。
4.3　位形奇异

4.3.1　姿态奇异

当动平台位于初始位置时，并联机构的姿态

表 5　JJ中部分元素的解析式

Tab.5　Some elements in JJ

aj

b1

d1

a2

b2

d2

ae

b3

d3

a4

bh

d4

Bj

Dj

Be

De

A2

B2

D2

2x + 2ncβ cγ - 2M j

2y + 2ncβ sγ

2z - 2nsβ

2( x - x′+ ncγ sα sβ - ncα sγ )

2( y - y′+ ncα cγ + nsα sβ sγ )

2( z - z′+ ncβ sα )

2( M e + x - ncβ cγ )

2( y - ncβ sγ )

2( z + nsβ )

2x

2( M h + y )

2z

-2n { zcβ + sβ [ ( x - M j ) cγ + ysγ ] }

2ncβ [ ycγ +( M j - x ) sγ ]

2n { zcβ + sβ [ ( M e + x ) cγ + ysγ ] }

2ncβ [-ycγ +( M e + x ) sγ ]

-2n { sα [ ( y - y′) cγ +( x′- x ) sγ ]+
cα { ( z′- z ) cβ + sβ [ ( x′- x ) cγ +( y′- y ) sγ ] } }

2nsα { ( z′- z ) sβ + cβ [ ( x - x′) cγ +( y - y′) sγ ] }

2n { sα sβ [ ( y - y′) cγ +( x′- x ) sγ ]+
cα [ ( x′- x ) cγ +( y′- y ) sγ ] }

 注：表中，j=1、1*；e=3、3*；h=4、4*。
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奇异曲面方程为

   t 4
2 ( 1 - t 2

3 ) ( t3 1 - t 2
1 + t1 t2 - t1 1 - t 2

2 1 - t 2
3 )2 = 0

（43）
t1=cos α  t2=cos β  t3=cos γ

特殊地，当 t2=0（即 β=90°）时，机构位于模

型奇异位形；当 1-t2=0（即 γ=0°或 180°）时，机构

位于 Hunt奇异位形。

当式（43）的等号左边第三项等于 0 时，绘制

机构的奇异曲面图，如图 7 所示。观察图 7 可知，

姿态奇异曲面是一个旋转对称图形，且其两端存

在 凹 槽 。 在 曲 面 上 任 取 一 点 ，其 姿 态 为 α =
144.0675°、β=30°、γ=45°，对应的机构位形如图 8
所示。

4.3.2　位置奇异

当动平台位于初始姿态时，并联机构的位置

奇异曲面方程为

z6 = 0 （44）
可见，只有当 z=0 时，机构才会发生奇异，如

图 9 所示。

4.4　其他几类著名奇异

4.4.1　Hunt奇异

当全部驱动支链的线矢相交于一条直线时，
机构发生 Hunt 奇异［15］。研究发现，“7-4”式 Stew⁃
art型并联机构可能存在 3 种 Hunt奇异。

第 1 种 Hunt 奇异：动、静平台共面（图 10）。
特殊地，当 z=α=β=0 时，Jacobian 矩阵 J2如下：

J2=2［J21 J22 J23 J24 J25 J26］ （45）

J21 =
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ún ( ycγ +( M 1 - x ) sγ )
n ( ycγ +( M 1* - x ) sγ )
n ( ( 30 - y ) sγ - xcγ )
n ( ( M 3 + x ) sγ - ycγ )
n ( ( M 3* + x ) sγ - ycγ )

0
0

此时，Jacobian 矩阵的秩为 3，说明机构存在 3
个自由度未被约束。结合式（37）可知，该奇异下，
ż、ωx、ωy的系数为零。这说明，即使锁合全部的驱

动副，机构仍具有沿 Z 轴的移动自由度和绕 X 轴、
Y 轴的转动自由度。

图 7　姿态奇异曲面

Fig.7　Orientation singular surface

图 8　姿态奇异位形

Fig.8　Orientation singular configuration

图 9　位置奇异位形

Fig.9　Position singular configuration
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第 2 种 Hunt 奇异：当 O1Q1、O1*Q1、O3*Q3、O3Q3

共面，O2Q2、O4*Q4、O4Q4 共面，且所有支链与 OQ4

都不平行时，机构发生 Hunt 奇异（图 11），此时，

OQ4为瞬时旋转轴。

特殊地，当 x=y= γ =0 时，Jacobian 矩阵 J3

如下：
J3=2［J31 J32 J33 J34 J35 J36］ （46）
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此时，Jacobian 矩阵的秩为 5。可见机构存在

一个自由度未被约束，即沿 OQ4轴的转动。
第 3 种 Hunt 奇异：若直线 O2Q2 与 Q1Q3 有交

点，则所有驱动杆所在直线存在公共交线，此时，
即使锁合全部驱动副，仍存在 Q1Q3为旋转轴的瞬

时转动，见图 12。

图 12　第 3种 Hunt奇异位形

Fig.12　The third Hunt’s singularity

4.4.2　Fichter奇异

当动、静平台平行时，将动平台绕 Z 轴转动

±90°，若 Jacobian 矩阵失秩，则机构处于 Fichter
奇异［16］位形。对于“7-4”式 Stewart 型并联机构，
当 α=β=0、γ=90°或-90°时，Jacobian 矩阵 J4为

J4 = 2
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x M 4 + y z 0 0 0
x M 4* + y z 0 0 0

（47）
式中：当 γ=90°时，δ=n；当 γ=-90°时，δ=-n。

只有当机构的结构参数满足 M1=M1*、M3=
M3*、M4=M4*的特殊几何关系时，Jacobian 矩阵才

会失秩。但是，由于“7-4”式 Stewart 型并联机构

的 7 个静球铰互不重合，故上述关系不成立，即本

机构不存在 Fichter奇异。
4.4.3　共线驱动奇异

在动平台上任意选取 Q 点为参考点，根据速

度基点法可得
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式中：VQ、ω为 Q 点的线速度和动平台的角速度；hi、hi*、h2

为支链的单位向量。

将式（48）整理成矩阵形式：
L̇= J5 Ẋ ′ （49）

J5 = é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

h k

QQ 1 × h k

2

（50）

式中：Ẋ ′为机构动平台的速度矢量，Ẋ ′= (VQ，ω) T
；J5为运

用速度基点法得到的 Jacobian 矩阵；k 依次为 1，1*，2，3，
3*，4，4*。

图 10　第 1种 Hunt奇异位形

Fig.10　The first Hunt’s singularity

图 11　第 2种 Hunt奇异位形

Fig.11　The second Hunt’s singularity
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运用矩阵理论可知，只要本机构中存在 3 条

共线的支链，J5 就会失秩，对应于“共线驱动奇

异”。“7-4”式 Stewart 型并联机构存在多种共线驱

动奇异位形，如 O1Q1和 O1*Q1共线且 O3Q3和 O3*Q3

共线（图 13a），O4Q4、O4*Q4、O2Q2 共线（图 13b）。
分析图 13b 可知，7 条驱动杆所在直线的公共交线

为 Q1Q3，基于 4.4.1 节的结论，这同时也属于第 3
种 Hunt奇异。也就是说，同一个特殊位形可能同

时属于多种奇异类型。

5 位置正解个数与奇异性的关联

基于 2.1 节的研究可知，机构的 8 组位置正解

对应的构型中，两两关于 OXY 平面对称，因此，本
节仅研究动平台位于 OXY 平面上方时，位置正解

个数与奇异性之间的关联。
观察式（29）可知，当 μ5为 0 时，Q1点坐标存在

唯一解。此时

2μ1 ( μ2 + μ )- μ1
2 -( μ2 - μ )2 = 0 （51）

结合静球铰的布置情况可知，点 Q1、Q3 的运

动轨迹均为垂直于 X 轴且平行于 OYZ 平面的圆

（图 14）。当机构的结构参数满足式（51）时，两个

圆心的距离与杆 Q1Q3 的长度相等。当驱动杆

O1Q1、O1*Q1、O3Q3、O3*Q3、O4Q4、O4*Q4 之间不存在

平行关系时，这 6 个驱动杆所在的线矢存在一条

除直线 Q1Q3之外的公共交线，即 Q4H2。
由于 O2点可以任意布置，当杆 O2Q2位于平面

H2Q4Q2上且与 Q4H2不平行时，7 条驱动杆所在的

线矢相交于 Q4H2。根据 4.4.1 节的结论，此时机

构处于第 2 种 Hunt奇异位形。
根据文献［3］中的四面体原理，当 Q2 点坐标

存在唯一解时，点 Q1、Q2、Q3、Q2 位于同一平面内

（图 15），且直线 Q2Q2 与 Q1Q3 存在交点 Q3。基于

4.4.1 节的结论，此时并联机构处于第 3 种 Hunt 奇
异位形。

综上可得“7-4”式 Stewart 型并联机构的位置

正解个数与奇异性之间的对应关系，见表 6。观

察表 6 可知，只要 Q2 的位置正解为重根（Q1、Q2、

Q3、O2共面），机构就一定处于 Hunt奇异位形。

6 结论

1）基于“2-1”式闭环运动链综合出一种运动

可 解 耦 的“7-4”式 Stewart 型 并 联 机 构 。 运 用

POC 集理论，分析出该机构在结构上表现为弱耦

合的拓扑特性，有利于位置正解的求解。

2）通过构建 13 个相容方程，推导了关于动球

铰坐标分量的 10 个二次多项式，并解析求解出 8
组位置正解，它们两两关于 OXY 平面对称。

3）该冗余驱动并联机构的协调关系可表达为

一元二次方程，具有符号解，这为机器人的实时协

调控制提供了理论条件。

4）运用 Jacobian 代数法辨识出了该并联机构

的模型奇异、位形奇异、3 种 Hunt 奇异、共线驱动

奇异。另外，研究发现，该机构不存在结构奇异和

Fichter奇异。

5）当动球铰 Q2 的坐标解个数为 1 时，并联机

构最多存在 2 组位置正解，且一定对应于 Hunt 奇
异位形。

图 14　点Q1、Q3的运动轨迹

Fig.14　Points Q1、Q3 trajectory of motion

图 13　共线驱动奇异位形

Fig.13　Colinearly actuation singularity 图 15　Q2点存在唯一解

Fig.15　Unique solution at point Q2
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表 6　位置正解个数与奇异性的对应关系

Tab.6　Relationship between the number of forward position solutions and singularity

四组位置正解

构型

奇异

两组位置正解

构型

奇异

无奇异位形

若 O2点位于面 H2Q4Q2上，则为 Hunt奇异，
Q4H2为瞬时旋转轴

Hunt奇异，Q1Q3为瞬时旋转轴

一组位置正解

Hunt奇异，Q1Q3为瞬时旋转轴

 注：表中用浅色阴影表示点的共面情况。
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