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记忆诱导下肿瘤细胞发展的动力学演化
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摘　要： 研究具有非马尔可夫性的肿瘤细胞生长模型，通过定义记忆尺度，刻画肿瘤细胞演化进程的非马氏

依赖性。首先，证明了肿瘤细胞演化进程中有效转移速率的存在性，进而论证带记忆网络与马氏网络的等价

性。此等价性依赖于记忆尺度的可控性，诱导肿瘤细胞生长进程的涨落，规范了不同进程下肿瘤细胞生长的

噪声理论表达。数值模拟结果表明，细胞突变中的记忆尺度放大肿瘤细胞表达的噪声水平；反之，吞噬过程

中的记忆尺度压制肿瘤进程的噪声，即肿瘤细胞的演化受记忆水平的双重影响。
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Dynamic evolution of memory-induced tumor cell development
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Abstract：In the report， the tumor cell growth model with non-Markovian characteristics was studied， and the
memory  scales  were  defined  to  characterize  the  non-Markovian  dependence  of  tumor  cell  evolution.  Firstly，
the  existence  of  an  effective  metastasis  rate  in  the  evolutionary  process  of  tumor  cells  was  demonstrated；
secondly，  the  equivalence  between  memory  networks  and  Markov  networks  was  demonstrated.  The
equivalence  depended  on  the  controllability  of  memory  scale，  which  induced  the  fluctuations  of  the  growth
process of tumor cells and normalized the theoretical expression of the noise in the tumor cell  growth during
the different processes. The numerical simulation results indicated that the memory scale in the cell mutations
amplifies the noise level expressed by tumor cells； on the contrary， the memory scale during the phagocytosis
process  suppresses  the  noise  of  tumor  progression，  which  suggested  that  the  evolution  of  tumor  cells  is
influenced by the dual effects of the memory levels.
Keywords：tumor cell growth model；molecular memory；noise；non-Markov processes；network equivalence
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0    引　言

肿瘤细胞的发育是复杂的、多尺度动态演化过程，实时模拟和控制细胞发育过程，是刻画肿瘤产生

机制的核心手段。由于效应细胞的存在，肿瘤细胞发育过程可以通过细胞生长模型模拟[1−2]。现有研究发

现噪声强度对肿瘤细胞生长至关重要。Fiasconaro等[3] 提供了在存在自发外部噪声的情况下负责优化周

期性肿瘤治疗的机制的定量分析，额外的扰动（对周期性治疗建模）不足以克服屏障高度并导致癌症消退

时，少量噪声的存在可以积极地增强治疗，将系统驱动到肿瘤消退的状态。Zhong等[4−5] 研究了抗肿瘤系

统中出现的纯乘性噪声诱导的随机共振，将肿瘤细胞依据免疫能力分为 3种状态：激发态、亚激发态和非

激发态，并发现乘性噪声对非激发的肿瘤有积极的影响，而对激发的肿瘤有负面的影响。Ochab-
marcineK等[6] 通过分析跨越波动势垒的远离平衡逃逸问题，确定了在癌细胞浓度二分波动的情况下，癌

细胞群最有效衰变动力学的条件。 Chen等[7] 从噪声强度和相关时间 2个方面探讨了噪声对肿瘤表型多

样性的调节作用，发现肿瘤细胞将利用外界噪声在功能失调的环境中生存。噪声不仅对肿瘤细胞的动力

学演化起到调控作用，近期研究表明，表达噪声对细胞命运抉择也有双向性的调控作用。Jiao等[8] 通过研

究跳跃参数和交叉参数发现噪声对细胞命运的影响，进一步测试了在 HIV基因整合位点的转录动力学，

噪声增强对 HIV转录增强的双向性调控作用。李孟阳等[9] 研究了在稳态平衡点附近高斯白噪声对细胞

密度均值与二阶矩的影响，发现在第一个稳态点处微环境噪声有利于肿瘤的生存和生长，二阶矩曲线则

说明在第二个稳态点附近肿瘤细胞密度持续波动很大，但受微环境噪声影响较小，未成熟的淋巴细胞与

肿瘤细胞都非线性地敏感依赖于免疫系统的杀死率参数。不同于以往的研究，笔者研究了具有记忆性的

肿瘤细胞生长模型，首先证明了肿瘤细胞演化进程中有效转移速率的存在性，进而论证带记忆网络与马

氏网络的等价性，然后确定了在突变过程中，记忆尺度会增大肿瘤细胞以及死亡肿瘤细胞的噪声水平；吞

噬过程中，记忆尺度会降低肿瘤细胞以及死亡肿瘤细胞的噪声水平；降解过程中，记忆尺度会降低死亡肿

瘤细胞的噪声水平。同时记忆尺度也会影响不同过程中的细胞均值，最后通过 Matlab软件进行数值模

拟，模拟结果与分析结果一致。 

1    模型建立

肿瘤细胞的生长过程主要包括正常细胞突变为肿瘤细胞、效应细胞吞噬肿瘤细胞、聚合死亡肿瘤细

胞被降解，可用以下反应系统来表述

N
w̃1−→ X，2X+E0

w̃2−→ E0+Y，Y
w̃3−→ ∅ （1）

X Y N E0 w̃1 w̃2

w̃3

模型中 、 分别表示肿瘤细胞与死亡的肿瘤细胞， 、  分别表示正常细胞和效应细胞， 、  、

分别表示每个反应过程的反应速率。方程（1）对应的速率方程为
dx
dτ
= nw̃1−2w̃2 x2e0

dy
dτ
= w̃2 x2e0− w̃3y

（2）

n x y e0 N X Y E0 k = w̃1

ve0

1+ e2
0

= w̃2 d = w̃3 t = τ其中， 、 、 、 分别表示 、 、 、 的浓度。假设 ， ， 且 ，则方程（2）可转化为

肿瘤生长模型的标准方程 
dx
dt
= nk− 2ve2

0 x2

1+ e2
0

dy
dt
=

ve2
0 x2

1+ e2
0

−dy
（3）

W1 (t; z) W2 (t; z)

W3 (t; z)

令 表示正常细胞突变为肿瘤细胞的等待时间分布， 表示肿瘤细胞与效应细胞结合生成

死亡的肿瘤细胞的等待时间分布， 表示死亡肿瘤细胞被降解的等待时间分布，则反应方程（1）可描

述为

92 海  南  大  学  学  报  （  自  然  科  学  版  中  英  文） 2025 年



N
W1(t;z)−−−−→ X，2X+E0

W2(t;z)−−−−→ E0+Y，Y
W3(t;z)−−−−→ ∅ （4）

z = (x,y)T其中， 表示系统的微观状态。

Wi (t; z) = ãi (z)exp {−ãi (z) t} i = 1,2,3

ã1 (z) = nw̃1 ã2 (z) = x2e0w̃2 ã3 (z) = yw̃3 k = w̃1

ve0

1+ e2
0

= w̃2 d = w̃3

由于反应速率恒定，所以可引用指数分布描述等待时间分布 ， ，

其中 、 、 是系统 （ 4）中 3个反应对应的反应倾向函数。令 ，

， ，系统（1）可进一步表述为

N
ϕ1(t;z)−−−→ X，2X+E0

ϕ2(t;z)−−−→ E0+Y，Y
ϕ3(t;z)−−−→ ∅ （5）

ϕi (t; z) = ai (z)exp {−ai (z) t} i = 1,2,3 a1 (z) = nk a2 (z) =
ve2

0 x2

1+ e2
0

a3 (z) = dy其中， ， 、 、 、 。
 

2    非马氏情况下的化学主方程

L N n= (n1,n2, · · · ,nN)

φi (n; t)dt [t, t+dt] i Mi (t; n) i

引理 1[10]　对于含有 个反应， 个不同粒子的系统，若 表示粒子的状态向量，

表示在时间间隔 内第 个反应发生的概率， 表示第 个反应的记忆函数，则

M̃i (s; n) =
sφ̃i (s; n)

1−
L∑

i=1

φ̃ j (s; n)

，1 ⩽ i ⩽ L

Mi (s; z) i = 1,2,3

t P (z; t)

定理 1　在非马氏情况下系统（4）具有非指数的等待时间分布，记为记忆函数 ， ，系统

处于时刻 概率函数为 ，则在 Erlang分布建模下系统（4）的化学主方程为

sP̃ (z; s) =P̃ (z;0)+
(
E−1

1 − I
) [

M̃1 (s; z) P̃ (z; s)
]
+

(
E2

1 E−1
2 − I

) [
M̃2 (s; z) P̃ (z; s)

]
+

(E2− I)
[
M̃3 (s; z) P̃ (z; s)

]
（6）

证明　利用 Erlang分布对多步骤过程进行建模[11]，设

ϕi (t; z) =
[ai (z)]µi

Γ (µi)
tµi−1 exp {−ai (z) t} , i = 1,2,3

Γ (·) µi其中， 为 Gamma分布， 为记忆尺度且只取正整数。

µi = 1 ϕi (t; z) = ai (z)exp {−ai (z) t} i = 1,2,3若 ，则 ， ，系统（5）的化学主方程可表示为

∂

∂t
P (z; t) =

(
E−1

1 − I
)
[a1 (z) P (z; t)]+

(
E2

1 E−1
2 − I

)
[a2 (z) P (z; t)]+ (E2− I) [a3 (z) P (z; t)] （7）

E E−1 E I其中， 为步长算子， 为 的反算子， 为单位算子。

考虑到记忆尺度所诱导的非线性的影响，对（7）进行拉普拉斯变换可得

sP̃(z; s) = P̃(z;0)+ (E−1
1 − I)

[
ã1 (z) P̃(z; s)

]
+ (E2

1 E−1
2 − I)

[
ã2 (z) P̃(z; s)

]
+ (E2− I)

[
ã3 (z) P̃(z; s)

]
（8）

P̃ (z; s) P (z; t)其中， 是 的拉普拉斯变换。

µi > 1 ϕi (t; z) =
[ai (z)]µi

Γ (µi)
tµi−1 exp {−ai (z) t} i = 1,2,3若 ， ， 。由引理 1可知

M̃i (s; z) =
sς̃i (s; z)

1−
3∑

j=1

ς̃i

, i = 1,2,3

ςi (t; z) i [t, t+dt] ςi (t; z) =

ϕi (t; z)
∏

j,i

[
1−

w t

0
ϕ j (t′; z)dt′

]其中 ， 表示发生的第 个反应和时间间隔 中的反应等待时间的联合分布 ，即

。

为了清楚起见，考虑以下等待时间分布的特殊情况
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ϕ2 (t; z) =
[a2 (z)]µ2

Γ (µ2)
tµ2−1 exp {−a2 (z) t}，ϕi = ai (z)exp {−ai (z) t} ,　i = 1,3

µ2 a1 (z) = nk a2 (z) =
ve2

0 x2

1+ e2
0

a3 (z) = dy ςi (t; z)其中， 为第二个反应的记忆尺度， ， ，  。根据 的定义可知

ς2 (t; z) =
[a2 (z)]µ2 tµ2−1

Γ (µ2)
exp

−t
3∑

j=1

a j (z)

，ςi (t; z) = ai (z)exp

−t
3∑

j=1

a j (z)

× µ2−1∑
j=0

[a2 (z) t] j

j!
,　i = 1,3

对 2个方程作拉普拉斯变换为

ς̃2 (s; z) =
[a2 (z)]µ2s+

3∑
i=1

ai (z)

µ2
，ς̃i (s; z) = ai (z)

µ2−1∑
j=0

[a2 (z)] js+
3∑

i=1

ai (z)

 j+1 , i = 1,3

根据连续时间随机行走理论[12−13]，可以得到拉普拉斯变换下的化学主方程

sP̃ (z; s) =P̃ (z;0)+
(
E−1

1 − I
) [

M̃1 (s; z) P̃ (z; s)
]
+

(
E2

1 E−1
2 − I

) [
M̃2 (s; z) P̃ (z; s)

]
+

(E2− I)
[
M̃3 (s; z) P̃ (z; s)

]
（9）

M̃i (s; z) i Mi (s; z)其中， 为第 个反应的记忆函数 的拉普拉斯变换形式。

证毕。

由于 2个函数的卷积的拉普拉斯变换等于 2个函数的拉普拉斯变换的卷积，所以在相同的时间范围

内，式（9）可以表示为

∂

∂t
P (z; t) =

w t

0

{(
E−1

1 − I
)
[M1 (s; z) P (z; s)]+

(
E2

1 E−1
2 − I

)
[M2 (s; z) P (z; s)]

}
dt′+w t

0
(E2− I) [M3 (s; z) P (z; s)]dt′ （10）

 

Ki (z)3    存在性

M̃i (s; z) =
sς̃i (s; z)

1−
3∑

j=1

ς̃i

i

lim
s→0

M̃i (s; z)

定理 2　对于系统（4），当 表示第 个反应的记忆函数的拉普拉斯变换时，极限

存在。

ςi (t; z) = ϕi (t; z)
∏

j,i

[
1−

w t

0
ϕ j (t′; z)dt′

] ∏
j,i

[
1−

w t

0
ϕ j (t′; z)dt′

]
证明　由于 ，其中 可表示 3个反应中其余 2个

反应同时不发生的概率。

因此

3∑
i=1

ςi (t; z) =
3∑

i=1

ϕi (t; z)
∏

j,i

[
1−

w t

0
ϕ j (t′; z)dt′

]
=

3∑
i=1

ϕi (t; z)
∏

j,i

w ∞

t
ϕ j (t′; z)dt′ = − ∂

∂t

3∏
j=1

w ∞

t
ϕ j (t′; z)dt′

进一步可得

1−
3∑

i=1

w ∞

0
exp {−st}ςi (t; z)dt =1+

w ∞

0
exp {−st}

 ∂∂t
3∏

j=1

w ∞

0
ϕi (t′; z)dt′

dt =

1+ exp {−st}
 3∏

j=1

w ∞

t
ϕ j (t′; z)dt′

 |∞t=0+
w ∞

0
sexp {−st}

 3∏
j=1

w ∞

t
ϕ j (t′; z)dt′

dt =

w ∞

0
sexp {−st}

 3∏
j=1

w ∞

t
ϕ j (t′; z)dt′

dt

由上述 2个结果代入可得
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lim
s→0

M̃i (s; z) = lim
s→0

sς̃i (s; z)

1−
3∑

j=1

ς̃i (s; z)

= lim
s→0

w ∞

0
sexp {−st}ςi (t; z)dt

w ∞

0
sexp {−st}

 3∏
j=1

w ∞

t
φ j (t′; z)dt′

dt

=

w ∞

0
ςi (t; z)dt

w ∞

0

 3∏
j=1

w ∞

t
φ j (t′; z)dt′

dt

lim
s→0

M̃i (s; z) = Ki (z) =

w +∞

0
φi (t; z)

∏
j,i

w ∞

t
φ j (t′; z)dt′

dt

w +∞

0

 3∏
j=1

w ∞

t
φ j (t′; z)dt′

dt

Ki (z) i

ϕi (t; z) = ai (z)exp {−ai (z) t} Ki (z) = ai (z)

即 ，称 为第 个反应的有效转移速率，且当

时有 。

证毕。 

4    网络等价性

引理 2[14]　平稳状态下动态密度概率函数等于平稳概率密度函数。

t→∞定理 3　 时，非马尔可夫过程（1）与马尔可夫过程（12）具有相同的稳定性质。

lim
s→0

sP̃ (z; s) = P (z) s s证明　根据引理 2以及拉普拉斯变换的定义可知 ，对式（9）两边同乘以 并对 取极

限，结合定理 2，可得到对应的平稳情况下的化学主方程(
E−1

1 − I
)
[K1 (z) P (z)]+

(
E2

1 E−1
2 − I

)
[K2 (z) P (z)]+ (E2− I) [K3 (z) P (z)] = 0 （11）

Ki (z) i

由此可以构建一个马尔可夫反应过程，该过程与原始的反应（1）有相同的网络结构和相同的反应底

物，且可将 为第 个反应的反应倾向函数，所构建的过程可以表述为

N
K1(z)−−−→ X，2X+E0

K2(z)−−−→ E0+Y，Y
K3(z)−−−→ ∅ （12）

Gi (z; t) t z对于此反应网络，假设 表示其在时间 时处于状态 的概率，则其对应的化学主方程为

∂

∂t
G (z; t) =

(
E−1

1 − I
)
[K1 (z) P (z)]+

(
E2

1 E−1
2 − I

)
[K2 (z) P (z)]+ (E2− I) [K3 (z) P (z)] （13）

对其进行拉普拉斯变换可得

sG̃ (z; s) =G̃ (z;0)+
(
E−1

1 − I
) [

K1 (z)G̃ (z; s)
]
+

(
E2

1 E−1
2 − I

) [
K2 (z)G̃ (z; s)

]
+

(E2− I)
[
K3 (z)G̃ (z; s)

]
（14）

证毕。

由于 2个系统有相同的稳定状态，所以接下来主要对马尔可夫过程进行分析。相应的速率方程为
dx
dt
= K1 (z)−2K2 (z)

dy
dt
= K2 (z)−K3 (z)

（15）

z = (x,y)T x y X Y其中， ， 、 分别是 、 的浓度。

该方程的稳态形式为 {
K1 (z)−2K2 (z) = 0
K2 (z)−K3 (z) = 0

（16）
 

5    记忆性诱导噪声波动分析

由于定理 3，模型（1）与模型（12）具有相同的平稳性质，考虑模型（12），得到不同过程中记忆性对噪声

的影响：

µ1 , 1 µ2 = 1 µ3 = 1 η1 (n,k,v,e0,d,µ1)（ 1）突变过程 ： 、 、 ，肿瘤细胞的噪声 ，死亡肿瘤细胞的噪声
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η2 (n,k,v,e0,d,µ1) µ1都是关于 的单调递增函数。

µ1 = 1 µ2 , 1 µ3 = 1 η1 (n,k,v,e0,d,µ2)

η1 (n,k,v,e0,d,µ2) µ2

（ 2）吞噬过程 ： 、 、 ，肿瘤细胞的噪声 ，死亡肿瘤细胞的噪声

都是关于 的单调递减函数。

µ1 = 1 µ2 = 1 µ3 , 1 η2 (n,k,v,e0,d,µ3) µ3（3）降解过程： 、 、 ，死亡肿瘤细胞的噪声 是关于 的单调递减函数。

证明

µ1 , 1 µ2 = 1 µ3 = 1（1）　 、 、 。在突变过程中，3个反应方程的有效转移率分别为　

K1 =

(
ve2

0 x2

1+ e2
0

+dy
)
(nk)u1(

nk+
ve2

0 x2

1+ e2
0

+dy
)u1

− (nk)u1

，K2 =
ve2

0 x2

1+ e2
0

，K3 = dy

因此，稳态方程可表示为 

(
ve2

0 x2

1+ e2
0

+dy
)
(nk)u1(

nk+
ve2

0 x2

1+ e2
0

+dy
)u1

− (nk)u1

− 2ve2
0 x2

1+ e2
0

= 0

ve2
0 x2

1+ e2
0

−dy = 0

（17）

可求得稳定解为

xs =

√√
nk

(
1+ e2

0

) (
2

1
µ1 −1

)
2ve2

0

,ys =
nk

(
2

1
µ1 −1

)
2d

R =
∂K1

∂x
S =
∂K1

∂y
令 ， ，可求得

R = − 2e2
0vx(kn)u1(

e2
0+1

) [
(kn)u1 −

(
kn+dy+

e2
0vx2

e2
0+1

)u1] − 2e2
0u1vx(kn)u1

(
dy+

e2
0vx2

e2
0+1

)(
kn+dy+

e2
0vx2

e2
0+1

)u1−1

(
e2

0+1
) [

(kn)u1 −
(
kn+dy+

e2
0vx2

e2
0+1

)u1]2 （18）

S = − d(kn)u1

(kn)u1 −
(
kn+dy+

e2
0vx2

e2
0+1

)u1
−

du1(kn)u1

(
dy+

e2
0vx2

e2
0+1

)(
kn+dy+

e2
0vx2

e2
0+1

)u1−1

[
(kn)u1 −

(
kn+dy+

e2
0vx2

e2
0+1

)u1]2 （19）

xs ys将稳定解 、 代入式（18）和（19）可得

Rs =
2ve2

0 xs

1+ e2

[
1−µ12

µ1−1
µ1

(
2

1
µ1 −1

)]
，S s = d−µ1d2

µ1−1
µ1

(
2

1
µ1 −1

)
（20）

As通过计算可求得该稳态方程组的雅可比矩阵 为

As =
(
ai j

)
=


∂K1

∂x
−2
∂K2

∂x
∂K1

∂y
−2
∂K2

∂y

∂K2

∂x
− ∂K3

∂x
∂K2

∂y
− ∂K3

∂y

 =


Rs−
4ve2

0 xs

1+ e2
0

S s

2ve2
0 xs

1+ e2
0

−d


Ds =

(
di j

)
=

(
K1+4K2 −2K2

−2K2 K2+K3

)
=

(
6dys −2dys

−2dys 2dys

)
AsΣs+Σs AT

s + Ds = 0 Σs =
(
σi j

)
As Ds由李雅普诺夫矩阵方程 ，其中 为协方差矩阵，代入 、 可得
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2
(
Rs−

4ve2
0 xs

1+ e2
0

)
σ11+2S sσ12+6dys = 0 （21）

(
Rs−

4ve2
0 xs

1+ e2
0

)
σ12+S sσ22+

2ve2
0 xs

1+ e2
0

σ11−dσ12−2dys = 0 （22）

4ve2
0 xs

1+ e2
0

σ12−2dσ22+2dys = 0 （23）

由式（21）和（23）可求得

σ12 =
−d11−2a11σ11

2a11

=

−3dys−
(
Rs−

4ve2
0 xs

1+ e2
0

)
σ11

Rs−
4ve2

0 xs

1+ e2
0

（24）

σ22 =

−2dys−2
(

2ve2
0 xs

1+ e2
0

)
σ12

−2d
= ys−

2ve2
0 xs

d
(
1+ e2

0

)

−3dys−

(
Rs−

4ve2
0 xs

1+ e2
0

)
σ11

Rs−
4ve2

0 xs

1+ e2
0

 （25）

将式（24）、（25）代入式（22）求解可得

σ11 = −
2dys−S sys−

3d2ys

S s

+
3dtys

S s

+
6e2

0vxsys

e2
0+1

t2

S s

− dt
S s

− 2e2
0vxs

e2
0+1

+
2e2

0tvxs

d
(
e2

0+1
)

t = Rs−
4ve2

0 xs

1+ e2
0

其中， 。

可求得肿瘤细胞和死亡肿瘤细胞的噪声分别为

η1 =
σ11

x2
s

= −
2dys−S sys−

3d2ys

S s

+
3dtys

S s

+
6e2

0vxsys

e2
0+1

x2
s

[
t2

S s

− dt
S s

− 2e2
0vxs

e2
0+1

+
2e2

0tvxs

d
(
e2

0+1
) ]

η2 =
σ22

y2
s

= −d
(
e4

0t
2+8e4

0tvxs−de4
0t+12e4

0v
2 x2

s −2S se4
0vxs+2e2

0t
2−2de2

0t−2S se2
0vxs+ t2−dt

)
ys

(
e2

0+1
)
(d− t)

(
dt+de2

0t+2e2
0S svxs

)
µ1 = 1 µ3 = 1 µ2 , 1（2）　 、 、 。在吞噬过程中，3个反应方程的有效转移率分别为　

K1 = nk，K2 =

(nk+dy)
(

ve2
0 x2

1+ e2
0

)µ2

(
nk+

ve2
0 x2

1+ e2
0

+dy
)µ2

−
(

ve2
0 x2

1+ e2
0

)µ2
，K3 = dy

对应的稳态方程为 

nk−2
(nk+dy)

(
ve2

0 x2

1+ e2
0

)µ2

(
nk+

ve2
0 x2

1+ e2
0

+dy
)µ2

−
(

ve2
0 x2

1+ e2
0

)µ2
= 0

(nk+dy)
(

ve2
0 x2

1+ e2
0

)µ2

(
nk+

ve2
0 x2

1+ e2
0

+dy
)µ2

−
(

ve2
0 x2

1+ e2
0

)µ2
−dy = 0

对应的稳定解为
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xs =

√√
3nk(1+ e2

0)

2
1

2µ2−1 ve2
0−2ve2

0

，ys =
nk
2d

P =
∂K2

∂x
Q =
∂K2

∂y
令 ， ，则有

P =
2e2

0µ2vx (kn+dy)
(

e2
0vx2

e2
0+1

)µ2−1

(
e2

0+1
) [(

kn+dy+
e2

0vx2

e2
0+1

)µ2

−
(

e2
0vx2

e2
0+1

)µ2]
1−

e2
0vx2

e2
0+1

(kn+dy+
e2

0vx2

e2
0+1

)µ2−1

−
(

e2
0vx2

e2
0+1

)µ2−1(
kn+dy+

e2
0vx2

e2
0+1

)µ2

−
(

e2
0vx2

e2
0+1

)µ2

 （26）

Q =
d
(

e2
0vx2

e2
0+1

)µ2

(
kn+dy+

e2
0vx2

e2
0+1

)µ2

−
(

e2
0vx2

e2
0+1

)µ2
−

dµ2 (kn+dy)
(
kn+dy+

e2
0vx2

e2
0+1

)µ2−1( e2
0vx2

e2
0+1

)µ2

[(
kn+dy+

e2
0vx2

e2
0+1

)µ2

−
(

e2
0vx2

e2
0+1

)µ2]2 （27）

xs ys将稳定解 、 ，代入式（26）和式（27）可得

Ps =
4nkµ2−nkµ24

µ2−1
µ2

3xs

，Qs =
d
3
− 4dµ2−dµ24

µ2−1
µ2

9

As因此，该稳态方程组得雅可比矩阵 为

As =
(
ai j

)
=


∂K1

∂x
−2
∂K2

∂x
∂K1

∂y
−2
∂K2

∂y

∂K2

∂x
− ∂K3

∂x
∂K2

∂y
− ∂K3

∂y

 =
( −2Ps −2Qs

Ps Qs−d

)

Ds =
(
di j

)
=

(
K1+4K2 −2K2

−2K2 K2+K3

)
=

(
3nk −nk
−nk nk

)
AsΣs+Σs AT

s + Ds = 0 Σs =
(
σi j

)
As Ds由李雅普诺夫矩阵方程 ，其中 为协方差矩阵，代入 、 可得

−4Psσ11−4Qsσ12+3nk = 0 （28）

−2Psσ12−2Qsσ22+Psσ11+ (Qs−d)σ12−nk = 0 （29）

2(Qs−d)σ22+nk = 0 （30）

由式（28）～（30）联立求解可得

σ11 =
kn

(
3Q2

s −2Qsd+3d2+6Psd
)

4Psd (2Ps−Qs+d)
，σ22 =

kn (3Ps+2d)
4d (2Ps−Qs+d)

因此，肿瘤细胞和死亡肿瘤细胞的噪声分别为

η1 =
σ11

x2
s

=
kn

(
3Q2

s −2Qsd+3d2+6Psd
)

x2
s [4Psd (2Ps−Qs+d)]

，η2 =
σ22

y2
s

=
3Ps+2d

2ys (2Ps−Qs+d)

µ1 = 1 µ2 = 1 µ3 , 1（3）　 、  、 。在降解过程中，3个反应方程的有效转移率分别为　

K1 = nk，K2 =
ve2

0 x2

1+ e2
0

，K3 =

(
nk+

ve2
0 x2

1+ e2
0

)
(dy)µ3(

nk+
ve2

0 x2

1+ e2
0

+dy
)µ3

− (dy)µ3

对应的稳态方程为
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

nk−2
ve2

0 x2

1+ e2
0

= 0

ve2
0 x2

1+ e2
0

−

(
nk+

ve2
0 x2

1+ e2
0

)
(dy)µ3(

nk+
ve2

0 x2

1+ e2
0

+dy
)µ3

− (dy)µ3

= 0

可求得稳定解为

xs =

√
nk

(
1+ e2

0

)
2ve2

0

，ys =
3nk

2
2
µ3
+1d−2d

F =
∂K3

∂x
G =
∂K3

∂y
令 ， ，则有

F = − 2e2
0vx(dy)µ3(

e2
0+1

) [
(dy)µ3 −

(
kn+dy+

e2
0vx2

e2
0+1

)µ3]
1+
µ3

(
kn+

e2
0vx2

e2
0+1

)(
kn+dy+

e2
0vx2

e2
0+1

)µ3−1

(dy)µ3 −
(
kn+dy+

e2
0vx2

e2
0+1

)µ3

 （31）

G = −
dµ3(dy)µ3−1

(
kn+

e2
0vx2

e2
0+1

)
(dy)µ3 −

(
kn+dy+

e2
0vx2

e2
0+1

)µ3

1+
dy

(
kn+dy+

e2
0vx2

e2
0+1

)µ3−1

− (dy)µ3

(dy)µ3 −
(
kn+dy+

e2
0vx2

e2
0+1

)µ3

 （32）

xs ys将稳定解 、 代入式（31）和（32）可得

Fs =
2e2

0vxs

9
(
1+ e2

0

) (
3−4µ3−4

µ3−1
µ3 µ3

)
，Gs =

4
1
µ3 µ3d−µ3d

3
− 4

µ3−1
µ3 nk−nk

6

As因此，该稳态方程组得雅可比矩阵 为

As =
(
ai j

)
=


∂K1

∂x
−2
∂K2

∂x
∂K1

∂y
−2
∂K2

∂y

∂K2

∂x
− ∂K3

∂x
∂K2

∂y
− ∂K3

∂y

 =

−4ve2

0 xs

1+ e2
0

0

2ve2
0 xs

1+ e2
0

−Fs −Gs


Ds =

(
di j

)
=

(
K1+4K2 −2K2

−2K2 K2+K3

)
=

(
3nk −nk
−nk nk

)
AsΣs+Σs AT

s + Ds = 0 Σs =
(
σi j

)
As Ds由李雅普诺夫矩阵方程 ，其中 为协方差矩阵，代入 、 可得

−8ve2
0 xs

1+ e2
0

σ11+3nk = 0 （33）

−4ve2
0 xs

1+ e2
0

σ11+

(
2ve2

0 xs

1+ e2
0

−Fs

)
σ11−Gsσ12−nk = 0 （34）

2
(

2ve2
0 xs

1+ e2
0

−Fs

)
−2Gsσ22+nk = 0 （35）

由式（33）～（35）联立求解可得

σ11 =
3nk

(
1+ e2

0

)
8ve2

0 xs

，σ22 =
kn

2Gs

+
kn

(
Fs+Fse2

0−2e2
0vxs

) (
3Fs+3Fse2

0+2e2
0vxs

)
8Gse2

0vxs

(
Gs+Gse2

0+4e2
0vxs

)
死亡肿瘤细胞的噪声为
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η =
σ22

y2
s

=
kn

2y2
sGs

+
kn

(
Fs+Fse2

0−2e2
0vxs

) (
3Fs+3Fse2

0+2e2
0vxs

)
8Gse2

0vxsy2
s

(
Gs+Gse2

0+4e2
0vxs

)
证毕。 

6    数值模拟

利用 Gillespie随机模拟算法[15−16]，对系统（12）进行数值模拟。通过绘制图 1观察在突变过程中记忆

尺度对噪声以及均值（单位为 normalized a.u.）的影响。
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图 1    突变过程中记忆尺度对肿瘤细胞、死亡的肿瘤细胞噪声与均值的影响
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µ1 n = 500 k = 1.5 v = 1.2 d = 0.5 e0 1 2 3

η2 µ1

n = 500 k = 1.5 v = 1.2 d = 0.5 k 0.2 0.4 1.0

图 1中空心圆为数值模拟结果，与分析结果吻合。图 1a和图 1c分别为肿瘤细胞噪声 、均值与记

忆尺度 的关系图，设置参数为 、 、 、 ，对 分别取 、 、 。图 1a和图 1c表明

随着记忆尺度的增加，肿瘤细胞噪声增大，并且在记忆尺度不变的情况下，随着效应细胞的数量增加，肿

瘤细胞的均值减小，肿瘤细胞的噪声增大。图 1b和图 1d为死亡肿瘤细胞 、均值与记忆尺度 的关系

图，设置参数为 、 、 、 ，对 分别取 、 、 。图 1b和图 1d表明随着记忆尺

度的增加，死亡肿瘤细胞噪声增大，并且在记忆尺度不变的情况下，随着突变率的增加，死亡肿瘤细胞的

均值增大，肿瘤细胞的噪声减小。

η1 µ2 n = 8 k = 0.5 e0 = 5 d = 0.7 v

0.2 1 2.0

图 2a为肿瘤细胞噪声 与记忆尺度 的关系图，设置参数为 、 、 、 ，对 分别

取 、 、 。图 2a表明随着记忆尺度的增加，肿瘤细胞噪声减小，并且在记忆尺度不变的情况下，随着
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η2 µ2

n = 8 k = 0.5 e0 = 5 d = 0.7 v 0.2 2.0 µ2 = 1

v

转化率的增大，肿瘤细胞的噪声也增大。图 2b为死亡肿瘤细胞噪声 与记忆尺度 的关系图，设置参数

为 、 、 、 ，对 分别取 、1.0、 。图 2b中空心圆表示 时，噪声值不在曲线

上，且不受 变化的影响，噪声值均为 0.875。图 2b表明随着记忆尺度的增加，死亡肿瘤细胞噪声减小，并

且在记忆尺度不变的情况下，随着转化率的增加，肿瘤细胞的噪声减小。
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n = 100 v = 1.1 k = 0.1 e0 = 5 d 0.5 1.5 2.5

图 3a为死亡肿瘤细胞噪声 与记忆尺度 的关系图，图 3b为死亡肿瘤细胞均值与记忆尺度 的关

系图，设置参数为 、 、 ， ，对 分别取 、 、 。图 3表明在非马尔可夫过程

中，记忆性可明显降低噪声水平，随着记忆尺度的增加，死亡肿瘤细胞噪声减小，均值增加，并且在记忆尺

度不变的情况下，随着降解率的增大，死亡肿瘤细胞的噪声增加，均值减小。
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图 3    降解过程中记忆尺度对死亡的肿瘤细胞噪声及均值的影响
  

7    结　论

研究了具有记忆性的肿瘤细胞生长模型，考虑了记忆性在肿瘤细胞生长过程中引起的影响，即肿瘤

细胞除了受到突变率、效应细胞数量和降解率等的影响外，记忆性也会影响肿瘤细胞生长的每一个过

程。首先分析了该模型的化学主方程，其次引入有效转移率证明非马尔可夫过程与马尔可夫过程具有相

同的稳定性质，给出了 3种不同情况下记忆尺度对噪声的影响分析，最后在数值模拟中验证。在分析中

可以看到，在不同的突变率、效应细胞数量、降解率下，记忆尺度会对噪声以及肿瘤细胞的数量产生增强

或减弱的影响，进而可以通过控制变量来达到更好的治疗效果。
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