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摘　要： 研究了双参数地基下输流管道在弹簧支承边界条件下的振动稳定性。基于欧拉-伯努利梁理论，采

用哈密顿原理建立输流管道动力学方程，考虑两端弹簧支承边界条件，通过改变弹簧刚度大小，可以简化成

多种边界条件。利用调和微分求积（HDQ）方法对振动方程进行离散化求解计算，分析了水平输流管道不同

弹簧刚度、双参数地基参数、流体质量比对管道临界速度、临界频率和模态振型的规律。研究结果表明：弹

性地基可以有效地提高管道振动的稳定性。此外，弹簧支承和地基对管道的振动模态有显著影响。
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Abstract：In the report， the vibration stability of fluid conveying pipe under two-parameter foundations with
elastic  support  boundary  conditions  was  investigated.  Based  on  the  Euler-Bernoulli  beam  theory，  the
Hamiltonian principle was used to establish the dynamic equations of the pipe. The change of spring stiffness
simplified the elastic support boundary conditions at both ends into various boundary conditions. The harmonic
differential quadrature （HDQ）  method was used to discrete and solve the vibration equations.  The effects of
the different spring stiffnesses， two parameter foundation parameters， and the fluid mass ratios on the critical
velocity， critical frequency， and modal shape of the pipe were analyzed. The results indicated that the elastic  
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foundation could effectively improve the stability of  pipeline vibration.  Additionally，  the spring support  and
foundation had a significant effect on the vibration modes of the pipe.
Keywords：elastic support；fluid conveying pipe；Hamiltonian principle；critical velocity
 

0    引　言

在石油工程领域，运输石油和天然气的过程中通常会穿越许多复杂地形，如砂石、砾石、土壤、岩石

等一些混合地形。当石油或天然气通过管道输送到这些复杂地形时，管道会受到内部流体引发不稳定的

振动，可能会造成管道的疲劳破坏[1−2]。因此，输流管道在弹性地基下的稳定性引起了国内外学者的广泛

关注。

当输流管道位于土壤等弹性介质中时，土壤的性能会影响管道的振动特性。地基按照力学特性可区

分为线弹性、粘弹性、多参数控制和非线性等地基模型，其中温克勒（Winkler）模型为单参数模型，该模型

将土壤简化为一系列恒定刚度和紧密间隔的线性弹簧[3−5]。但随着复杂地基条件越来越复杂， Winkler模
型不能很好地反映管道和土壤之间的相邻位移不连续性。学者们提出了改进的地基模型来模拟真实的

土壤特性，包括 Filonenko-Borodich地基[6]、Pasternak地基[7]、Reissner地基[8] 和弹性半空间地基模型等，其

中 Pasternak模型是最合理和最常用的双参数弹性地基模型，该模型考虑了土壤在垂直方向上的实际剪切

效应，既能克服 Winkler模型不能正确表征压力扩散的缺陷，又能简单快速地计算出结果[9]。Balkaya等[10]

研究了在固支-固支、固支-简支、固支-自由端、简支-简支 4种不同边界条件下双参数弹性地基上管道的

动力特性。颜雄等[11] 基于哈密顿原理建立了两端弹性支承输流管道横向振动模型，研究了两端非对称弹

性约束下的系统固有特性。Ma等[12] 基于欧拉-伯努利梁理论推导出了弹性地基和边界条件下输流管道

振动模型，通过数值模拟了不同边界条件、弹性约束支承参数、弹性地基参数和流体质量比对输流管道

的稳定性影响规律。当输流管道同时考虑双参数弹性地基和管道两端的弹簧约束情况，管道会经历丰富

的动力学行为。鲜有研究在两端弹簧约束下输流管道双参数地基的稳定特性问题。

笔者利用哈密顿原理对弹性地基作用下的水平输流管道系统进行建模，推导出输流管道的振动偏微

分方程，再结合管道两端弹簧支承的边界条件，得到弹簧支承水平输流管道在双参数地基作用下的振动

偏微分方程，并利用 HDQ方法对振动控制方程进行离散化求解计算，分析了水平输流管道不同弹簧弹性

刚度、双参数地基参数、流体质量比对管道临界速度、临界频率和模态振型的影响，为今后输流管道稳定

性设计和施工提供理论支撑。 

1    控制方程
 

1.1    模型的建立　以双参数弹性地基作用下水平输流管道为研究对象。为了研究方便，管道作以下假

设：管道不受轴向剪切力影响，管道内流体为不可压缩均匀流体，管道垂向运动与管直径相比很小。基于

以上假设条件，采用小变形假设，将管道作为欧拉-伯努利梁模型处理，利用哈密顿原理推导出输流管道

的控制方程。管道系统的总动能（T）包括管道的动能和内部流体的动能，其表示为

T =
1
2

w L

0
mp

(
∂w
∂t

)2

dx+
1
2

w L

0
m f

U2+2U
∂2w
∂x∂t
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(
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∂t

)2dx （1）

w (x, t) L x t mp m f其中， 为管道垂向位移， 为管道总长度， 为沿管道中心线的水平坐标， 为时间， 和 分别表示

单位长度管道的质量和内部流体的质量。

管道系统的总势能（V）包括管道弹性应变能和双参数弹性地基中的势能之和，其表示为

V =
1
2

w L

0
EI
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0
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根据哈密顿原理，系统的方程可以写成
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w t2

t1
(δT −δV)dt = 0 （3）

将方程（1）～（2）代入方程（3）中，得到输流管道控制方程为

EI
∂4w
∂x4
+m f U2 ∂

2w
∂x2
+

(
m f +mp

) ∂2w
∂t2
+2m f U

∂2w
∂x∂t

−Gp

∂2w
∂x2
+ kw = 0 （4）

EI m f U2 2m f U∂2w/∂x∂t

(m f +mp)∂2w/∂t2 Gp∂
2w/∂x2 kw

其中， 为管道弹性恢复力， 为内部流体引发的离心力， 为内部流体引发的科氏力，

为管道和流体的惯性力， 为弹性地基剪切力， 为地基弹簧约束力。

ξ η τ方程（4）通过以下变量使用轴向空间变量 ，横向位移 和时间 ，

ξ =
x
L
,η =

w
L
, τ =

(
EI

m f +mp

) 1
2 t

L2
（5）

得到

∂4η

∂ξ4
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+2β

1
2 u
∂2η
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其中，

a =
kL4

EI
,b =

GpL2

EI
,u =

(m f

EI

) 1
2
LU,β =

m f

m f +mp

（7）

u a b β其中， 为无量纲内流流速， 和 分别为无量纲 Winkler地基参数和剪切地基参数， 为无量纲流体质

量比。

k1,k2→∞ k3,k4→∞
k1,k3→∞ k2,k4 = 0

k1,k2→∞ k3,k4 = 0

振动控制方程（6）受到两端有弹簧的约束，即

柔性-柔性端。在管道两端受到弹簧支承的双参数

弹性地基上输流管道如图 1所示，其中 ki（i=1，2，3，
4）为两端的横向弹簧刚度和侧向弹簧刚度。需要

说明的是，当 ， 时，管道边界条件

为固支-固支端；当 ， 时，管道边界

条件为简支-简支端；当 ， 时，管道

k1,k2,k3→∞ k4 = 0边界条件为悬臂端；当 ， 时，管道边界条件为固支-简支端。

边界条件：

∂2η

∂ξ2
−κ2
∂η

∂ξ
= 0,
∂3η

∂ξ3
+κ1η = 0, ξ = 0

∂2η

∂ξ2
+κ4
∂η

∂ξ
= 0,
∂3η

∂ξ3
−κ3η = 0, ξ = 1

（8）

κ1,3 κ2,4 k1,3L/EI k2,4L3/EI其中，无量纲弹簧约束刚度 和 分别表示为 和 。 

1.2    调和微分求积法求解控制方程　 

1.2.1    调和微分求积法基本原理　HDQ法的本质是把函数在给定网格点处的任意偏导数近似为整个域

内所有网格点上函数值的加权线性和。权系数的确定是数值计算的关键[13]。数学上可以写成

∂n f (xi)
∂xn

=

N∑
j=1

A(n)
i j f (xi)， i, j = 1,2, · · · ,N （9）

f (x) N n f (x) n A(n)
i j n其中， 为连续函数， 为网格点个数， 为 的 阶导数， 表示 -阶导数的加权系数。

hi (x)

Striz等[14] 将调和微分求积法引入结构振动领域。与 HDQ方法不同，DQM利用多项式函数作为基

函数。HDQ方法采用三角函数作为基函数。Shu等[15] 给出了 HDQ方法加权系数的显式计算方法，并给

出了调和函数

 

k1 k3

k2 k4

k
Gp

图 1    双参数地基上水平管道输流管道结构示意图
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hi (x) =

N∏
j = 0
j , i

sin[π( x− x j)/2]

N∏
j = 0
j , i

sin[π( xi− x j)/2]

, j = 0,1,2, . . . ,N （10）

i , j A(1)
i j A(2)

i j当 时，一阶导数 和二阶导数 的权系数由
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i j =
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P
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x j
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， i, j = 1,2, . . . ,N （11）
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其中，
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j=1, j,i

sin
( xi− x j

2
π
)

（13）

i = j A(n)
i j对于 时， 的一阶和二阶导数的权系数定义为

A(n)
ii = −

N∑
j=1, j,i

A(n)
i j , n = 1,2 （14）

因此，高阶导数的权系数表示为

A(n)
i j =

N∑
k=1

A(1)
ik A(n−1)

k j （15）

x 0 ⩽ x ⩽ 1

δ δ = 10−6～10−3

网格点的选择是调和微分求积法计算精度的重要影响因素。通过使用不等间距法离散 （ ），

同时引入 2个相邻的 -点 （ ）在 2个边界的末端的网格点位置。网格点布置见图 2。
  

δ

1 2 3 . . .

N-1

Ni = x

δ

. . .

δ图 2    相邻 -点的不等间距网格点示意图
 

δ具有相邻 -点的间距不等的网格点表示为

x1 = 0, x2 = δ, xi =
1
2

[
1− cos

(
i−2
N −3

π
)]
, (i = 3,4, · · · ,N −2), xN−1 = 1−δ, xN = 1 （16）

 

η(ξ,τ) ξ τ1.2.2    调和微分求积法求解控制方程　位移 是变量 和变量 函数。方程（6）的解表示为

η(ξ,τ) = ∆ (ξ)exp(Ωτ) （17）

Ω ∆ τ其中， 表示系统的特征值， 代表系统的位移，与时间 无关。

将方程（17）代入方程（6），然后利用 HDQ对方程进行离散化，得到离散化形式如下

N∑
j=1

[A(4)
i j + (u2−b)A(2)

i j ]∆ j+a∆i+Ω

 N∑
j=1

2
√
βuA(1)

i j ∆ j

+Ω2∆i = 0, i = 3,4, · · · ,N −2 （18）

同理，管道边界条件的微分变换形式为
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N∑
j=1

(A(2)
1 j −κ2A(1)

1 j )∆ j = 0,
N∑

j=1
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联立方程（18）～（19）可变形为[
Abb Abd

Adb Add

] [
∆b

∆d

]
+Ω

[
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Bdb Bdd

] [
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T

（20）

其中，下标 b表示与边界点密切相关的元素，d是其他元素，0表示空矩阵，I 表示具有 d×d阶的单位矩阵。

∆b将无量纲位移矢量 消去，可得到简化的方程(
Ω2 M+ΩC+K

)
∆d = 0 （21）

Ω Ω = Re(Ω)+ iIm(Ω) Ω

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω u

ucr

通过求解方程（21），可得到特征值 是一组复数 ，实部的 Re（ ）对应管道的频率，

虚部的 Im（ ）则与阻尼有关。当 Im（ ）<0而 Re（ ）≠0时，表示管道发生振荡失稳，即颤振。当

Im（ ）=0而 Re（ ）=0时，表示管道发生静态发散。当 Im（ ）=0时的 值就是管道的无量纲临界流速
[16]，如图 3所示。

  

a　颤振 b　静态发散

Re(Ω ) 

1阶模态  

2阶模态   

流速u

0
23

0

3
2

颤振

 

1阶模态  2阶模态  

流速u 

Im(Ω ) 

0202

静态发散

图 3    2 种不稳定类型的 Argand 图 

2    结果与讨论

通过考虑两端弹性支承和双参数地基的影响，对水平输流管道的稳定性进行分析，得到了影响管道

稳定性的关键参数，分析了弹簧刚度、双参数地基参数和质量流体比对水平输流管道临界流速和振动模

态的影响规律。 

N

N

N = 22

N = 22

2.1    数值模型验证　为了验证 HDQ方法准确性，

图 4显示了在的简支-简支端边界条件下前四阶固

有频率的收敛性随网格点数 的变化规律。从

图 4中可以看出，计算结果随网格点数 的增大而

收敛，且当网格点数 时数值计算结果可以精

确到小数点后 4位。因此，取网格点 进行数

值求解。

Balkaya等 [10] 研究了含双参数弹性地基上简

支-简支管道输送流体的振动特性，将简支-简支水

平输流管道的数值结果与 Balkaya等[10] 的数值结果

进行对比。图 5显示了具有 2组不同地基参数的

简支-简支水平输流管道的振动频率和阻尼数值对

a = 0 b = 0 β = 0.2 κ1,κ3→∞,κ2,κ4 = 0 a = 200 b = 3 β = 0.2 κ1,κ3→∞,κ2,κ4 = 0比，方程参数选取： ， ， 和 ； ， ， ， 。可

以得到，模型计算结果与已发表的结果拟合一致，验证了该模型的准确性。 
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网格点数N

150
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R
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Ω
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图 4    简支-简支端无量纲固有频率的收敛性分析
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a = 0 b = 0 β = 0.2

κ1 = κ2 = 10 a = 0 b = 0 β = 0.2 κ1 = κ2 = 50

ucr

ucr = 3.95 ucr = 5.63

ucr = 5.49 ucr = 6.29

2.2    弹簧刚度影响　对具有 2种参数的输流管道进行数值模拟：参数组合  1： ， ， 和

；参数组合  2： ， ， 和 。图 6显示了输流管振动频率和阻尼随流速

u的变化情况。从图 6可以看出，频率的实部随着流速的增加而减小，而虚部在 u达到临界值 之前保持

为零。对于参数组合 1情况，管道在 时发生静态发散不稳定性，当临界速度 时出现耦合

模态颤振。对于参数组合 2情况，静态发散不稳定性发生在 ，随后又在 出现耦合模态

颤振。
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图 6    具有弹性地基的柔性-柔性管的前四阶振动频率和阻尼随流速 u 变化图
 

κ1−2 κ3−4

κ κ
κ1−2 κ3−4

为了研究弹簧刚度参数的影响，图 7展示了不同弹簧刚度参数 ， 对弹性边界条件下的输流管

道的临界速度的影响。从图 7可以看出，弹簧的影响取决于管道两端的弹簧刚度 。此外，无论 如何取

值，管道均发生静态发散失稳。随着 和 的增大，管道的临界速度明显增大。

a = 0 b = 0

κ β κ
κ1,2→∝ κ3,4→∝ ucr

κ

图 8显示了不同流体质量比下不同两端约束刚度的输流管道的临界速度的影响， 和 。从

图 8可以看出，无论 的值如何，管道的临界速度随着 的增加而保持恒定。此外， 值越大，临界速度越

大。当 和 时，柔性-柔性管变为固支-固支管道，在此情况下，管道临界速度 为 6.28，其结果

与 Ni等[17] 固支-固支端临界速度计算一致。这里需要指出的是，在 的不同值下，柔性-柔性管道的失稳类

型均发生静态发散。

a = 0 b = 0 β = 0.5 u = 5

为了研究不同弹簧刚度 κ对管道模态振型的影响。图 9显示了不同 κ值的水平输流管道的第一模

态振型情况，参数为 ， ， 和 。从图 9中可以看出，当弹簧刚度值较小时，管道一阶模态

最大振幅出现在管道末端。弹簧刚度值越大，管道一阶模态最大振幅不总是出现在管道末端，而是出现

在管道的四分之三位置处。较大的弹簧约束刚度使得管道一阶模态振型的最大振幅不总是出现在管道

末端，而是出现在管道上部的位置。 
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a = 100

b = 5 β = 0.2 κ1 = κ2 = 10 a = 200 b = 10 β = 0.2 κ1 = κ2 = 10 κ1 = 4

ucr = 5.84

ucr = 6.73 ucr = 7.08

ucr = 7.23

2.3    弹性地基参数影响　对具有 2种弹性地基参数的输流管道进行了数值模拟：参数组合 1： ，

， 和 ；参数组合 2： ， ， 和   。图 10显示了输流管道

振动频率和阻尼随流速 u的变化情况。从图 10可以看出，频率的实部随着流速的增加而减小，而虚部在

u达到临界值 ucr 之前保持为零。对于参数组合 1情况，管道在 时发生静态发散不稳定性，当临

界速度 时出现耦合模态颤振不稳定。对于参数组合 2情况，耦合模态颤振发生在 ，随后

又在 出现静态发散失稳。此外，随着 2个地基参数 a和剪切地基参数 b的增加，失稳类型的顺序

发生了变化。
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图 10    具有弹性地基的输流管道的前四阶振动频率和阻尼随流速 u 变化图
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a b

β = 0.3

κ1−4 = 50 b

a

b a ucr

a b

a = 50

b

b = 10 a

a b

为了研究弹性地基的影响，对管道受到Winkler
地基参数 和剪切地基参数 共同影响下临界流速

和模态振型进行了研究 ，其中参数选取 ，

，如图 11所示。结果表明：当剪切参数 较

小时，临界速度随参数 的增加而显著增加，而当

≥50时，参数 对临界流速 影响不太明显；如果

的值保持恒定，则临界速度随着参数 的增加而显

著增加。例如，当 时，通过将剪切地基参数

从 0增加到 50，观察到输流管道的临界速度增加

了约 63.1%。类似地，对于 ，通过将 从 0增

加到 50，观察到输流管道的临界速度增加了约

7.3%。这些结果表明，增加参数 和 可以提高流体

输送管道的稳定性，并延迟管道的发散或颤振不稳定性的发生。

a b

β = 0.5 κ1−4 = 50 u = 5 a b

b = 5 a

图 12显示了具有不同 Winkler地基参数 和剪切地基参数 的输流管道的第一模态振型曲线，其中

参数选取 ， ， 。结果表明：参数 和 越大，管道的第一模态振型振幅就越小。例如，对

于 情况下，通过将 从 0增加到 200，观察到输流管的振幅减少了约 11.2%。
  

η

ξ
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0.15

0.10

0.05

0

−0.05

−0.10

−0.15

a=100

b=0
b=10
b=50
b=100
b=200

0.20

b=5

a=0
a=100
a=200
a=300
a=500η

0.15

0.10

0.05

0

−0.05

−0.10

−0.15

ξ

a　恒定参数a和不同参数b第一模态振型结 b　恒定参数b和不同参数a第一模态振型结果

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
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3    结　论

研究了两端弹簧支承下水平输流管道在双参数地基作用下的稳定性问题。首先利用哈密顿原理推

导出了含双参数弹性地基作用下的水平输流管道振动控制方程，然后利用调和微分求积数值算法对控制

方程进行离散求解，最后分析和讨论了两端约束刚度和双参数弹性地基参数对管道临界流速和频率以及

模态振型的影响，得出以下结论：

（1） 两端弹簧刚度显著增加管道临界速度，不同流体质量比对两端弹簧边界条件下输流管道临界流

速没有影响；

（2） 双参数地基参数可以明显增加管道临界速度，其中剪力地基参数对管道临界流速的影响大于

Winkler地基参数，弹性地基系数的增加可以减小一阶模态振型的最大振幅；

（3） 弹簧支承和地基对管道的模态形状有显著影响。较大的弹性约束刚度不能保证一阶模态振型

的最大振幅总是出现在管道末端，而是出现在管道上部的某个位置。

（4） 通过该模型可以根据实际的作业工况来合理布置输流管道的两端的弹簧刚度提高管道的稳定

性。此外，管道周围土体可有效提高输流管道的临界流速和减小管道的模态振型，工程上可以掩埋管道

和改变管道两端的弹簧刚度来提高输流管道的稳定性。
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