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摘　要： 针对欧拉差分公式精度不高的问题，提出一种新型数值差分公式用以实现对目标函数一阶导数的估

算。基于泰勒级数展开原理，研究目标函数在不同数据点下的展开式，通过移项变换消除展开式的高阶项，

从而推导得到具有较高计算精度的新型数值差分公式，并通过理论分析给出新型数值差分公式的最优步长，

数值实验结果验证了所提出的新型数值差分公式的有效性。UR5机械臂的仿真实验证明了采样时间为 0.01 s
时，机械臂运动精度提高 10 000倍，进一步验证了新型数值差分公式的优越性。
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Abstract：Aimed at  the problem that  the accuracy of Euler's  difference formula is  low，  in the report，  a  new
numerical  difference formula for  estimating the first-order derivative of  the objective function was proposed.
Based  on  Taylor  Series  Expansions，  the  expanded  forms  of  the  objective  function  at  difference  data  points
were  presented.  Aided  with  the  transposition  and  conversion，  the  higher  order  terms  in  the  expanded  forms
were  eliminated，  and  the  new  numerical  difference  formula  with  high  computational  precision  was  thus
derived. The theoretical analysis was performed to obtain the optimal step size of the difference formula. The
effectiveness  of  the  proposed  new  numerical  difference  formula  was  verified  by  the  numerical  experimental
results.  The simulation experiment  of  UR5 manipulator  proved that  when the sampling time was 0.01 s，  the
motion accuracy of the manipulator was increased by 10 000 times，  which further verified the superiority of
the new numerical difference formula.
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0    引　言

数值微分在工程方面的应用十分广泛[1, 3–4] 常用来求解常微分方程和偏微分方程。数值微分的思想

是通过目标函数在不同数据点上的离散值来估算函数的导数，即利用在一些点上的函数值来计算出满足

精度要求的目标函数导数的近似值。数值微分的核心是设计数值差分公式来有效估算目标函数的各阶

导数[2]。在数值差分公式的设计方面，较为经典的就是通过插值多项式（如 Lagrange或 Newton插值多项

式）推导而得到差分公式，相应的公式也称为插值型差分公式[2,6–8]。此外，为了提高数值差分公式的计算

精度，不同的外推算法（如 Richardson外推法）被相继提出，并得到数值差分公式的外推形式[2, 5, 9–11]。根据

公式的外推形式，建立相应的计算表格。通过不断地减小步长，得到的计算结果较为准确，从而提高了数

值差分公式的精度。

鉴于一阶导数在工程中的重要性，研究学者提出了不同形式的数值差分公式用以实现对目标函数一

阶导数的估算[10, 12–14]。例如，文献 [10]基于四次 Lagrange插值多项式来推导得到五点数值差分公式；文

献 [14]则采用 Hermite函数估计法来设计得到相应的数值差分公式。不同于现有的研究，笔者基于泰勒

级数展开原理来设计一种新型数值差分公式来估算目标函数的一阶导数，并通过理论分析和数值实验来

验证所提出的数值差分公式的有效性和优越性。 

1    新型数值差分公式

根据泰勒级数展开原理[2, 16–18]，一个给定的具有任意阶导数的目标函数可以在任意的数据点下进行

展开。对于目标函数在不同数据点上的展开式，可以结合需求，并通过移项变换来消除展开式的高阶项，

从而构造具有一定计算精度的数值差分公式[15–16]。沿着此思路，提出一种新型数值差分公式用于估计目

标函数的一阶导数，具体推导如下。

f (x)对于一个给定的目标函数 ，其在不同数据点下的泰勒级数展开式描述如下

f (xk+1) = f (xk)+h f (1) (xk)+
h2

2
f (2) (xk)+

h3

6
f (3) (xk)+

h4

24
f (4) (xk)+O

(
h5) （1）

f (xk−1) = f (xk)−h f (1) (xk)+
h2

2
f (2) (xk)−

h3

6
f (3) (xk)+

h4

24
f (4) (xk)+O

(
h5) （2）

f (xk−2) = f (xk)−2h f (1) (xk)+2h2 f (2) (xk)−
4h3

3
f (3) (xk)+

2h4

3
f (4) (xk)+O

(
h5) （3）

f (xk−3) = f (xk)−3h f (1) (xk)+
9h2

2
f (2) (xk)−

9h3

2
f (3) (xk)+

27h4

8
f (4) (xk)+O

(
h5) （4）

f (xk−4) = f (xk)−4h f (1) (xk)+8h2 f (2) (xk)−
32h3

3
f (3) (xk)+

32h4

3
f (4) (xk)+O

(
h5) （5）

f (xk−5) = f (xk)−5h f (1) (xk)+
25h2

2
f (2) (xk)−

125h3

6
f (3) (xk)+

625h4

24
f (4) (xk)+O

(
h5) （6）

f (1) (xk) f (2) (xk) f (3) (xk) f (4) (xk) f (x) x = xk

h h = x j+1− x j( j = k,k−1,k−2,k−3,k−4,k−5) f (x) x = xk

f (1) (xk) f (2) (xk) f (3) (xk)

f (4) (xk)

其中， ， ， 和 分别表示目标函数 在 点处的一阶、二阶、三阶和四阶导数；

表示步长且定义为 。为了求得目标函数 在 点处的一

阶导数，即 ，可通过以下计算公式来消除泰勒级数展开式（1）～（6）中的高阶项（即 ， 和

），

216× f (xk+1)−153.5× f (xk−1)−203× f (xk−2)+13× f (xk−3)+95× f (xk−4)−35.5× f (xk−5)

根据上述计算公式，可得

216 f (xk+1)−153.5 f (xk−1)−203 f (xk−2)+13 f (xk−3)+95 f (xk−4)−35.5 f (xk−5) = −
68 f (xk)+534h f (1) (xk)+O

(
h5) （7）

f (x) x = xk通过对公式（7）进行移项变换，便可得到如下用于估计目标函数 在 点处一阶导数的新型数
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值差分公式

f (1) (xk) = (216 f ( xk+1)+68 f (xk)−153.5 f (xk−1)−203 f (xk−2)+13 f (xk−3)+95 f (xk−4)−
35.5 f (xk−5))/(534h)+O(h4) （8）

O
(
h4)根据上述推导过程可知，新型数值差分公式（8）的截断误差为 。此外，结合舍入误差，对于新型

数值差分公式（8），有如下的理论结果。

引理 1　当新型数值差分公式（8）用于估计目标函数的一阶导数时，存在一个最优步长使得式（8）的
计算误差最小，且最优步长为

hopt =

(
11 760εmax

2 213M

)1/5

（9）

εmax M f (x)其中， 表示舍入误差的最大绝对值， 表示目标函数 的五阶导数的最大绝对值。

f (x)证明　对于目标函数 ，考虑每个数据点上的函数值都存在舍入误差，即

f (xk+1) = y6+ε6， f (xk) = y5+ε5， f (xk−1) = y4+ε4， f (xk−2) = y3+ε3

f (xk−3) = y2+ε2， f (xk−4) = y1+ε1， f (xk−5) = y0+ε0

yi f (x) εi i = 0,1, · · · ,6其中， 表示目标函数 在不同数据点的准确值/真实值， 表示相应的舍入误差，下标 。考

虑舍入误差，并结合公式（7），可得如下的数值差分公式

f (1) (xk) = (216 f ( xk+1)+68 f (xk)−153.5 f (xk−1)−203 f (xk−2)+13 f (xk−3)+95 f (xk−4)−
35.5 f (xk−5))/(534h)+E( f ,h) （10）

E( f ,h)其中， 表示数值差分公式（10）的总体计算误差，且计算如下

　E( f ,h) =(216ε6+68ε5−153.5ε4−203ε3+13ε2+95ε1−35.5ε0)/ (534h)−(
h5 f (5)(C1)−h5 f (5)(C2)+32h5 f (5)(C3)−243h5 f (5)(C4)+1 024h5 f (5)(C5)−

3 125h5 f (5) (C6))/(64 080h) （11）

C1 (xk, xk+1) C2 (xk−1, xk) C3 (xk−2, xk)

C4 (xk−3, xk) C5 (xk−4, xk) C6

(xk−5, xk) f (5)(·)

O
(
h4)

其中， 表示在区间 内的一个常数， 表示在区间 内的一个常数， 表示在区间 内

的一个常数， 表示在区间 内的一个常数， 表示在区间 内的一个常数， 表示在区间

内的一个常数， 表示目标函数的五阶导数。需要说明的是，对于所提出的新型数值差分公

式（8），其截断误差 的详细表达式即

O
(
h4) = (

h5 f (5)(C1)−h5 f (5)(C2)+32h5 f (5)(C3)−243h5 f (5)(C4)+1 024h5 f (5)(C5)−3 125h5 f (5)(C6 ))/ (64 080h)

εmax εmax =max {|εi|, i = 0,1, · · · ,6} M∣∣∣ f (5) (·)
∣∣∣ ⩽ M E( f ,h)

令 为舍入误差的最大绝对值，即 ，以及 为目标函数的五阶导数的最

大绝对值，即 ，则根据式（11）的计算便可得到 的上界

|E( f ,h) ⩽
784ε
534h

+
2 213h4 M

32 040

E( f ,h) h E( f ,h)为了使得总体计算误差 最小，步长 的选择就令 的一阶导数为零，即

E(1)( f ,h) = − 784ε
534h2

+
8 852h3 M

32 040
= 0 （12）

根据公式（12），便可计算求得如下步长的计算公式

hopt =

(
11 760εmax

2 213M

)1/5

也就是所提出的新型数值差分公式（8）的最优步长。

证毕。 

2    数值实验验证

为了验证新型数值差分公式（8）的有效性，选取如下的目标函数进行数值实验，
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f (x) = x2[ln x sin x+3x]

f (x) x = 1.5在数值实验中，采用式（8）来估算目标函数 在 点处的一阶导数。为了对比，也采用如下的

2种数值差分公式[19–20] 进行估算：

f (1) (xk) = (2 f ( xk+1)−3 f (xk)+2 f (xk−1)− f (xk−2 ))/ (2h)+O
(
h2) （13）

f (1) (xk) = (24 f ( xk+1)−5 f (xk)−12 f (xk−1)−6 f (xk−2)−4 f (xk−3)+3 f (xk−4 ))/ (48h)+O
(
h3) （14）

O
(
h2) O

(
h3)显然，数值差分公式（13）和（14）的截断误差分别是 和 。采用 3种不同的数值差分公式进

行目标函数一阶导数估算的误差如表 1所示。
  

表 1    采用不同数值差分公式估算目标函数一阶导数的误差

h 数值差分公式（13） 数值差分公式（14） 数值差分公式（8）

0.2 3.64×10−1 5.19×10−2 9.16×10−3

0.1 8.54×10−2 7.02×10−3 3.24×10−4

0.02 3.23×10−3 5.78×10−5 1.59×10−7

0.01 8.02×10−4 7.23×10−6 7.04×10−9

0.002 3.19×10−5 5.79×10−8 7.41×10−12

0.001 7.97×10−6 7.24×10−9 8.10×10−13

2×10−4 3.19×10−7 5.74×10−11 1.11×10−12

1×10−4 7.96×10−8 3.37×10−12 1.02×10−12

2×10−5 3.01×10−9 7.15×10−11 9.68×10−11

1×10−5 3.95×10−10 1.14×10−10 7.88×10−11

2×10−6 6.71×10−10 8.83×10−10 6.96×10−10

1×10−6 2.45×10−9 9.67×10−10 1.01×10−9

 

h

h = 0.01 10−4

10−6 10−9 h

从表 1每一列的数据可以看到，通过设置合适的步长 ，无论是数值差分公式（13）和（14），还是新型

数值差分公式（8），都能有效地估算目标函数的一阶导数（例如，设置 ，相应的误差分别在 、

和 的水平上），并且随着步长 的减小，3种数值差分公式进行目标函数一阶导数估算的误差也在

减小，并有如下的现象：

h

O
(
h2)（1）对于数值差分公式（13），当步长 的数值减小到原来的 1/10，相应的误差约减小到原来的 1/100，

这样的误差符合 的变化规律。

h

O
(
h3)（2）对于数值差分公式（14），当步长 的数值减小到原来的 1/10，相应的误差约减小到原来的

1/1 000，这样的误差符合 的变化规律。

h

O
(
h4)（3）对于新型数值差分公式（8），当步长 的数值减小到原来的 1/10，相应的误差约减小到原来的

1/10 000，这样的误差符合 的变化规律。

h h = 0.01 h = 0.02

h h = 0.001

h h

h

此外从表 1每一行的数据可以看到，在步长 设置相同的情况下（例如，都设置为 或 ），

新型数值差分公式（8）估算目标函数一阶导数的误差要小于数值差分公式（13）和（14）的误差（即前者的

计算精度要高于后者的计算精度）。特别地，当步长 足够小时（例如， ），相比于式（13）和（14），式（8）
的优势更为明显。显然，对比性实验结果较好地表明了所提出的新型数值差分公式（8）的有效性以及优

越性。值得一提的是，从表 1的数据可以看到，对于数值差分公式（13），（14）和（8），其误差都会随着步长

的持续减小而呈现出来“先减小，后增大”的现象，这说明了在一定范围内减小步长 的数值有利于提高

数值差分公式的计算精度，但 的数值过小就会适得其反，降低数值差分公式的计算精度。因此就有必要

去探讨数值差分公式的最优步长[1−2]。

hopt对于新型数值差分公式（8），同样存在一个最优步长 。为了验证该最优步长，采用式（8）对如下的

目标函数进行一阶导数的估算实验，

f (x) = cos x

76 海  南  大  学  学  报  （  自  然  科  学  版  中  英  文） 2025 年



∣∣∣ f (5)( x )| = | − sinx| ⩽ 1 M = 1

εmax = 5×10−18 M εmax

hopt ≈ 5×10−4

f (x) x = π/6 x = π/4 x = π/3 x = 2π/3

显然，目标函数的五阶导数的绝对值为： ，即 。同时，根据软件的计算设置，

所有数值的最大舍入误差为： 。因此，将 和 的数值代入计算公式（9），可得新型数值差

分公式（8）的最优步长为： 。在数值实验中，采用新型数值差分公式（8）来估算目标函数

在不同数据点处（即， ， ， 和 ）的一阶导数，相应的误差如表 2所示。
  

表 2    采用新型数值差分公式（8）估算目标函数一阶导数的误差

h x = π/6 x = π/4 x = π/3 x = 2π/3

5×10−1 4.352×10−3 3.505×10−4 3.675×10−3 1.489×10−2

1×10−1 9.548×10−6 1.576×10−5 2.090×10−5 2.526×10−5

5×10−2 7.245×10−7 1.096×10−6 1.392×10−6 1.529×10−6

1×10−2 1.317×10−9 1.885×10−9 2.324×10−9 2.368×10−9

5×10−3 8.347×10−11 1.188×10−10 1.460×10−10 1.473×10−10

1×10−3 9.220×10−14 1.475×10−13 1.613×10−13 1.413×10−13

5×10−4 7.416×10−14 6.539×10−14 8.482×10−14 1.280×10−13

1×10−4 3.650×10−13 4.402×10−13 3.543×10−13 1.086×10−12

5×10−5 1.099×10−12 1.157×10−12 6.204×10−13 4.873×10−13

1×10−5 5.623×10−13 2.835×10−12 6.608×10−12 9.269×10−12

 

h

10−9 10−10 h

O
(
h4)

h h = 5×10−4

hopt = 5×10−4

h

从表 2每一列的数据可以看到，设置合适的步长 ，新型数值差分公式（8）对目标函数一阶导数进行

估算的误差将会非常小（例如，在 或 的数量级上），当步长 的数值减小到原来的 1/10，相应的误差

约减小到原来的 1/10 000（符合 的变化规律），实验结果再次表明了新型数值差分公式（8）的有效

性。更重要的是，针对目标函数在每个数据点处一阶导数的估算，新型数值差分公式（8）的误差都是随着

步长 的减小而不断减小，并在 时达到最小值，此后便逐渐增大。由此可见，新型数值差分公式（8）
的最优步长为 ，与前文的理论分析结果一致。综上所述，上述对比性的实验结果（即表 1
和表 2中的数据）很好地验证了所提出的新型数值差分公式（8）的有效性和优越性，并且当步长 足够小

时，新型数值差分公式（8）对目标函数一阶导数的估算将具有较高的精度。 

3    新型数值差分公式应用

xd (t) ∈ Rm

机械臂是可以代替人力完成复杂危险任务的一种工具，其运动规划方案的设计直接影响着任务的完

成精度。对于一个期望的运动曲线 ，其运动学函数可以写为

f (q( t )) = xd (t)

f (·) ∈ Rn→ Rm q (t) ∈ Rn n

t ∈ R
其中， 表示非线性映射函数， 表示机械臂的关节角度， 表示机械臂关节的个数，

表示时间，那么其关节角度求解可用伪逆形式表示。

q̇ (t) = J+ (q( t )) ẋd (t)

q̇ (t)∈ Rn J (q( t )) ∈ R3×n J+ = (JT J)−1 JT ∈ Rn×3

ẋd (t)∈ Rm

e (t) = f (q( t ))− xd (t)

其中， 表示关节角速度， 表示机械臂的雅克比矩阵， 表示雅克比

矩阵的伪逆形式， 表示轨迹曲线的时间导数，为了减小运动规划方案的误差，考虑加入反馈项

，得到机械臂的运动规划方案（15）。

q̇ (t) = J+ (q( t )) (ẋd( t)−λe(t )) （15）

λ > 0 ∈ R其中， 表示收敛系数。

以上的运动规划方案在时间上是连续的，为了便于计算机处理，往往需要数值差分公式进行离散化

处理，因此差分公式的性质极大影响着运动规划的精度。欧拉差分公式（16）是一种常用的离散化处理

方法
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q̇k =
qk+1− qk

h
（16）

k k = 0,1,2, · · · q̇k = q̇(tk = hk) qk = q(tk = hk) h0 ∈ R
α = hλ > 0

其中， 表示迭代次数且 ， ， ， 表示采样时间间隔。将式（16）代
入式（15）得到离散化后的运动规划方案（17），其中， ，

qk+1 = hJ+ (qk) ẋd (tk)−αJ+ (qk)e (tk)+ qk （17）

但欧拉差分公式离散化处理后的运动规划精度不高，难以满足实际中的高精度需求。新型数值差分

公式（8）具有更好的特性，可以显著提高运动规划精度，将式（8）代入（15）中得到新型运动规划方案（18）。

qk+1 =−
17
54

qk +
153.5
216

qk−1+
203
216

qk−2−
13

216
qk−3−

95
216

qk−4+
35.5
216

qk−5+

89
36

hJ+ (qk) ẋd (tk)−βJ+ (qk)e (tk)+O
(
h5) （18）

β = (89/36)hλ O
(
h5) h

{qk|k = 0,1,2, · · · ,6} q0

其中， 。显然，运动规划方案（18）具有 的截断误差，这意味着当 减小到原来的 1/10，运
动规划方案（18）的误差将会减少 5个数量级，能够满足高精度运动规划任务的要求。需要注意的是，运

动规划方案（18）需要 6个数值（即， ）进行迭代计算，对于一个给定初值角度 ，另外

5个数值可由式（19）～（23）求得。

q1 = hJ+ (q0) (ẋd( t0)−λe(t0 ))+ q0 （19）

q2 = hJ+ (q1) (ẋd( t1)−λe(t1 ))+ q1 （20）

q3 = hJ+ (q2) (ẋd( t2)−λe(t2 ))+ q2 （21）

q4 = hJ+ (q3) (ẋd( t3)−λe(t3 ))+ q3 （22）

q5 = hJ+ (q4) (ẋd( t4)−λe(t4 ))+ q4 （23）
 

4    仿真分析

q0 = [0;−7π/9;−π/4;0;7π/18;0] φ =

2πsin2(πt/2T ) ϕ = π/6 r = 0.1 T = 10

为了验证本文提出的新型数值差分公式离散化处理的运动规划方案（18）的实用性，将在 Matlab
环境下对比分析运动规划方案（18）和（17）的实验效果。实验对象采用 UR5机械臂，其初始关节角度

为 。三尖瓣曲线常用来分析机械臂运动规划方案的可行性。定义

， ，半径  m，运行周期  s，三尖瓣曲线表达式：

xd (t) =


r(2cosφ+ cos(2φ ))−3r
r(2sinφ− sin(2φ )) sinϕ
r(2sinφ− sin(2φ ))cosϕ


h = 0.1 α = 0.3图 1为运动规划方案（17）的仿真结果，其参数设置为 ， 。从图 1中可以看出 UR5机械臂

很好地完成了三尖瓣轨迹的跟踪任务，并且误差最大值为−0.006 51 m，证明了运动规划方案（17）的可行性。
 

Z/
m

X/m

0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0
0.2

0
−0.2

−0.4 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Y/m

×10−3

0 2 4 6 8 10
时间/s

b　机械臂末端误差a　机械臂运动轨迹

误
差

/m

X 6.1

6

4

2

0

−2

−4

−6

−8

X轴
Y轴
Z轴

Y −0.006 51

α图 1    当 h=0.1， =0.3 时运动规划方案（17）仿真结果
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h = 0.1 β = 0.3

h = 0.1

图 2为运动规划方案（18）的仿真结果，其参数设置为 ， 。从图 2中可以看出运动规划方

案（18）的误差最大值为 0.000 12 m，同样很好地完成了三尖瓣曲线的轨迹跟踪任务，证明了经过新型差分

公式离散化后的运动规划方案（18）的可行性。在同样的 情况下对比图 1b和图 2b，误差减小了

1个数量级，说明了运动规划方案（18）优于运动规划方案（17），也证明了新型数值差分公式（8）在离散化

处理上的优越性。
  

Y/m X/m

Z/
m

0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0
0.2

0
−0.2

−0.4

1.00.80.60.40.20

×10−4
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b　机械臂末端误差
误

差
/m

2.0

1.5

1.0

0.5

0

−0.5

−1.0

−1.5

X轴
Y轴
Z轴

a　机械臂运动轨迹

Y 0.000 12
X 3.1

β图 2    当 h=0.1， =0.3 运动规划方案（18）仿真结果
 

h = 0.01 β = 0.3

−3.435×10−9

h h

O
(
h5)

图 3为运动规划方案（18）的仿真结果，其参数设置为 ， 。从图 3中可以看出运动规划

方案（18）的误差最大值为 m，相比于图 2b的 0.000 12 m误差减小了 5个数量级，这表明当

减小时，运动规划方案（18）的精度会显著提升。当 减小到原来的 1/10时轨迹误差约减小到原来的

1/100 000，符合运动规划方案（18）具有的 截断误差，再次证明了新型数值差分公式（8）的理论性。
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20
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β图 3    当 h=0.01， =0.3 运动规划方案（18）仿真结果
 

h = 0.1 h = 0.01 h = 0.001

h

O
(
h5)

O
(
h2) h = 0.001 10−14

10−7

为了进一步探讨 h值对运动规划方案的影响，分别设置 、 和 并分析运动方案

（17）和（18）的误差最大值，如表 3所示。从表 3中可以看出当 减小到原来的 1/10时，运动方案（18）的误

差约减小到原来的 1/100 000，符合运动规划方案（18）具有的 截断误差。同样地，运动方案（17）的误

差变化满足 截断误差。当 时，运动方案（18）误差达到 水平，相比于运动方案（17）中的

水平，其运动精度得到了显著提升。
  

表 3    不同采样时间下运动规划方案（17）和（18）误差最大值

不同运动规划方案 h = 0.1 h = 0.01 h = 0.001 截断误差

方案（17） −6.505×10−3 −7.141×10−5 −7.155×10−7 O
(
h2)

方案（18） 1.217×10−4 −3.435×10−9 −3.378×10−14 O
(
h5)

 

对比分析图 1～图 3和表 3，可得到如下结论：

O
(
h5) h（1）运动规划方案（18）的误差变化满足 截断误差，当 减小到原来的 1/10时，轨迹跟踪误差约减
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小到原来的 1/100 000，符合新型数值差分公式（8）的理论推导。

h（2）通过减小 值可以进一步增加运动规划方案（18）的精度，并且与运动规划方案（17）相比具有更好

的性能，证明了新型数值差分公式（8）的可行性和优越性。 

5    结　论

O
(
h4)为了对目标函数一阶导数进行估算，基于泰勒级数展开原理，提出了一种具有 截断误差的新型

数值差分公式（8），然后从理论层面推导得到新型数值差分公式（8）的最优步长，针对不同目标函数的实

验结果验证了新型数值差分公式（8）的有效性和优越性，最后通过 UR5机械臂仿真实验证明了由新型数

值差分公式（8）离散化得到的运动规划方案（18）的优越性，其误差相比于之前的差分公式更小，能够满足

实际中的高精度需求。
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