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Kneser 图及其导出子图的顶点可分解性质
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摘　要： Kneser图是十分重要的一类图，许多关于集合的计数以及计算问题可以转换为此类图中的问题加以

探讨，在计算机科学、图论、拓扑中都有重要应用。从代数组合方面出发研究 Kneser图及其导出子图

Schrijver图和交错图的组合代数结构，并完整地刻画了其顶点可分解性质以及 Cohen-Macaulay性质。
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Vertex decomposability of Kneser graph and its induced subgraph

ZHOU Sirong，LIU Aming*

（School of Mathematics and Statistics, Hainan University, Haikou 570228, China）

Abstract：Kneser graph is a very important kind of graph. Many problems related to counting and computing
sets can be transformed into the problems in this kind of graph. It is widely used in computer science， graph
theory， and topology. In the report， in algebraic combination respect， the combinatorial algebraic structures of
Kneser  graphs  and  their  induced  subgraphs，  including  Schrijver  graphs  and  interlacing  graphs  were  studied，
and their vertex decomposability and Cohen-Macaulay properties were fully characterized.
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0    引　言

· · ·文中所涉及的图都是连通且不含有孤立点的简单图。记图 G={V，E}，其中 V={x1， x2， ， xn}是图

G的顶点集，E={xixj | xi， xj 在 G中相邻}是图 G的边集。

组合交换代数学家 Stanley[1] 用交换代数的方法证明了组合学中著名的 UBC猜想，为交换代数开拓

了一个全新的领域。Stanley-Reisner理想作为单纯复形与单项式理想的桥梁和纽带，将组合的问题用代

数的方法来解决，极大地推动了交换代数在组合中的应用。Stanley在证明 UBC猜想时，首先从 Cohen-
Macaulay（简写“CM”）的单纯复形开始，进而证明对所有的单纯复形都成立。因此，CM单纯复形的组合

与代数性质一直吸引着大批的组合交换代数学家，CM单纯复形的分类工作是组合交换代数的重要

内容。
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Villarreal[2] 引入图的边理想，图的边理想实质上是其独立复形的 Stanley-Reisner理想。因此，可以通

过图的结构刻画单纯复形的性质，进而直观刻画相应的代数性质。Villarreal首次提出了 CM图的概念，

并通过独立复形建立单纯复形与图之间的联系。Björner等[3−4] 探究从 shellable推到 CM图是一个非常好

的路径，并给出大量 shellable的例子。Wachs[5] 引入顶点可分解的单纯复形，并证明顶点可分解的单纯复

形满足 shellable，顶点可分解的单纯复形具有较好的组合性质。Woodroofe[6] 首次将顶点可分解单纯复形

与图建立联系，引入顶点可分解图，并给出几类较好的顶点可分解图，如树图、圈图 C3 及 C5、弦图等。由

于图具有较为直观的结构，所以众多学者开始对 CM图的结构进行研究，进而刻画 CM性质。

Cook等[7] 基于 Villarreal对 CM图的研究，将 Francisco等[8−10] 的结果进行了推广，运用组合技巧给出

顶点可分解图的一种新的构造方法。在此基础上，Liu等 [11−12] 引入顶点可分解图的一种新的构造方法

“multi-cliquewhisker”，将上述构造加以推广，得到更具一般性的顶点可分解图，从此构造的结构容易证明

Cameron-Walker 图顶点可分解。Guo等[13] 给出顶点可分解图的一种新的描述方法，诸多关于顶点可分解

图的结构在这种描述下变得较为直观。

综上所述，从顶点可分解图性质出发研究 shellable以及 CM性质的常用路径，不仅可以利用图的结

构来研究代数性质，也充分体现了图结构的直观性。由顶点可分解的图出发可以构造 shellable单纯复形

众多典型实例，从而提供了大量的 CM单纯复形或序列 CM单纯复形。结合组合与图结构的研究方法，

对顶点可分解性质进行深刻的剖析，将为 CM性质的研究提供新思路和新方法。笔者从代数组合方面出

发研究 Kneser图及其导出子图 Schrijver图和交错图的组合代数结构，并完整地刻画其顶点可分解性质以

及 CM性质。 

1    基本概念和符号

∈ ∈ ∈在图 G中，V（G）是顶点集，E（G）是边集，设 u， v V（G），如果 uv E（G），记 uv G为 G的一条边。顶

点的度是与此顶点相邻的顶点的个数；孤立点是指这个点的度为 0，即没有其他顶点与其相邻的点。

∈ ∈
图 G的子图 M指满足 V（M）⊆V（G）且 E（M）⊆E（G）的图。图 G的导出子图 M指满足 V（M）⊆V（G）

的图，对于任意的图M中的点 u、v，如果 uv E（G）则 uv E（M）。

· · · ∈路径 Pn 顶点集为{x1，  x2， ，  xn}，边集 E（Pn）满足 xi-1xi E（Pn）当且仅当 1≤ i ≤ n−1，称 n−1为路径

Pn 的长度。用 d（x， y）表示点 x与 y之间最短路的长度。

图 G中点 x的邻点集记为 NG（x），用 stx或者 NG［x］表示 NG（x）∪{x}。如果在图 G中删掉顶点 x，
记图 G-x是图 G的导出子图。完全图是指其任意 2个顶点都是相邻的图。

对于顶点集 W⊆V（G），如果图 W中的任意 2个点都不相邻，则称图 W是图 G的独立集。如果图

G的所有不同的极大独立集的顶点个数都相同，则称图 G是 well-covered。对于顶点集 M⊆V（G），如果

图M中任意 2个点都相邻，则子集M是图 G的团，用 ω（G）表示图 G的最大团的顶点个数。

· · ·令［n］={1， 2， 3， ， n}，如果 2［n］的子集合 Δ满足以下 2个条件：

（1）对于单点集{v}，{v}∈Δ；
（2）如果 F∈Δ，E⊆F，那么 E∈Δ，即具有子集遗传性，则称 Δ是单纯复形。

称 F是单纯复形 Δ的面，以包含关系的极大元称为 Δ的极大面。面 F的维数是 F中点的个数，如果

Δ的极大面的维数都相同，则称单纯复形 Δ是纯的。

· · ·通常计单纯复形 Δ=<F1， F2，  ， Fk>，其中 Fi 是单纯复形 Δ的极大面。

由图 G的所有极大独立集的所生成的单纯复形，称为图 G的独立复形，用符号 ΔG 或 Ind（G）表示。

图 G是顶点可分解图，如果图 G满足如下条件之一：

∅（1）图 G只有孤立点或者 V（G）= ；

（2）在图 G中存在点 x满足以下 2个性质：

（α）G-x以及 G-stx都是顶点可分解图；

（β）对于 G-stx任意独立集W，都可以在 G-x中找到点 y使得W∪{y}是独立集。

对于满足上述条件（β）的顶点 x，称其为弱可分解点；如果 x满足条件（2），称其为可分解点。
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顶点可分解满足 shellable，shellable满足序列 CM；对于纯的单纯复形或者 well-covered图，已知有：

顶点可分解满足 shellable，shellable满足 CM。

· · · · · · · · ·Kneser图的顶点 P是［n］={1， 2， 3， ， n}的 k子集 P={p1， p2， ， pk}，其中 p1<p2<   <pk。如果

2个点 P和 Q中的元素不相交，则此 2个顶点在 Kneser图中是相邻的。Kneser图也是文献 [11]中定义的

布尔图的导出子图。本文中 Kneser图记为 KGn，k。

· · · · · · · · ·Schrijver图的顶点 P是［n］={1，  2，  3， ，  n}的 k子集 P={p1，  p2， ，  pk}，其中 p1<p2<   <pk 是
k个不相邻的数，在此定义数字 1和 n相邻。如果 2个点 P和 Q中的元素不相交，则此 2个顶点在

Schrijver图中是相邻的。因此，Schrijver图是 Kneser图的导出子图。本文中记 Schrijver图为 SGn，k。

· · · · · · · · ·交错图的顶点 P 是［n］={1， 2， 3， ， n}的 k子集 P={p1， p2， ， pk}，其中 p1<p2<   <pk 是 k个不

· · ·
· · ·
· · · · · ·

相邻的数 ，交错图的顶点 P={p1，   p2， ，   pk}和
Q={q1， q2， ， qk}是相邻的当且仅当其交错，其中

p1<q1<p2<q2< < pk<qk 或者 q1<p2<q2< < qk<pk。本

文中记交错图为 IGn，k。

· · ·
例 1　如图 1所示当 n=6和 k=2时的交错图

IG6，2。顶点集为：V（ IG6，2）={v1，  v2， ，  v9}，其中

v1={1，  3}， v2={1，  4}， v3={1，  5}， v4={2，  4}， v5={2，
5}，v6={2， 6}，v7={3， 5}，v8={3， 6}，v9={4， 6}。 

2    KGn，k 和 SGn，k 的顶点可分解性质

定理 1　 KGn，k 顶点可分解当且仅当 n=2k。
证明　记 KGn，k 为 G。如果 n=2k，则 KGn，k 是一系列 P2 组成的森林，因此顶点可分解。

· · ·如果 n>2k，断言，对 G中的任意顶点 v={p1， p2， ， pk}，v一定不是弱可分解点。

· · · · · · · · · ∅

· · · < · · · · · · · · ·
· · ·

· · ·

令 N（v）是点 v的邻点集，即 N（v）={u={q1，q2， ， qk}| {p1， p2， ， pk}∩{q1， q2， ， qk}= }。由于

n>2k，因此对任意 ui={qi1， qi2， ， qik}∈NG（v），存在 ri {qi1， qi2， ， qik， p1， p2， ， pk}，令 wi={ri， p2， ，

pk}。构造点 wi 与 ui 相邻，但点 wi 与点 v不相邻。令 W={wi  | wi={ri，  p2， ，  pk}}，  显然，集合 W是

G\NG［v］独立集，对 W中的任意点 wi，都存在一个点 ui={qi1， qi2， ， qik}∈NG（v）与之相邻。在 NG（v）中
找不到点添加到 W中使其成为更大的独立集，由弱可分解点的定义可知，v不是弱可分解点。因此，证明

KGn，k 不含有弱可分解点，不是顶点可分解图。

证毕。

定理 2　 当 k≥3时， SGn，k 顶点可分解当且仅当 n=2k。
证明　记 SGn，k 为 G。如果 n=2k，则 SGn，k 是一系列 P2 组成的森林，因此顶点可分解且 CM。

· · · · · ·

· · · · · · · · · ∅ · · ·

· · ·
< · · · · · ·

· · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·

当 n>2k时，对 G中的任意顶点 v={p1， p2， ， pk}，其中 p1， p2， ， pk 是 k个不相邻的数字（注：定义

数字 1和 n不相邻）。断言，顶点 v都不是图 SGn， k 的弱可分解点。记 NG（ v）是点 v的邻点集，即

NG（v）={u={q1， q2， ， qk}| {p1， p2， ， pk}∩{q1， q2， ， qk}= }。令 ui={qi1， qi2， ， qik}是 NG（v）中的任

意一点，通过下列方式构造 G\NG［v］的独立集 W，使得 W一定与 NG（v）中的某个点相邻。因为{p1，
p2， ， pk}是 k子集且 n>2k，所以至少存在一对 pi 和 pi+1 满足 pi 和 pi+1 之间至少存在 2个数字（如果 i=k，
则 pk+1 是 p1）。因此，可以找到 ri 在 pi 和 pi+1 之间且满足 ri {qi1， qi2， ， qik， p1， p2， ， pk}。如果 ri 靠近

pi，则令 wi={p1， ， pi-1， ri， pi+1， ， pk}。如果 ri 靠近 pi+1，则令 wi={p1， ， pi， ri， pi+2， ， pk}。如果 ri 与
pi 和 pi+1 的差一样，则令 wi={p1， ，  pi-1，  ri，  pi+1， ，  pk}或者 wi={p1， ，  pi，  ri，  pi+2， ，  pk}。验证得，

wi 与 ui 相邻，但 wi 与 v不相邻。对于 NG（v）中的任意顶点 ui，令 W是上述方式构造的 wi 的集合，因为 k≥
3，所以 W中任意 2个点不相邻，即 W是独立集。此外，对于 NG（v）中的任意顶点 ui，由于 ui 一定与 W中

的某个顶点相邻，在 NG（v）中找不到点添加到 W中使其成为更大的独立集，由弱可分解点的定义可知，

v不是弱可分解点。因此，证明 SGn，k 不含有弱可分解点，不是顶点可分解图。

证毕。
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图 1    交错图 IG6，2
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定理 3　 当 k=2时，SGn，2 顶点可分解当且仅当 n=4或 5。
证明　因为 k=2，n≥2k，所以 n≥4。当 n=4时，此时 SGn，2 是满足 P2 的图，因此 SG4，2 顶点可分解且

CM。当 n=5时，此时 SG5，2 是 C5，因此 SG5，2 顶点可分解且 CM。

当 n=6时，记 SGn，2 是 G。此时 G共有 9个顶点，分别是 v1={1，4}，v2={2，5}，v3={3，6}，v4={1，3}、
v5={1，5}，v6={2，4}，v7={2，6}，v8={3，5}，v9={4，6}。

首先，证明 G的顶点 v1={1，4}，v2={2，5}，v3={3，6}是弱可分解点，但都不是可分解点。对顶点 v1={1，
4}，NG（v1）={{2，5}， {2，6}， {3，5}， {3，6}}，G\NG［v1］的极大独立集{{1，3}，{1，5}}，在 NG（v1）中可以找

到点 u={3，5}，使得{{1，3}，{1，5}，  {3，5}}是独立集；对于 G\NG［v1］的极大独立集{{2，4}，{4，6}}，在
NG（v1）中可以找到点 u={2，6}，使得{{2，4}，{4，6}，{2，6}}是独立集。因此，v1={1， 4}是一个弱可分解点。

但子图 G\NG［v1］，易证其为 4圈 C4，不是顶点可分解，所以 v1 不是可分解点。同理，可以证明 v2={2，
5}、v3={3，6}都不是可分解点。

其次，当 n=6时，G的顶点 v4={1，3}，v5={1，5}，v6={2，4}，v7={2，6}，v8={3，5}，v9={4，6}都不是弱可分

解点。实际上 ，对于顶点 v4={1， 3}，其邻点集是 NG（ v4） ={{2， 4}，  {2， 5}，  {2， 6}，  {4， 6}}。对于

G\NG［v4］，容易计算 G\NG［v4］=v1={{1，4}， v5={1，5}， v3={3，6}， v8={3，5}}。考虑 G\NG［v4］的极大

独立集{{1，4}，{1，5}}，容易验证，NG（v4）={{2，4}， {2，5}， {2，6}， {4，6}}中的每一个顶点都与{{1，4}，{1，
5}}中的一个顶点相邻。因此，不能在 NG（v4）找到一个顶点添加到{{1，4}，{1，5}}中使其成为 G\v4 的独立

集。再考虑 G\NG［v4］的极大独立集{{3，5}，  {3，6}}，容易验证，NG（v4）={{2，4}，  {2，5}，  {2，6}，  {4，
6}}中的每一个顶点都与{{3，5}， {3，6}}中的一个顶点相邻。不能在 NG（v4）找到一个顶点添加到{{3，5}，
{3，6}}中使其成为 G\v4 的独立集。综上所述，点 v4={1，3}不是弱可分解点。同理，可以证明顶点 v5={1，
5}，v6={2，4}，v7={2，6}，v8={3，5}，v9={4，6}都是不弱可分解点。

当 n=6时，SG6，2 没有弱可分解点，因此不是顶点可分解图。

∅

在 k=2的前提下，可以将 SGn，2 的顶点分别对

应于 n-凸多边形内的对角线，如图 2所示的{p1，
p2}。对于 n-凸多边形内的 2个对角线{p1，  p2}和
{q1，  q2}，假设其没有公共元素 ，即 {p1，  p2}∩{q1，
q2}= 。如果{p1，  p2}和{q1，  q2}是交错的，那么称

{p1， p2}和{q1， q2}在 n-凸多边形内部相交，否则称

为{p1， p2}和{q1， q2}是一个 gap。例如，在 7-凸多边

形内部，{1， 3}和{2， 4}相交，而{1， 6}和{2， 4}构成

一个 gap。

∅

当 n≥7时，记 SGn，2 是 G。假设 v={p1， p2}为任意一个顶点，不妨设 p1<p2。在图 2中，如果 p1 是 1，则
p1−1记为是 n。如果 p1 是 n，则 p1+1记为是 n，证明 {p1，  p2}一定不是弱可分解点。事实上 ，如果

NG（v）={u|u={q1， q2}，{p1， p2}∩{q1，q2}= }，则可以找到 G\NG［v］的一个极大独立集 W，使得 W中的任

意一点一定与 NG（v）中的某个点 ui 相邻。

· · · · · ·
· · · · · ·

∅

对 v={p1， p2}中数字 p1，在 n-凸多边形内以数字 p1 为起点的对角线共有 n−3条，{p1， p2}是其中一条，

另外 n−4条分别记为 wi（1≤i≤n−4）。因为 n≥7，所以对于对角线{p2−1， p2+1}，可以找到 1个以数字 p1 为
起点的对角线与{p2−1，  p2+1}构成一个 gap。因此，对于 n-凸多边形内的其他对角线，一定与 W={w1，

w2， ，wn-4}中的点相交或者构成 gap，此时 W={w1，  w2， ，  wn-4}是数字 p1 为起点的对角线不包含点

v={p1，   p2}。显然 ，W={w1，  w2， ，  wn−4}是一个独立集 ，即 w1，  w2， ，  wn−4 两两之间不相邻 ，且

NG（v）={u|u={q1， q2}，{p1， p2}∩{q1，q2}= }中的任意一个点{q1， q2}一定与 W中的某个点在 n-凸多边形内

相交，即在 u={q1， q2}在图 G中与 W中的某个点相邻。在 NG（v）中不能够找到点添加到 W中使其成为

G\v的独立集，即 SGn，2 中任意的 v都不是弱可分解点，因此不是顶点可分解图。

证毕。 

 

p1 p1+1

p1−1 p2−1

p2+1

n−1

n

p2

v

图 2    n-凸多边形内及其内部的对角线
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3    IGn，k 的顶点可分解性质

交错图是由 Provan等  [14] 提出，并对其组合结构（单纯复形）进行了广泛的研究。文献 [15]给出了

k=2的交错图的顶点可分解性质及 CM性质的完整刻画。

定理 4　当 k≥3且 n=2k时，IGn，k 顶点可分解且 CM。

证明　当 n=2k时，IGn，k 只含有 2个点且相邻。因此 IGn，2 是满足 P2 的图，显然顶点可分解且 CM。

证毕。

定理 5　 当 k≥3且 n>2k时，IGn，k 不是顶点可分解图。

证明　当 k≥3且 n>2k时，根据顶点可分解图的定义，需证明 IGn，k 中的任意点 v，v一定不是弱可分

解点。

· · · · · · · · ·
· · ·

记 IGn，k 为 G。任取 G中的一点 v={p1， p2， ， pk }。记 NG（v）={u={q1， q2， ， qk}| p1<q1<p2<q2< <
pk<qk 或者 q1<p1<q2<p2 qk<pk}是顶点 v的邻点集。断言，一定存在一个独立集 W，W中的每个点都与

NG（v）中某个点相邻。

· · · · · ·
< · · · · · ·

对于 NG（v）中的任意一点 u={q1， q2， ， qk}，不妨设 q1<p1<q2<p2< <qk<pk. 由于 n>2k，那么一定存在

数字 r {q1， q2， ， qk， p1， p2， ， pk}。分以下 3种情况考虑独立集W的点的选取：

· · · · · ·
· · ·

情况 1　如果 r<q1，令 w={r， p1， p2， ， pk-1}，因为 r<q1<p1<q2<p2< <pk−1<qk，因此 w和 u相邻；另外，

w和 v有 k−1个数字{p1， p2， ， pk-1}相同，所以 w和 v不相邻，即：w∈G\NG［v］。

· · · · · ·
· · ·

情况 2　如果 r>qk，令 w={p1，  p2， ，  pk−1，  r}，因为 q1<p1<q2<p2< <pk−1<qk<r，因此 w和 u相邻；另

外，w和 v有 k−1个数字{p1， p2， ， pk-1}相同，所以 w和 v不相邻，即：w∈G\NG［v］。

· · · · · ·
· · · · · · · · ·

· · ·

情况 3　如果 qi<r<qi+1，由于 qi−1<pi−1<qi<rqi+1<pi+1，令 w={p1，  p2， ，  pi−1，   r，  pi+1， ，  pk}，因为

q1<p1<q2<p2< <qi−1<pi−1<qi<r<qi+1<pi+1< <qk<pk，因此 w和 u相邻；另外，w和 v有 k−1个数字{p1， p2， ，

pi−1， pi+1， ， pk}相同，所以 w和 v不相邻，即：w∈G\NG［v］。

对于上述 3种情况，对 NG（v）中任意不同的点 u一定能够找到对应的 w，令 W是 w的集合。注意到：

点 w中的点都与 v中的点有且仅有 k−1个数字相同，对于 W中不同的点 wi 和 wj，因为 k≥3，所以 wi 和
wj 之间至少有 2个数字相同，即 wi 和 wj 在图 G中不相邻，所以 W是一个独立集。此外，W中的点都不

是 v及其邻点，所以得到 W⊆G\NG［v］。另一方面，W中的任意一个点都与 NG（v）中的某个点 u相邻，因

此 W中不能再添加点 u使其成为更大的独立集，即对于图 G中的任意一点 v，v都不是弱可分解点，不是

顶点可分解图。

证毕。

刘阿明[15] 和 Tzanaki[16] 用不同的方法证明了 k=2时交错图 IGn，2 的顶点可分解以及 CM性质，得出如

下结果：

定理 6　 当 k=2时，IGn，2 顶点可分解且 CM。
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