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一类四阶常微分方程三点边值问题正解的
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摘　要： 研究了一类四阶常微分方程三点边值问题正解的存在性与稳定性。首先，给出了相应格林函数的性

质和估计。其次，结合这些估计，利用 Krasnosel'skii与 Leggett-Williams不动点定理，讨论带有势函数的四阶

三点边值问题正解的存在性，并考虑了扰动项在不同取值范围内对 1个解、2个解和 3个解存在性的影响。

此外，还系统地分析了方程解在特定扰动下的 Ulam-Hyers稳定性。最后，通过实例数值模拟，进一步验证了

所提出结果的合理性和实际应用价值，充分展示了理论分析在实际问题中的重要性和有效性。
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Abstract：In the report， the existence and stability of the positive solutions for a class of fourth-order ordinary
differential  equations  with  three-point  boundary  value  problems  were  analyzed.  Firstly，  the  properties  and
estimates  of  the  corresponding  Green's  function  were  proposed；  secondly，  based  on  these  estimates，
Krasnosel'skii  and  Leggett-Williams  fixed  point  theorems  were  used  to  discuss  the  existence  of  the  positive
solutions for the fourth-order three-point boundary value problem with a weight function， and the effects of the
perturbation term within the different value ranges on the existence of one， two， and three solutions were also
considered； thirdly， the Ulam-Hyers stability of the solutions under specific perturbations was systematically
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analyzed； finally， the numerical simulations were performed to verify the reasonableness and practical value
of the proposed results， and which demonstrated the importance and effectiveness of the theoretical analysis in
practical applications.
Keywords：fourth-order differential equation；positive solution；boundary value problem；fixed point theorem
 

0    引　言

主要考虑以下四阶常微分方程三点边值问题{
u(4) (t) = λa (t) f (u( t )) t ∈ (0,1)
u (0)−u (1) = 0,u′ (0)−u′ (1) = u(1/2),u′′ (0) = u′′ (1) = 0

（1）

λ > 0, f ∈C ([0,+∞), [0,+∞ )) ,a ∈C ([0,1], [0,+∞ ))正解的存在性和多重性，其中 。

四阶微分方程的边值问题在应用物理、力学、材料科学、电子工程和生物力学等领域具有广泛应

用。其核心作用是描述和分析梁与板的弯曲振动、流体动力学中的稳定性、弹性力学中的变形、电路中

的振荡与波传播以及生物组织的力学行为。四阶微分方程不仅在理论研究中具有重要意义，更在工程设

计、材料优化以及生物医学设备开发等实际应用中发挥关键作用。因此，四阶微分方程边值问题一直备

受关注，研究其正解的存在性、唯一性和稳定性对于理论发展和实际应用具有重要意义。

例如，Liu[1] 和韦孝东等[2] 利用不动点定理讨论四阶微分方程正解的存在性和唯一性。Li[3−4] 利用不

动点指数理论讨论解的存在性问题。Modebei等[5] 研究了四阶边值问题的数值解，提出了有效的数值方

法，验证了理论结果的可操作性和实际应用价值。此外，Okamoto等[6] 对四阶边值问题的稳定性进行深入

分析，为解的长期行为提供了重要见解。以上研究不仅在理论上丰富了四阶微分方程边值问题的内容，

还为实际应用提供了强有力的理论支持。通过不动点定理、不动点指数理论以及数值分析等方法，学者

们在解的存在性、唯一性、数值解及稳定性等方面取得了显著进展，为进一步研究和解决复杂的实际问

题奠定了坚实基础。

赵娇等[7] 运用 Leray-Schauder延拓定理，结合Wirtinger不等式，研究了两端固定支撑弹性梁方程{
u(4) (t) = f (t,u(t),u′(t )) t ∈ (0,1)
u (0) = u′ (0) = u (1) = u′ (1) = 0

f

f (x,u,v) u,v

解的存在性问题，其中 为 Carathéodory函数。进一步，当非线性项满足 Lipschitz条件时，得到该方程解

的唯一性。除此之外，当非线性项 关于 满足超线性增长时，瞿婧等[8] 运用 Leray-Schauder不动

点定理讨论上述四阶边值问题解的存在性，并得到了该问题解的唯一性结果。马亚薇等[9] 又运用上下解

法和 Elias不等式以及 Sturm比较定理对一类两端简单支撑的弹性梁问题{
y(4) (x)+ (k1 (x)+ k2 (x))y′′ (x)+ k1 (x)k2 (x)y (x) = f (x,y (x)) 0 < x < 1
y (0) = y (1) = y′′ (0) = y′′ (1) = 0

解的存在性进行了研究。

λ

上述文献都是基于两点边值条件下研究解的存在性及唯一性结果，且没有利用数值模拟进一步呈

现。因此，笔者旨在利用 Krasnosel'skii不动点定理和 Leggett-Williams不动点定理讨论带有势函数的四

阶三点边值问题（1）正解的存在性。此外，考虑扰动项 在不同的取值范围内，讨论相应方程 1个解、2个

解以及 3个解的存在性。进一步，给出了方程（1）解的 Ulam-Hyers稳定性的充分条件以及实例的数值

模拟。 

1    预备知识

E C [0,1] ∥u∥ =max
0⩽t⩽1
|u (t)|令 表示 Banach空间 ，其范数定义为 ，同时令

E+ = {u ∈ E : u (t) ⩾ 0 t ∈ [0,1]}
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h ∈ E+,引理 1　设  则线性边值问题{
u(4) (t) = h (t) t ∈ [0,1]
u (0)−u (1) = 0,u′ (0)−u′ (1) = u(1/2),u′′ (0) = u′′ (1) = 0 （2）

u (t) =
w 1

0
G(t, s)h (s)ds有唯一解 ，其中

G(t, s) =G1(t, s)+G2 (s)

G1(t, s) =


t(1− s)

(
1
3

s− 1
6

t2− 1
6

s2

)
0 ⩽ t ⩽ s ⩽ 1

s(1− t)
(

1
3

t− 1
6

t2− 1
6

s2

)
0 ⩽ s ⩽ t ⩽ 1

（3）

G2 (s) =
1
48

{
4s3−24s2+21s 0 ⩽ s ⩽ 1/2
1+15s−12s2−4s3 1/2 ⩽ s ⩽ 1

（4）

u(4) = h (t) u′′ (1) = u′′ (0) = 0证明　对方程 两边积分，结合边值条件 ，计算可得

u′′ (t) =
w t

0
(t− s)h (s)ds− t

w 1

0
(1− s)h (s)ds

u (0)−u (1) = 0 u′ (0)−u′ (1) = u(1/2),同理，由边值条件 ，  经计算可得线性边值问题（2）有唯一解

u (t) =
1
6

(
w t

0
(t− s)3h (s)ds− t3

w 1

0
(1− s)h (s)ds+ t

w 1

0
s(1− s)(2− s)h (s)ds)+

1
48

(
w 1

0
(4s2+16s+1)(1− s)h (s)ds−8

w 1
2

0

(
1
2
− s

)3

h (s)ds)

证毕。

G1(t, s)引理 2　函数 和问题（2）的解满足如下性质：
1
6

t(1− t)s(1− s) ⩽G1(t, s) ⩽
1
6

s(1− s)（a） ；

min
t∈[ 1

4 ,
3
4 ]

u (t) ⩾
1
4
∥u∥（b） 。

证明　由表达式（3）可得

0 ⩽ t ⩽ s ⩽ 1（1） 当 ，

G1(t, s) = t(1− s)
(

1
3

s− 1
6

t2− 1
6

s2

)
⩽

1
6

s(1− s)
(
1− t2− (1− s)2

)
⩽

1
6

s(1− s)

和

G1(t, s) = t(1− s)
(

1
3

s− 1
6

t2− 1
6

s2

)
⩾ t(1− s)

(
1
3

s− 1
6

ts− 1
6

s2

)
⩾

1
6

s(1− s)t(1− t)

0 ⩽ s ⩽ t ⩽ 1（2） 当 ，

G1(t, s) = s(1− t)
(

1
3

t− 1
6

t2− 1
6

s2

)
⩽ s(1− s)

(
1
3

t− 1
6

t2− 1
6

s2

)
⩽

1
6

s(1− s)

和

G1(t, s) = s(1− t)
(

1
3

t− 1
6

t2− 1
6

s2

)
⩾ s(1− t)

(
1
3

t− 1
6

t2− 1
6

st
)
⩾

1
6

s(1− s)t(1− t)

因此，结论（a）成立。

根据结论（a），可进一步证明

u (t) =
w 1

0
G(t, s)h (s)ds ⩾ t(1− t)

[w 1

0

1
6

s(1− s)+G2 (s)h (s)ds
]
⩾ t(1− t)∥u∥
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t ∈
[
1
4
,
3
4

]
u (t) ⩾

1
4
∥u∥所以对于 ，可得 ，故性质（b）成立。

证毕。

始终假设下列条件成立：

(A1)a (t) ∈C ([0,1], [0,∞ ))，且满足

0 <
w 1

0
a (t)dt < +∞

(A2) f (u) ∈C ([0,∞), [0,∞ ))，且极限

f0 = lim
u→0

f (u)
u
, f∞ = lim

u→∞

f (u)
u

f0, f∞ ∈ [0,∞]满足 。

T : E→ E定义算子 如下

Tu (t) = λ
w 1

0
G(t, s)a (s) f (u( s ))ds t ∈ [0,1] （5）

u (t) T E因此， 是问题（1）的解当且仅当其是算子 的不动点。在 中定义锥

K =
u ∈ E+ : min

t∈[ 1
4 ,

3
4 ]

u (t) ⩾
1
4
∥u∥


r > 0对 ，令

Kr = {u ∈ K : ∥u∥ < r} ,Kr = {u ∈ K : ∥u∥ ⩽ r} ,∂Kr = {u ∈ K : ∥u∥ = r}

K α在锥 上定义非负连续凹函数 ，

α (u) = min
t∈[ 1

4 ,
3
4 ]

u (t)

0 < a < b对 ，令

K(α,a,b) = {u ∈ K : a ⩽ α (u) ,∥u∥ ⩽ b}

(A1) (A2) T (K) ⊂ K T : E→ E引理 3　假设 和 成立，则 且 是全连续算子。

T : E→ E T (K) ⊂ K

(t, s) ∈
[
1
4
,
3
4

]
× [0,1]

证明　根据 Arzela-Ascoli定理和标准过程可证明 为全连续算子。接下来证明 ，事

实上，对于任意的 ，由引理 2可得

Tu (t) = λ
w 1

0
G(t, s)a (s) f (u( s ))ds ⩾ λ

[
(t(1− t)

w 1

0

1
6

s(1− s)a (s) f (u( s ))ds+
1
4

w 1

0
G2 (s)a (s) f (u( s ))ds)

]
⩾

1
4
∥Tu (t)∥

T (K) ⊂ K即 。

证毕。

全文证明基于以下 2个不动点定理：

E K ⊂ E E Ω1,Ω2 E

0 ∈ Ω1, Ω̄1 ⊂ Ω2

引理 4[10]　设 是一个 Banach空间 ， 是 中的一个锥。假设 为 的开子集 ，满足

且

T : K∩
(
Ω2\Ω1

)
→ K

是一个全连续算子，若下列条件之一满足：

∥Tu∥ ⩽ ∥u∥ ,y ∈ K∩∂Ω1 ∥Tu∥ ⩾ ∥u∥ ,y ∈ K∩∂Ω2（1） 且 ；

∥Tu∥ ⩾ ∥u∥ ,y ∈ K∩∂Ω1 ∥Tu∥ ⩽ ∥u∥ ,y ∈ K∩∂Ω2（2） 且 。

T K∩
(
Ω2\Ω1

)
则 在 有一个不动点。

T : Kc→ Kc α K x ∈ Kc α (x) ⩽ ∥x∥
0 < d < a < b ⩽ c

引理 5[10]　设 是全连续的，且 是 上的非负连续凹泛函，对任意 ，满足 。

假设存在 ，使得
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{x ∈ K(α,a,b) : α > a} , ϕ x ∈ K(α,a,b),α (T x) > a（1） 且对于 ；

∥x∥ ⩽ d,∥T x∥ < d（2）对于 ；

∥T x∥ > b, x ∈ K(α,a,c), α (T x) > a（3）当 对于   。

T x1, x2, x3那么 至少有 3个满足以下条件的不动点 ，

∥x1∥ < d,a < α (x2) , ∥x3∥ > d,α (x3) < a
 

2    解的存在性及其证明

令

A =
w 1

0

(
1
6

s(1− s)+G2 (s)
)
a (s)ds, B =

1
96

w 3
4

1
4

s(1− s)a (s)ds

主要定理如下：

(A1) , (A2)定理 1　假设 成立。

0 < f0, f∞ <∞且A f0 < B f∞ λ ∈
(

1
B f∞
,

1
A f0

)
（F1） 若 ，则对于任意 ，问题（1）至少有一个正解。

f0 = 0 f∞ =∞ λ ∈ (0,∞)（F2） 若 ， ，则对于任意 ，问题（1）至少有一个正解。

0 < f0 <∞, f∞ =∞ λ ∈
(
0,

1
A f0

)
（F3） 若 ，则对于任意 ，问题（1）至少有一个正解。

f0 = 0,0 < f∞ <∞ λ ∈
(

1
B f∞
,∞

)
（F4） 若 ，则对于任意 ，问题（1）至少有一个正解。

证明　此处只证明情况（F1），其他情况的证明与此类似。

λ ∈
(

1
B f∞
,

1
A f0

)
ε > 0因为 ，所以存在 ，满足

1
B ( f∞−ε)

⩽ λ ⩽
1

A ( f0+ε)

f0 R1 > 0根据 定义，存在 ，满足

f (u) ⩽ ( f0+ε)u u ∈ [0,R1]

KR1 = {u ∈ K : ∥u∥ < R1} u ∈ ∂KR1令 ，则对任意的 ，可得

Tu (t) =λ
w 1

0
G(t, s)a (s) f (u( s ))ds ⩽ λ

w 1

0

(
1
6

s(1− s)+G2 (s)
)
a (s) ( f0+ε)u (s)ds ⩽

λ ( f0+ε)∥u∥
w 1

0

(
1
6

s(1− s)+G2 (s)
)
a (s)ds = λA ( f0+ε)∥u∥ ⩽ ∥u∥

∥Tu∥ ⩽ ∥u∥ ∀u ∈ ∂KR1即  　 。

f∞ R̄2 > 0 u ∈
[
R̄2,∞

)
f (u) ⩾ ( f∞− ϵ)u R2 =max

{
2R1,4R̄2

}
KR2 =

{u ∈ K : ∥u∥ < R2} u ∈ ∂KR2 min
t∈[ 1

4 ,
3
4 ]

u (t) ⩾
1
4
∥u∥ ⩾ R̄2 t ∈

[
1
4
,
3
4

]根据 的定义 ，存在 ，对任意 ，满足 ，令 和

，若 ，有 ，于是对任意的 ，有

　
Tu (t) =λ

w 1

0
G(t, s)a (s) f (u( s ))ds ⩾

λ

6
t(1− t)

w 3
4

1
4

s(1− s)a (s) ( f∞−ε)u (s)ds ⩾
λ

96
( f∞−ε)∥u∥

w 3
4

1
4

s(1− s)a (s)ds =

λ ( f∞−ε) B∥u∥ ⩾ ∥u∥

∥Tu∥ ⩾ ∥u∥ ∀u ∈ ∂KR2即 　 。

T K2\K1综上所述，由引理 4可知， 在 有一个不动点，即为问题（1）的正解。

证毕。

(A1) , (A2)定理 2　假设 成立。

0 < f0, f∞ <∞ A f∞ < B f0 λ ∈
(

1
B f0

,
1

A f∞

)
（F5） 若 且 ，则对于任意 ，问题（1）至少有一个正解。
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f0 =∞ f∞ = 0 λ ∈ (0,∞)（F6） 若 ， ，则对于任意 ，问题（1）至少有一个正解。

f0 =∞,0 < f∞ <∞ λ ∈
(
0,

1
A f∞

)
（F7） 若 ，则对于任意 ，问题（1）至少有一个正解。

0 < f0 <∞, f∞ = 0 λ ∈
(

1
B f0

,∞
)

（F8） 若 ，则对于任意 ，问题（1）至少有一个正解。

证明　此处只证明情况（F5），其他情况的证明与此类似。

λ ∈
(

1
B f0

,
1

A f∞

)
ε > 0因为 ，所以存在 ，满足

1
B ( f0−ε)

⩽ λ ⩽
1

A ( f∞+ε)

f0 R1 > 0一方面，根据 的定义，存在 ，满足

f (u) ⩾ ( f0−ε)u u ∈ [0,R1]

KR1 = {u ∈ K : ∥u∥ < R1} u ∈ ∂KR1
min

t∈[ 1
4 ,

3
4 ]

u (t) ⩾
1
4
∥u∥ = 1

4
R1令 ，则对任意的 ，满足 ，且有

Tu (t) =λ
w 1

0
G(t, s)a (s) f (u( s ))ds ⩾

λ

24

w 3
4

1
4

s(1− s)a (s) ( f0−ε)u (s)ds ⩾
λ

96
( f0−ε)∥u∥

w 3
4

1
4

s(1− s)a (s)ds =

λ ( f0−ε) B∥u∥ ⩾ ∥u∥

∥Tu∥ ⩾ ∥u∥ ∀u ∈ ∂KR1即 　 。

另一方面，定义函数

f̂ (t) =max { f (u) : u ∈ K,∥u∥ ⩽ t}

f∞ = f̂ ∞ R2 > 2R1根据文献 [11]中的引理 2.8，有 。于是存在 ，满足

f̂ (R2) ⩽
(

f̂ ∞+ε
)
R2

KR2 = {u ∈ K : ∥u∥ < R2} u ∈ ∂KR2令 ，则对任意的 ，有

Tu (t) =λ
w 1

0
G(t, s)a (s) f (u( s ))ds ⩽ λ

w 1

0

(
1
6

s(1− s)+G2 (s)
)
a (s) ( f∞+ε)R2ds ⩽

λ ( f∞+ε)R2

w 1

0

(
1
6

s(1− s)+G2 (s)
)
a (s)ds = λA ( f∞+ε)R2 ⩽ R2 = ∥u∥

∥Tu∥ ⩽ ∥u∥ ∀u ∈ ∂KR2即 　 。

T KR2\KR1综上所述，由引理 4可知， 在 有一个不动点，即为问题（1）的正解。

证毕。 

3    多重性结果及其证明

(A1)和 (A2) f (u)定理 3　假设 成立。此外，假设 满足：

f0 = f∞ = 0（1） ；

r,M
1
4

r ⩽ u ⩽ r f (u) ⩾Mr（2）存在常数 使得当 时，有 。

λ >
1

4BM
则对于 ，问题（1）至少有 2个正解。

证明

R1 ∈ (0, r) R2 > 2r λ > 0步骤 1　根据定理 1和定理 2的证明，可知存在 和 使得对任意的 ，有

∥Tu∥ ⩽ ∥u∥　∀u ∈ ∂KR1，∥Tu∥ ⩽ ∥u∥　∀u ∈ ∂KR2

Kr = {u ∈ K : ∥u∥ < r} u ∈ ∂Kr ∥u∥ = r t ∈
[
1
4
,
3
4

]
步骤 2　令 ，则对任意的 ，即 ，于是对任意的 ，有
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Tu (t) = λ
w 1

0
G(t, s)a (s) f (u( s ))ds ⩾

λ

24

w 3
4

1
4

s(1− s)a (s)Mrds = 4λBMr

λ >
1

4BM
∥Tu∥ ⩾ ∥u∥ ∀u ∈ ∂Kr因此，当 时，有 　 。

u1 ∈ K r\KR1 u2 ∈ KR2\Kr综上所述，根据引理 4，问题（1）至少有 2个正解 ， 。

证毕。

(A1) (A2) f (u)定理 4　假设 和 成立。此外，假设 满足：

f0 = f∞ =∞（1） ；

r,N
1
4
r ⩽ u ⩽ r f (u) ⩽ Nr（2）存在常数 使得当 时，有 。

λ ∈ (0, 1
AN

)则对于 ，问题（1）至少有 2个正解。

证明

R1 ∈ (0, r) R2 > 2r λ > 0步骤 1　根据定理 1和 2的证明，可知存在 和 使得对任意的 ，有

∥Tu∥ ⩾ ∥u∥　∀u ∈ ∂KR1，∥Tu∥ ⩾ ∥u∥　∀u ∈ ∂KR2

Kr = {u ∈ K : ∥u∥ < r} u ∈ ∂Kr步骤 2　令 ，则对任意的 ，有

Tu (t) = λ
w 1

0
G(t, s)a (s) f (u( s ))ds ⩽ λ

w 1

0

(
1
6

s(1− s)+G2 (s)
)
a (s)Nrds = λANr

λ <
1

AN
, ∥Tu∥ ⩽ ∥u∥ ∀u ∈ ∂Kr因此，当 有 　 。

u1 ∈ K r\KR1 u2 ∈ KR2\Kr综上所述，根据引理 4，问题（1）至少有 2个正解 ， 。

证毕。

λ = 1最后考虑 时，问题（1）有 3个正解的存在性。

(A1) (A2) 0 < d < a < 4a = b ⩽ c定理 5　假设 和 成立。此外，假设存在 ，满足：

u ∈ [a,b] f (u) >
b

16B
（1）当 ，有 ；

u ∈ [0,d] f (u) <
d
A

（2）当 ，有 ；

u ∈ [0,c] f (u) <
c
A

（3）当 ，有 。

则问题（1）至少有 3个正解。

α (u) α (u) ⩽ ∥u∥证明　根据 的定义，显然有 。

T : Kc→ Kc u ∈ Kc步骤 1　首先证明 。令 ，由条件（3），可得

Tu (t) =
w 1

0
G(t, s)a (s) f (u( s ))ds ⩽

c
A

w 1

0

(
1
6

s(1− s)+G2 (s)
)
a (s)ds = c

T : Kc→ Kc ∥u∥ < d ∥Td∥ < d即  。同理，根据条件（b），对于 ，有 ，即满足引理 5（2）。

u =
a+b

4
∈ K(α,a,b) {u ∈ K(α,a,b) : α (u) > a} , ϕ u ∈ K(α,a,b) t ∈

[
1
4
,
3
4

]
a ⩽ α (u) ⩽ u ⩽ ∥u∥ ⩽ b

步骤 2　显然 ，即 。对于 ，可知当 ，

有 。则根据条件（1），可得

α (Tu( t )) = min
t∈[ 1

4 ,
3
4 ]

w 1

0
G(t, s)a (s) f (u( s ))ds ⩾

1
24

w 1

0
s(1− s)a (s) f (u( s ))ds ⩾

1
24

b
B

w 3
4

1
4

s(1− s)a (s)ds =
b
4
= a

即满足引理 5（1）。

u ∈ K (α,a,c) ∥Tu∥ > b a ⩽ α (u) ⩽ u ⩽ ∥u∥ ⩽ c t ∈
[
1
4
,
3
4

]
步骤 3　对于 ，满足 ，可知 。则当 ，有

α (Tu( t )) = min
t∈[ 1

4 ,
3
4 ]

w 1

0
G(t, s)a (s) f (u( s ))ds ⩾

1
4

∥∥∥∥∥w 1

0
G(t, s)a (s) f (u( s ))ds

∥∥∥∥∥ = 1
4
∥Tu∥ > 1

4
b = a

即满足引理 5（3）。
u1,u2,u3 ∈ Kr综上所述，根据引理 5，问题（1）至少有 3个正解 满足
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∥u1∥ < d,a < α (u2) , ∥x3∥ > d,α (u3) < a

证毕。 

4    Ulam-Hyers 稳定性及其证明

µ ε > 0 v ∈C4 [0,1]定义 1[12]　方程（1）被称为 Ulam-Hyers稳定的，若存在一个正实数 使得对于任意的 ，

是不等式 ∣∣∣v(4) (t)−λa (t) f (v( t ))
∣∣∣ ⩽ ε t ∈ [0,1] （6）

v (0)− v (1) = 0,v′ (0)− v′ (1) = v(1/2),v′′ (0) = v′′ (1) = 0 u ∈C4 [0,1]在边值条件 下的解，则问题（1）存在解 使得

|u( t)− v(t )| ⩽ µεt ∈ [0,1]

(A1) L > 0定理 6　假设 成立。此外，存在常数 使得

| f (u)− f (v )| ⩽ L|u− v|∀u,v ∈C [0,1]

λLA < 1如果 ，则问题（1）是 Ulam-Hyers稳定的。

v ∈C4 [0,1]证明　令 是不等式（6）的解，则∣∣∣u(4) (t)−λa (t) f (u( t ))
∣∣∣ ⩽ εΨ (t)　t ∈ [0,1]

ε > 0因此，对于 ，可得

|v( t)−λ
w 1

0
G(t, s)a (s) f (u( s ))ds| ⩽ εΨ (t) t ∈ [0,1]

u (t)由定理 1可知，问题（1）的解 满足

u (t) = λ
w 1

0
G(t, s)a (s) f (u( s ))ds

t ∈ [0,1]则对于 ，有

|v (t)−u (t)| =
∣∣∣∣∣v (t)−λ

w 1

0
G(t, s)a (s) f (u( s ))ds

∣∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣∣v (t)−λ
w 1

0
G(t, s)a (s) f (v( s ))ds

∣∣∣∣∣+
λ

∣∣∣∣∣w 1

0
G(t, s)a (s) ( f (v (s)− f (u( s )))ds

∣∣∣∣∣ ⩽ ε+λLw 1

0
|G(t, s)a (s) (u( s)− v(s )) |ds ⩽ ε+

λL
w 1

0

[
1
6

s
(
1− s)+G2(s )]a (s) |u( s)− v(s )|ds ⩽ ε+λLA|u (t)− v (t) |

即

|v( t)−u(t )| ⩽ ε

1−λLA
= µε　t ∈ [0,1]

因此，问题（1）是 Ulam-Hyers稳定的。 

5    示　例

例 1　考虑以下问题正解的存在性 u(4) (t) = λ
(
100u (t)/exp

(
5

u (t)+1

))
t ∈ [0,1]

u (0)−u (1) = 0,u′ (0)−u′ (1) = u(1/2),u′′ (0) = u′′ (1) = 0
（7）

f0 =
100

exp(5)
f∞ = 100 A =

113
1152

B =
11

9216
0 < f0, f∞ <∞,A f0 < B f∞

λ ∈
(

9216
1100

,
1152exp(5)

11300

)可得 ， ， ， ，则其满足定理 1（F1）中条件 ，因此，

根据定理 1中的（F1），对于任意 ，问题（7）至少有一个正解。该正解的数值模拟如

图 1所示。

例 2　考虑以下问题正解的存在性
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
u(4) (t) = λ

(
u2 (t)+1

)
t ∈ [0,1]

u (0)−u (1) = 0
u′ (0)−u′ (1) = u(1/2),u′′ (0) = u′′ (1) = 0

（8）

A =
113
1152

B =
11

9216
r = 1 N = 3 f0 = f∞ =∞

1
4

r ⩽ u ⩽ r f (u) ⩽ Nr

λ ∈
(
0,

1152
339

)可得 ， 。取 ， ，则满足定理 2中条件 且对 ，满足 ，因

此，根据定理 2，对于任何 ，问题（8）至少有 2个正解。该正解的数值模拟如图 2所示。

例 3　考虑以下问题正解的存在性
u(4) (t) = f (u) t ∈ [0,1]
u (0)−u (1) = 0
u′ (0)−u′ (1) = u(1/2),u′′ (0) = u′′ (1) = 0

（9）

其中

f (u) =
{

2u8+1 0 ⩽ u ⩽ 2
513 u ⩾ 2

A =
113
1152

B =
11

9216
a = 2 b = 8 c = 50 d = 1可得 ， 。取 ， ， ， ，则满足定理 3中的所有条件。因此，根据定理 3，问

题（9）至少有 3个正解。正解的数值模拟如图 3所示。
  

u/
t

100
90
80
70
60
50
40
30
20
10

0
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

t

图 3    方程（9） 3 个解的存在性
  

6    结　论

对一类四阶常微分方程三点边值问题的正解的存在性和稳定性进行了深入研究。首先，分析了相关

格林函数的性质及其估计方法，为后续正解的讨论奠定了理论基础。然后基于这些估计，采用

Krasnosel'skii与 Leggett-Williams不动点定理，探讨了带有权函数的四阶三点边值问题正解的存在性，特
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u/
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t

0.186

0.184

0.182

0.180

0.178

0.176

0.174

0.172

0
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

λ = 1图 2    时方程（8）2 个解的存在性
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别是扰动项在不同取值范围下对正解数量的影响，分别讨论了 1个解、2个解和 3个解的存在条件。在

此基础上，进一步分析了方程解在特定扰动条件下的 Ulam-Hyers稳定性，提供了相应的充分条件。这一

稳定性分析为解决动态系统中解的长期行为问题提供了重要的理论依据。最后，通过实例的数值模拟，

验证了所提出结果的实际应用价值，展示了理论分析在解决实际工程和物理问题中的有效性与重要性。
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