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Cahn-Hilliard方程时间依赖全局吸引子的存在性
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摘 要：基于时间依赖全局吸引子的概念，研究了带有时间依赖惯性系数的 Cahn-Hilliard 方程解

的长时间动力学行为，当非线性函数满足临界增长条件时，利用渐近先验估计和算子分解的方法

证明了有界吸收集的存在性和过程的渐近紧性，从而得到了 Cahn-Hilliard 方程时间依赖全局吸引

子的存在性和正则性。研究结果推广了 Cahn-Hilliard 方程的模型，完善了 Cahn-Hilliard 方程吸引

子的相关理论。
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在边界充分光滑的有界正则域Ω ⊂ R2中，考虑

如下Cahn-Hilliard方程：

ì

í

î
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ïïïï

ε( )t utt + ut + Δ2u - Δf ( )u = h( )x ，x ∈ Ω，t > τ，
u = Δu = 0，x ∈ ∂Ω，
u ( )x，τ = u0( )x ，ut( )x，τ = u1( )x ，x ∈ Ω，

（1）

其中，u = u ( x，t)为Ω × (τ，+∞)上的未知变量，ε ( t)
是关于 t的函数，h ∈ L2(Ω )，单调递减的非负有界函

数ε ( t)和非线性项 f满足下列条件：

1）函数ε ( t)满足条件：

lim
t → ∞ ε ( t) = 0， （2）

且存在正常数L，使得

sup
t ∈ R

[| ε ( t) | + | ε′( t) | ] ≤ L。 （3）
2）函数 f ∈ C2(R)，f (0 ) = 0满足增长性条件：

| f ″( x) | ≤ C (1 + | x | p )，∀x ∈ R，p < 1， （4）
lim|x| → ∞ inf

x

f ( x )
x >-λ1，λ1 = inf

v ∈H 10，v ≠ 0
 ∇v 2

L2 (Ω )
 v 2

L2 (Ω )
x∈R，（5）

其中，λ1 > 0是A = Δ2的第一个特征值。

为研究热力学中两种物质的相互扩散现象，

CAHN等［1］在 1958年提出了Cahn-Hilliard方程。在

Cahn-Hilliard 方程中，未知函数 u表示二元材料中

两相的相对浓度差，研究 Cahn-Hilliard方程在材料

科学中发挥着重要的作用。对于方程（1），当 ε ( t)
为正常数时，文献［2］利用不动点定理，研究了

Cahn-Hilliard 方程经典解在时间上的全局存在性，

文献［3-4］证明了二维非线性的 Cahn-Hilliard方程

解的一致有界性及其全局吸引子的存在性，文献

［5-8］研究了具有惯性项的 Cahn-Hilliard方程解的

整体存在性及渐近性问题；当 ε ( t)为依赖于时间 t

的函数时，研究方程（1）解的渐近形态要使用

CONTI 等［9］提出的时间依赖动力系统模型。文献

［10-11］基于此时间依赖模型证明了时间依赖全

局吸引子的存在性，完善了研究时间依赖动力系

统的模型框架。汪璇等［12-13］结合修正的拉回吸引

子理论，研究了记忆型抽象发展方程和Kirchhoff型
波方程的时间依赖全局吸引子的存在性和正则

性。MA 等［14］研究了非经典反应扩散方程的时间依
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赖全局吸引子的存在性和正则性，苏小虎等［15］研究

了梁方程时间依赖全局吸引子的存在性。对于其

他方程时间依赖全局吸引子存在性的证明参照文

献［16-21］。
目前对具有惯性项的 Cahn-Hilliard 方程研究

较多，但是对惯性项为依赖时间的有界函数的研究

文献较少。本文受文献［3，9-11，14］的启发，运用

先验估计及算子分解的方法，研究带时间依赖的

Cahn-Hilliard 方程全局吸引子存在性及正则性，揭

示了 Cahn-Hilliard方程解的长期动力学行为，完善

了Cahn-Hilliard方程吸引子的相关理论。

1　预备知识

空间L2中的内积与范数定义如下：

u，v = ∫
Ω
u ( x ) v ( x )dx，      u 2 = ∫

Ω
| u ( x ) |2 dx。

由 A生成的 Hilbert 空间族 Hθ = dom ( Aθ 4 ) (0 ≤
θ ≤ 2) 中的内积与范数定义如下：

u，v
θ

= ∫
Ω
Aθ 4u ( x ) Aθ 4 v ( x )dx，

 u 2
θ

= ∫
Ω
| Aθ 4u ( x ) |2 dx。

特别地，有紧嵌入Hθ + 1 ⊂ Hθ。

定义时间依赖空间 H θ
t = Hθ + 2 × Hθ ( t ∈ R，0 ≤

θ ≤ 2)，并赋予相应范数：

 { }u，ut
2
H θ
t

=  u 2
θ + 2 + ε ( t )  ut

2
θ
。

当 θ = 0时，记Ht = H2 × H，对应范数为

 { }u，ut
2
Ht

=  u 2
2 + ε ( t )  ut

2。
定义 1［9］　设{Xt}t ∈ R是一族赋范线性空间，若

双参数算子族{U ( t，τ )：Xτ → Xt，t ≥ τ，τ ∈ R}满足

以下性质：

1）对∀τ ∈ R，U ( t，τ ) = Id是Xτ上的恒等映射，

2）对∀t ≥ s ≥ τ，τ ∈ R，U (t，s)U (s，τ) = U (t，τ)，
则称U ( t，τ ) 是一个过程。

定义 2［9］　如果对任意的 t ∈ R，存在R > 0，使得

Ct ⊂ Bt (R )，则称有界集Ct ⊂ Ht的集合族C = {Ct}t ∈ R
是一致有界的。

定义 3［9］　如果集合族 B = {Bt}t ∈ R一致有界，

且对任意的 R > 0，存在 t0 = t0 ( t，R ) ≤ t，使得 τ ≤
t0 ⇒ U ( t，τ )Bτ (R ) ⊂ Bt，则称B是拉回吸收的。

定义4［9］　如果对任意的R > 0，存在 t0 ( t，R ) ≤ t，
使得τ ≤ t - t0 ⇒ U ( t，τ )Bτ (R ) ⊂ Bt，则称一致有界集

族B = {Bt}t ∈ R是过程U ( t，τ ) 的时间依赖吸收集。

定理1［14］　过程U ( t，τ ) 是渐近紧的，即集合

K={ }K ={ }Kt t ∈ R：Kt ⊂ Xt是紧的，K是拉回吸引的

是非空的，则时间依赖吸引子A存在且唯一。

定义 5［13］　如果任意的 t ≥ τ，U ( t，τ ) Aτ = A，则

称时间依赖吸引子A = {At}t ∈ R是不变的。

2　主要结果

2.1　适定性

由标准的 Galerkin 方法可以得到方程（1）解 u
的适定性。

定理 2[20]　假设条件（2）~（5）成立，初始条件

(u0，u1 ) ∈ (H 2 (Ω ) ∩ H 10 (Ω ) ) × L2 (Ω )，方程（1）在区

间[ τ，T ) × Ω中存在唯一弱解u ∈ C ( [ τ，T )，H 2 (Ω ) ∩
H 10 (Ω ) )，ut ∈ C ( [ τ，T )，L2 (Ω ) )。

因 此 可 以 定 义 过 程 族 U ( t，τ )：Hτ → Ht，即

U ( t，τ ) z (τ ) = {u (τ )， }ut (τ ) ，其 中 z (τ ) ∈ Hτ，z ( t ) =
(u ( t )，ut ( t ) ) 是方程（1）关于初始时刻 τ和初始值

z (τ ) 的唯一解。

2.2　时间依赖吸收集

引理 1　假设条件（2）~（5）成立，设U ( t，τ ) z (τ )
是问题（1）对于初始时刻 τ和初始值 z (τ ) 的解，则存

在常数C，使得 U ( t，τ ) z (τ )
Ht

< C，∀τ ≤ t， （6）
其中，常数C = C (R ) ≥ 0。

证明　设 0 < δ < 1，用 2ut + 2δu与方程（1）在

L2中做内积可得

ε ( )t utt，2ut + 2δu + ut，2ut + 2δu +
Δ2u，2ut + 2δu - Δf ( )u ，2ut + 2δu =
h ( )x ，2ut + 2δu 。

根据条件（4）和（5），由 Sobolev 嵌入定理可知，

存在K > 0使得

 f (u )
L∞ < K， f ′ (u )

L∞ < K， f ″ (u )
L∞ < K，

所以| (Δf (u )，2u t + 2δu ) | = | (Δf (u )，2u t ) | +
          || ( )Δf ( )u ，2δu ≤ 2 | ( f ′(u )∇u，∇u t ) | +
          2δ | ( f ′(u )∇u，∇u ) | ≤
          2 ∫

Ω
| f ′(u ) || ∇u | || ∇ut dx +

          2δ∫
Ω
| f ′(u) || ∇u | || ∇u dx ≤

          Kλ1
d
dt  u 2

2 + 2Kδλ1 u 2
2。 （7）

由式（7）可知
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d
dt (ε ( t )  ut

2 + (1 - Kλ1 )  u 2
2 + δ u +

2δε(t) (ut，u) - 2(h，u) ) + 2δ (1 - Kλ1 ) u 2
2 +

2(1 - ε′ (t) - δε(t) )  ut
2 - 2δε′ (t) (ut，u) -

2δ (h，u ) ≤ 0。 （8）
定义泛函：

E ( t ) = ε ( t )  ut
2 + (1 - Kλ1 )  u 2

2 + δ u +
2δε ( t ) (ut，u ) - 2 (h，u )。 （9）

由Hölder不等式、Young不等式以及Poincaré不
等式，并结合式（3），得到以下估计：

2δ | ε′ (ut，u ) | ≤ 2δL ut  u ≤ 1
2  ut

2 +
3δ2L2

2  u 2
2， （10）

将式（9）、（10）代入式（8），可得
d
dt E ( t ) + ( )3

2 - 2ε′ - 2δε  ut
2 +

δ ( )2 - 2Kλ1 - 3δL2

2  u 2
2 - 2δ (h，u ) ≤ 0。

设 I ( t ) = ε ( t )  ut
2 + ( )2 - 2Kλ1 - 3δL2

2  u 2
2 -

                    2δ (h，u )，
则有

d
dt E ( t ) + δI ( t ) ≤ 0，

因此有E ( t ) ≤ -δ ∫
τ

t

I ( s)ds + E (τ )。 （11）
由Hölder不等式、Young不等式以及Poincaré不

等式，可得

E (t) ≥ ε(t)  ut
2 + (1 - Kλ1 ) u 2

2 - ε ( t )
2  ut

2 -
3δ2L2

2  u 2
2 - 1

2  u 2
2 - 1

λ2
 h ≥

( )1
2 - Kλ1 - 3δ2L2

2  u 2
2 + ε ( t )

2  ut
2 -

1
λ2

 h 。
I ( t ) ≥ ε ( t )  ut

2 + ( )2 - 3δL2

2 - 2Kλ1  u 2
2 -

- 1
2  u 2

2 - 1
λ2

 h ≥ ( )3
2 - 3δL2

2 - 2Kλ1 ·
 u 2

2 + ε ( t )  ut
2 - 1

λ2
 h 。

取足够小的 δ，使得存在一个正常数C，有

E ( t ) ≥ C ( ) u 2
2 + ε ( t )  ut

2 - M， （12）
I ( t ) ≥ C ( ) u 2

2 + ε ( t )  ut
2 - M， （13）

其中，M = 1
λ2

 h 。利用式（10）~（12），有

C ( ) u 2
2 + ε ( t )  ut

2 - M ≤ -δ (C ( u 2
2 +

))ε ( t )  ut
2 - M ds + E (τ )。

因此，对任意的R0 ≥ M
C，存在 t0，使得

 u ( t0 ) 2
2 + ε ut ( t0 ) 2 ≤ R0。

令B0 = ∪ t ≥ τU ( t，τ )B1，则

B 1 = {(u0，u1 ) ∈ Hτ： u0
2
2 + ε u1

2 ≤ R 0}是有界

吸收集。因此B0也是过程族{U ( t，τ )}的有界吸收集。

为方便证明，本文中所出现的正常数C在每一

行或者同一行中可能都代表不同的数。

引理 2　假设条件（2）~（5）成立，对每个初值

zi (τ ) ∈ Hτ 且  zi (τ )
Hτ

≤ R，i = 1，2，则存在不依赖

zi (τ ) 的常数C ≥ 0，使得

 U ( t，τ ) z1 (τ ) - U ( t，τ ) z2 (τ )
Ht

≤
eC ( t - τ ) z1 (τ ) - z2 (τ )

Hτ
，∀t ≥ τ。

证明　设 z1 (τ)，z2 (τ) ∈ Hτ， zi (τ )
Hτ

≤ R(i = 1，2)，
由引理1中的能量估计可知

 U ( t，τ ) zi (τ )
Ht

≤ C。 （14）
令{ui ( t )， }∂ tui ( t ) = U ( t，τ ) zi (τ ) ( i = 1，2)，且
z̄ (t) = {ū (t)，ūt (t)} = U (t，τ) z1 (τ) - U ( t，τ ) z2 (τ )。

因此，这两个解的差关于初始值 z̄ (τ) = z1 (τ) - z2 (τ)
满足以下方程：

ε( t) ūtt + ūt + Δ2 ū - Δ( )f ( )u1 - f ( )u2 = 0。 （15）
将2ūt与式（15）在L2中做内积，可得
d
dt  -z

2
Ht

+ ( )2 - ε′ ( t )  ūt =
2 ( )Δ ( )f ( )u1 - f ( )u2 ，ūt ， （16）

且2 ( )Δ( )f ( )u1 - f ( )u2 ，ūt ≤ 2 ∇ ( )f ( )u1 - f ( )u2 ·
 ∇ūt ≤ 2K  ∇ū  ∇ūt ≤ 2 ūt

2 + K 2

2  ū 2
2 ≤

2 ūt
2 + C ū 2

2。 （17）
将式（16）~（17）代入式（14），可得
d
dt  z̄ ( t ) 2

Ht
≤  z̄ (τ ) 2

Ht
。

利用Gronwall引理，在[τ， ]t 上可得

 z̄ ( t ) 2
Ht

≤  z̄ (τ ) 2
Hτ
·eC ( t - τ ) =

 z1 (τ ) - z2 (τ ) 2
Hτ
·eC ( t - τ )。

其中，C ≥ 0是与R有关的常数。

记 Bt (R ) = { }z ∈ Ht： z
Ht

≤ R 。下述时间依赖

吸收集的存在性定理。
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定理 3［8］　假设条件（2）~（5）成立，存在R0 > 0，
使得过程族 {U ( t，τ )}的时间依赖吸收集为 B =
{Bt (R0 )}

t ∈ R，并且对M0 ≥ R0，有

sup
z ∈ Bτ (R0 ){ U ( t，τ ) z (τ )

Ht
+ ∫

τ

∞
 ut ( y ) 2dy} ≤ M0，

∀t ∈ R。 （18）
2.3　时间依赖全局吸引子的存在性

2.3.1　算子分解

先 将 非 线 性 项 f 分 解 为 f = f0 + f1，此 时 f0， 
f1 ∈ C2 (R )，且存在正常数 k0、k1，满足：

| f ′1 (u ) | ≤ k，∀u ∈ R， （19）
| f ′0 (u ) | ≤ k (1 + | u |

4
m - 4 )，∀u ∈ R， （20）

f0 (0 ) = f ′0 (0 ) = 0， （21）
f0 (u )u ≥ 0，∀u ∈ R。 （22）
设B = {Bt (R0 )}

t ∈ R是由定理 3所生成的时间依

赖吸收集，固定 τ ∈ R，则对任意的 z (τ ) ∈ Bτ (R0 )，
将过程U ( t，τ ) z (τ ) 做如下分解：

U ( t，τ ) z (τ ) = {u ( t )，ut ( t ) } =
U0 ( t，τ ) z (τ ) + U1 ( t，τ ) z (τ )，

其 中 ，U0 ( t，τ ) z (τ ) = {v ( t )， }vt ( t ) 和 U1 ( t，τ ) z (τ ) =
{w ( t )， }wt ( t ) 分别满足：

ì
í
î

εvtt + vt + Av - A1 2 f0( )v = 0，
U0 (τ，τ ) = z， （23）

和
ì
í
î

εwtt + wt + Aw - A1 2 ( f ( )u - f0( )v ) = h，
U1 (τ，τ ) = 0。 （24）
引理 3　假设条件（2）~（5）成立，存在 δ =

δ (B ) > 0，使得

 U0 ( t，τ ) z (τ )
Ht

≤ Ce-δ ( t - τ )，∀t ≥ τ成立。

证明　由引理1，有
 U0 ( t，τ ) z (τ )

Ht
≤ C。 （25）

定义泛函

E1 ( t ) =  U0 ( t，τ ) z (τ ) 2
Ht

+ δ v 2 + 2δε ( vt，v ) -
Kλ1 u 2

2，

由式（25），可得
1
2  U0 ( t，τ ) z (τ ) 2

Ht
≤ E1 ( t ) ≤ C U0 ( t，τ ) z (τ ) 2

Ht
，（26）

用2vt + 2δv与方程（23）在L2中做内积，可得
d
dt E1 ( t ) + 2δ (1 - Kλ1 )  v 2

2 + 2 (1 - ε′ ( t ) -
δε )  vt

2 ≤ 2δε′ ( t ) ( vt，v )。
由Hölder不等式、Young不等式以及Poincaré不

等式，并结合式（3），得到以下估计：

2δ | ε′ ( vt，v ) | ≤ 2δL vt  v ≤ 1
2  vt

2 + 3δ2L2

2  v 2
2，

整理上式并结合条件（22），可得
d
dt E1 ( t ) + δ U0 ( t，τ ) z (τ ) 2

Ht
≤ 0。

最后，利用 Gronwall 引理可证得结论成立。由

以上证明可得下面估计式成立。

sup
t ≥ τ

é
ë
 U ( t，τ ) z (τ )

Ht
+  U0 ( t，τ ) z (τ )

Ht
+

 U1 ( t，τ ) z (τ )
Ht

ù
û

≤ C。 （27）
引理 4　假设条件（2）~（5）成立，存在 M =

M (B ) > 0，使得 U1 ( t，τ ) z (τ )
H 1 3
t

≤ M。
证明　取足够小的δ > 0和足够大的C > 0，并令

E2 ( t ) =  U1 ( t，τ ) z (τ ) 2
H 1 3
t

+ δ w 2
1 3 +

2δε (wt，A1 6w ) - 2 (h，A1 6w ) + C，
且

1
2  U1 ( t，τ ) z (τ ) 2

H 1 3
t

≤ E2 ( t ) ≤
2 U1 ( t，τ ) z (τ ) 2

H 1 3
t

+ 2C。 （28）
用2A1 6wt + 2δA1 6w与方程（24）做内积，有
d
dt E2 ( t) + 2(1 - ε′ ( t) - δε)  wt

2
1 3 + 2δ w 2

3 7 -
2δ (h，A1 6w ) - ( A1 2( f (u ) - f0 (v))，2A1 6wt +
2δA1 6w) = 2δε′ (wt，A1 6w)。 （29）

由式（3）和足够小的 δ，利用 Hölder 不等式、

Young不等式以及嵌入不等式，得到以下估计：

2δε′| (wt，A1 6w ) | ≤ 1
2  wt

2
1 3 + 3δ2L2

2  w 2
3 7。

利 用 条 件（20）、条 件（21）以 及 连 续 嵌 入

H (3p - 6) 2p ⊂ Lp (Ω ) ( p > 2)，结合式（27）和（28）可得

2( A1 2 ( f (u ) - f0 ( v ) )，A1 6wt ) ≤
2 || ( )A1 2 ( f (u ) - f ( v ) )，A1 6wt +
2 || ( )A1 2 ( f ( v ) - f0 ( v ) )，A1 6wt ≤
2 || ( )( f ′( )u - f ′( )v )ut，A1 6wt +
2 || ( )( f ′( )v - f ′0 ( v ) )ut，A1 6wt ≤
C ∫

Ω( )1 + || u
8 - m
m - 4 + || v

8 - m
m - 4 || w || ut ·

|| A1 6wt dx + C ∫
Ω( )1 + || v

4
m - 4 || wt ·

|| A1 6wt dx ≤ C ( )1 +  u
8 - m
m - 4
1 3 +  v

8 - m
m - 4
1 3 ·

 w 4 3 ut  w 5 3 ≤ C ut  w 2
7 3 ≤

δ
4 E2 + C ut

2
 w 2

7 3， （30）
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2 ( A1 2 ( f (u ) - f0 ( v ) )，A1 6w ) ≤
2 | ( ( f ′(u) - f ′( v) )ut，A1 6w) | +
2 | ( ( f ′( v) - f ′0 ( v ) )ut，A1 6w) | ≤
C (1 + | u |

8 - m
m - 4
L18(8 - m ) 5(m - 4) + | v |

8 - m
m - 4
L18(8 - m ) 5(m - 4) ) | w |4 3·

| ut || w | + C (1 + | v |
4

m - 4
L6 ) | wt |1 3| w |1 ≤

C u 2
2 w 2

7 3 ≤ δ
4 E2 + C u 2

2 w 2
7 3。 （31）

将式（30）和（31）代入式（29）中，可得
d
dt E2 ( t ) + δ

2 E2 ( t ) ≤ qE2 ( t ) + C，
其中，q = C ( ) ut

2 +  u 2
2 。由式（18）和引理3可知

∫
τ

∞
q ( y )dy ≤ C，

并且E2 ( t ) ≤ CE2 ( t )e- δ4 ( t - τ ) + C ≤ C。
结合式（28），得到U1 ( t，τ ) z (τ ) 在空间H 1 31 中的

有界性。

2.3.2　不变吸引子的存在

定理 4　假设条件（2）~（5）成立，由方程（1）生

成的过程族U ( t，τ ) 在Ht中拥有一个不变的时间依

赖全局吸引子A = {At}t ∈ R。

证明　根据引理4，考虑族K = {Kt}t ∈ R，其中，

Kt = {z ( t ) ∈ H 1 3
t ： z ( t )

H 1 3
t

≤ M}。
由紧嵌入H 1 3

t ⊂ Ht可知Kt是紧的；又因为常数

M与 t无关，则K一致有界。基于定理 2，结合引理 3
和引理4，可得K是拉回吸引的。即

δ (U ( t，τ )Bτ (R0 )，Kt ) ≤ Ce-δ ( t - τ )，∀t ≥ τ。
因此，U ( t，τ ) 是渐近紧的，从而证明了 U ( t，τ )

存在唯一时间依赖全局吸引子A = {At}t ∈ R。并且

由引理 1 可知过程{U ( t，τ )}是强连续的，则根据文

献［9］中的定理5.6可知吸引子A的不变性。

2.4　吸引子的正则性

固定 τ ∈ R，对 zτ ∈ Aτ，把 U ( t，τ ) z (τ ) 分解为

U3 ( t，τ ) z (τ ) + U4 ( t，τ ) z (τ )，其 中 ，U3 ( t，τ ) z (τ ) =
{v(t)， }vt ( t ) 和U4 (t，τ) z (τ) = {w ( t )， }wt ( t ) ，分别满足：

ì
í
î

εvtt + vt + Av = 0，
U3 (τ，τ ) = z， （32）

和
ì
í
î

εwtt + wt + Aw - A1 2 f ( )u = h，
U4 (τ，τ ) = 0。 （33）

作为引理3的特殊情况，显然有

 U3 ( t，τ ) z (τ )
Ht

≤ Ce-δ ( t - τ )，∀t ≥ τ。 （34）
引理5　假设条件（2）~（5）成立，对M1 = M1 (A)，有

sup
t ≥ τ

é
ë U4 ( t，τ ) z (τ )

H 1
t

ù
û

≤ M1成立。

证明　定义泛函：

E3 ( t ) =  U4 ( t，τ ) z (τ ) 2
H 1
t

+ δ w 2
1 +

2δε (wt，A1 2w ) - 2 (h，A1 2w ) + C，
对足够小的 δ和足够大的C，有

1
4  U4 ( t，τ ) z (τ ) 2

H 1
t

≤ E3 ( t ) ≤
2 U4 ( t，τ ) z (τ ) 2

H 1
t

+ 2C， （35）
用2A1 2wt + 2δA1 2w与式（33）在L2中做内积，可得

d
dt E3 ( t ) + 2 (1 - ε′ ( t ) - δε )  wt

2
1 + 2δ w 2

3 -
2δ (h，A1 2w) - (A1 2 f (u)，2A1 2wt + 2δA1 2w) =
2δε′ (wt，A1 2w )。

通过计算，可推导出
d
dt E3 ( t ) + δE3 ( t ) ≤ ( A1 2 f (u )，2A1 2wt +

2δA1 2w ) + δC，
其中，C > 0是与At在H 1 3

t 中的界有关的常数，且
2( A1 2 f (u )，A1 2wt ) + 2δ ( A1 2 f (u )，A1 2w ) ≤

2 f ″ (u )  ut (  wt 1 +  w 1 ) ≤
2KE3 + C ≤ δ

2 E3 + C。
因此

d
dt E3 ( t ) + δ

2 E3 ( t ) ≤ C。
利 用 Gronwall 引 理 ，结 合 式（35）可 得

 U4 ( t，τ ) z (τ )
H 1
t

的一致有界性。

定理 5　在族K中，对所有的 t ∈ R，时间依赖吸

引子{At}t ∈ R在H 1
t 中有界，且界与时间 t无关。

证明　令K 1
t = {z ∈ H 1

t： z
H 1
t

≤ M1}。
由不等式（34）和引理5，对 t ∈ R，有
lim
τ → -∞ δ (U ( t，τ ) Aτ，K 1

t ) = 0。
由A的不变性，有 δt ( At，K 1

t ) = 0。
因此，At ⊂ --

K 1
t = K 1

t 。即证明了At在H 1
t 中有界，

且与 t ∈ R无关。

3　结束语

本文研究了带有时间依赖惯性系数的 Cahn-
Hilliard方程，并证明了其时间依赖全局吸引子的存

在性与正则性。通过渐近先验估计和算子分解方

法，克服了时间依赖系数带来的复杂性，揭示了该

方程解的长期动力学行为。研究结果不仅推广了 
Cahn-Hilliard 方程的模型，也为理解和分析更广泛

的时间依赖动力系统提供了理论基础。未来的研
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究工作可以进一步探讨具有更复杂非线性项、随机

扰动或不同边界条件下的吸引子行为，不断完善该

领域的理论体系。
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The existence of time-dependent global attractor for Cahn-Hilliard equation
MA Nannan，JIANG Jinping*，YANG Yiyao

（College of Mathematics and Computer Science， Yan’an University， Yan’an 716000， China）
Abstract：Based on the notion of the time-dependent global attractor， the long-time dynamic behavior of the solu⁃
tion for the Cahn-Hilliard equation with the time-dependent inertial coefficients was considered. When the 
nonlinear function satisfies the critical growth condition， the existence of the bounded absorbing set and the 
asymptotic compactness of the process were demonstrated by using the asymptotic priori estimates and the method 
of operator decomposition， and then the existence and regularity of the time-dependent global attractor of the 
Cahn-Hilliard equation were proved. The research findings extend the Cahn-Hilliard equation model and advance 
the theoretical understanding of Cahn-Hilliard equation attractors.
Key words：Cahn-Hilliard equation； time-dependent global attractor； asymptotic prior estimate； operator decomposition
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