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摘   要： 地下倾斜矩形采场的稳定性与顶板应力及位移的分布密切相关，而目前关于矩形开挖围岩应力

及位移的解析方法应用于大宽高比倾斜矩形采场时误差较大，且并未考虑采场倾角和支护力的影响 . 本文基

于复变函数理论，提出了大宽高比倾斜矩形采场的映射函数表达式，推导了采场在双向不等压应力和支护力

作用下围岩应力和位移解析解，分析了采场倾角、宽高比和支护力对顶板应力和位移分布的影响 . 结果表明：

解析解与 FLAC 模拟解的偏差小于 5%；随着采场倾角的增大，顶板的应力和位移非对称分布趋势加剧，卸压

程度和位移量逐渐降低；随着采场宽高比的增大，顶板卸压程度和位移量逐渐增大；采场支护体施加的支护

力能够改善采场围岩的应力环境，降低顶板的下沉量 .
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Abstract： The stability of inclined rectangular stope is closely related to the stress and 
displacement distribution of stope roof in underground mines.  However， the current theoretical 
method for stress and displacement of surrounding rock in rectangular excavation has a significant 
error when applied to inclined rectangular stopes with large width‑height ratio， and the influence 
of excavation dip angle and supporting stress is not considered.  Based on the complex function 
theory， this paper puts forward the mapping function expression of inclined rectangular stope 
with large width‑height ratio， and derives the analytical solution of stress and displacement of 
surrounding rock in stope under bidirectional unequal pressure and supporting stress.  Besides， 
the influence of stope dip angle， width‑height ratio and supporting stress on stress and 
displacement distribution of stope roof is analyzed.  The results show that the deviation between 
analytical solution and FLAC simulation solution is less than 5%.  In addition， the asymmetric 
distribution trend of stress and displacement around stope roof intensifies as the stope dip angle 
increases， and the degree of pressure relief and vertical displacement gradually decreases.  With 
the increase of stope width‑height ratio， the pressure relief degree and the displacement of stope 
roof gradually increase.  The supporting stress exerted by supporting bodies can improve the stress 
environment of surrounding rock and reduce the roof subsidence.
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在地下采矿工程领域，为了提高矿石资源的

开采效率，倾斜矩形采场结构参数逐渐向大宽高

比方向发展，即沿采场倾向方向的宽度与开采高

度的比值逐渐增加 . 然而，大宽高比采场结构顶

板稳定性问题尤为突出，其更易诱发顶板冒落、

垮塌等地压灾害［1］. 此外，受矿体倾角影响，倾斜

矩形采场围岩应力和位移呈现偏对称分布特征，

其破坏机制与水平开挖空间有较大差异［2］. 究其

原因，采场的几何结构和应力环境对围岩应力位

移具有较大影响，因此准确求解不同因素下采场

围 岩 应 力 及 位 移 分 布 特 征 是 保 证 采 场 稳 定 的

前提 .

对于倾斜采场围岩应力和位移分布规律的

研究，主要有三种研究方法 . 其一，数值模拟方法

主要用于现场实际开挖工程问题［3］，其能够模拟

复杂地质条件下围岩的应力和位移分布特征 . 

Ravandi 等［4］运用 FLAC3D 建模计算了非静水应力

场 中 圆 形 、D 形 和 马 蹄 形 隧 道 的 壁 面 位 移 ；

Abbo 等［5］使用有限元极限分析方法研究了平面

应变条件下矩形隧道的稳定性 . 该方法针对具体

问题建立单独的计算模型，并对模型尺寸和网格

密度进行敏感性分析，从而确保模拟结果的准确

性，但是过程稍繁琐，且无法直观揭示各变量对

结果的影响 . 其二，通过在现场布置监测设备能

够获得开采引起的围岩应力和位移变化［6］，但是

受监测周期长、设备成本高等因素影响，限制了

现场工业试验的开展 . 其三，理论分析方法作为

理解问题本质最有效的研究方法，其能够直观地

揭 示 不 同 变 量 对 围 岩 应 力 和 位 移 分 布 的 影 响

规律［7］.

鉴于理论分析方法的优势，许多学者采用弹

塑性理论求解了地下圆形巷道开挖围岩应力和

位移的弹性和弹塑性解［8-9］. 然而，对于非圆形水

平 孔 口 开 挖 问 题 ，目 前 尚 处 于 研 究 阶 段 .

Muskhelishvili 提出的复变函数方法在分析无限

大弹性平面矩形孔口问题具有突出的优势［10-11］，

被广泛用于推导非圆形开挖问题中应力和位移

的解析解 . 在矩形开挖空间围岩应力和位移求解

方面，Huo 等［12］推导了宽高比为 1∶1~3∶1 条件下

深埋水平矩形开挖空间围岩的应力和位移解；

Zhao 等［13］研究了不同侧压力系数条件下方形隧

道围岩的应力分布 . 此外，Lei 等［14］和 Ng 等［15］提

出了在远场倾斜单向应力作用下的水平矩形孔

围岩应力位移的解析解 . 综上，对于地下矩形开

挖空间而言，大多数研究集中在对宽高比为 3∶1

以下水平巷道或硐室等开挖问题的分析，其采用

3 项映射函数即可得到较为精确的解答，但是对

于大宽高比条件下矩形采场围岩应力和位移求

解时存在误差大、精度低等缺点 . 此外，倾角作为

倾斜矩形采场的一个重要结构特征，其对采场的

应力和位移分布有很大影响，目前多数研究并未

考虑开挖空间自身角度的影响 .

除了地下采场几何特征的影响外，为了提高

大结构参数采场顶板稳定性，采场内布置的矿柱

和锚杆等支护体能够对采场围岩提供一定的支

护力［16］，其对采场围岩的应力及位移分布也有较

大影响 . 在支护体作用下巷道或采场围岩应力及

位移解析解研究方面，Wang 等［17］利用复势理论

计算了圆形衬砌隧道周围的应力和位移 . 基于弹

性力学叠加原理，Wang 等［18］和 Gao 等［19］提出了

圆形和非圆形衬砌隧道应力和位移的解析解；

Dong 等［20］推导了具有有限厚度衬砌的圆形隧道

特性的解析解 . 然而，目前的研究主要集中于简

单几何形状（圆形或椭圆形）的水平巷道或隧道，

而支护力作用下的倾斜矩形采场围岩应力和位

移解求解问题尚未得到解决 .

鉴于目前对非圆形开挖空间围岩应力和位

移解析解的研究现状，国内外学者主要研究了开

挖几何结构、边界应力或支护力等单一因素的影

响 . 然而，实际的采场开采问题是地下工程中各

种因素相互作用的结果 . 本文旨在推导大宽高比

结构的倾斜矩形采场围岩应力和位移分布的解

析解，同时考虑远场双向不等压边界应力和均匀

支护力的联合效应，从而用于初步预测倾斜矩形

采场围岩的稳定性并对支护设计提供理论基础 .

1　力学模型构建

1. 1　基本假设

根据倾斜矿体赋存特征，矿体沿走向方向一

般延伸几百米至上千米，远大于单个采场沿矿体

倾向方向的长度，可将单个采场开挖围岩应力和

位移求解问题近似视为平面应变问题 . 然而在矿

体实际开采过程中，采场围岩的岩体条件和应力

环境较为复杂，在计算之前需作出以下假设：

1） 围岩为均质、各向同性的连续介质，只产

生弹性变形，且断面尺寸远小于模型整体尺寸；

2） 由于采场的开采高度远小于其埋深，因此

可忽略采场附近由于重力引起的梯度效应，模型

边界应力视为均匀分布；
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3） 对于采场内原岩矿柱或人工矿柱等支护

体，将其支护作用等效为与采场顶底板垂直的均

匀支护力 F.

1. 2　计算原理

根据简化后倾斜矩形采场的几何特征和应

力环境，建立如图 1a 所示力学模型 . 以矩形采场

形心为原点建立直角坐标系 xoy，其中 x 轴和 y 轴

分别与采场长边和短边保持平行，采场倾角为δ.此

外，采场受到竖直方向上的远场边界应力 σv=p，水

平方向上的远场边界应力σh=kσv，k为侧压力系数 .

支护力作用下双向不等压倾斜矩形采场围

岩应力及位移解的计算流程如图 2 所示 . 首先需

要分析大宽高比矩形采场的保角变换，本文通过

增加映射函数项数并修正对应系数，将物理平面

上的大宽高比矩形采场变换为像平面上单位圆 .

随后考虑采场倾角和支护力两个因素，基于弹性

力学复变函数理论求解远场应力和支护力联合

作用下的应力势函数，从而计算围岩应力和位移

解析分量 . 在求解围岩应力势函数过程中，根据

弹性力学的叠加原理，支护力作用下应力势函数

可以分解成两部分单独求解后叠加 . 首先计算远

场应力作用、无支护力情况下的采场围岩应力势

函数，如图 1b 所示；然后计算无远场原岩应力、仅

有支护力情况下的采场围岩应力势函数，如图 1c

所示；最后将两种情况下的解析函数叠加，即可求

得均匀支护力作用下采场围岩的应力复变势函数 .

2　支护力作用下倾斜采场围岩应力
及位移解析解推导

2. 1　复变函数保角变换

在复平面 z 中（z=x+iy），假设深埋矩形采场

宽、高分别为 2a，2b，则宽高比 m=a/b，根据确定的

映射函数能够将物理平面 z 上采场外部区域变换

至像平面 ζ 上单位圆内部区域，如图 3 所示 .

对于地下巷道或硐室等宽高比较小的开挖

结构，多数研究提出映射函数取至 ζ3 项即可满足

精度要求 . 然而，地下倾斜采场沿矿体倾向方向

的宽度与开采高度的比值可达 9∶1，本文通过增

加映射函数表达式项数至 ζ9 项，实现对大宽高比

采场结构围岩应力及位移的计算分析 . 由于 z 平

面倾斜矩形采场关于 x 和 y 轴对称，映射函数偶

数次项系数均为 0，确定映射函数基本形式为［21］

z=ω(ζ )=R(
1
ζ
+c1ζ+c3ζ

3+c5ζ
5+c7ζ

7+c9ζ
9+).（1）

式 中 ：R 为 采 场 形 状 参 数 ；c1 =
m - 1
m + 1

，

c3 =
-2m

3(m + 1)2
，c5=

-2m(m-1)
5(m+1)3

，c7=
-2m(m2-3m+1)

7(m+1)4
， 

图1　支护力作用下倾斜矩形采场力学模型

Fig. 1　Mechanical model of inclined rectangular stope under supporting stress
（a）—边界应力和支护力组合条件； （b）—仅边界应力条件； （c）—仅支护力条件 .

图3　倾斜矩形采场的保角变换

Fig. 3　Conformal transformation of the inclined
rectangular stope

图2　支护力作用下倾斜采场围岩应力和位移计算流程

Fig. 2　Calculation flow of stress and displacement
of surrounding rock in inclined stope under
supporting force
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c9 =
-2m(m3 - 6m2 + 6m - 1)

9(m + 1)5
. 对 于 ζ 平 面 中 的 单 位 圆 ，取 ρ 为 1，那 么 ζ=

 ρeiθ =  cosθ +  isinθ，则式（1）可以写为

ü
ý
þ

x = R(cos θ + c1 cos θ + c3 cos 3θ + c5 cos 5θ + c7 cos 7θ + c9 cos 9θ)
y = R(-sin θ + c1 sin θ + c3 sin 3θ + c5 sin 5θ + c7 sin 7θ + c9 sin 9θ).

（2）

根据保角变换的映射关系，z 平面上倾斜矩

形采场右边界中点（a，0），顶板中点（0，b）和右顶

角（a，b）与像平面 ζ 上的点（1，0），（1，-π/2）以及

（1，θ）分别相互对应 . 结合式（2）可得

ü
ý
þ

a = R(1 + c1 + c3 + c5 + c7 + c9 )，

b = R(1 - c1 + c3 - c5 + c7 - c9 ).
（3）

因此，根据映射函数确定的 z 平面中倾斜矩

形采场的宽高比为

a
b
=m

315m4 + 1012m3 + 1812m2 + 888m + 263
263m4 + 888m3 + 1812m2 + 1012m + 315

>m.

（4）

根据式（4）看出，通过映射函数确定的宽高

比较实际矩形孔口形状的大，会产生一定的映射

偏差 . 为了提高计算的精度，引入修正系数 ε（λ=

εm）对保角映射函数进行修正，将 λ 替换 m 代入

式（4），可得

εm
315(εm)4+1012(εm)3+1812(εm)2+888εm+263
263(εm)4+888(εm)3+1812(εm)2+1012εm+315

=m.

（5）

由式（5）可计算出矩形采场在不同宽高比 m

条件下的修正系数 ε，将 λ 替换 m 代入式（1），即

可求得修正后的映射函数系数 . 此处，设计倾斜

矩形采场开采高度为 4 m，求得不同宽高比条件

下映射函数系数的值，如表 1 所示 .

由表 1 可知，随着矩形采场宽高比 m 的增大，

修正系数 ε 逐渐减小，表明随着矩形采场宽高比

的逐渐增大，未修正前映射函数计算的孔口形状

与实际断面形状偏差逐渐增大 . 为了验证修正后

映射函数的准确性，拟合了宽高比为 8∶1 条件下

3 项映射函数、未修正的 6 项映射函数和修正后

的 6 项映射函数的保角映射采场形状，如图 4 所

示 . 可以看出，宽高比为 8∶1 条件下，3 项映射函

数与矩形采场实际断面形状相差较大，6 项映射

函数降低了保角映射偏差，但其与实际形状仍然

存在差异 . 基于本文修正后的 6 项映射函数获得

的采场形状与预期的形状偏差可以忽略不计，其

能够满足复变函数应力及位移的计算 .

2. 2　应力势函数推导

2. 2. 1　远场边界应力作用下应力势函数

在求解矩形采场围岩应力和位移解析解时，

应先寻找满足边界条件的势函数 . 首先讨论仅在

远场应力作用下倾斜矩形采场围岩应力势函数

的推导 . 根据式（1）倾斜矩形采场保角映射函数，

令 ζ=σ，可得（符号上横线表示函数的共轭）

ü

ý

þ

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ω(σ)=R(
1
σ
+ c1σ + c3σ

3 + c5σ
5 + c7σ

7 + c9σ
9 )

- -- -----
ω(σ) = R(σ +

c1

σ
+

c3

σ 3
+

c5

σ 5
+

c7

σ 7
+

c9

σ 9
)

- -- -----
ω'(σ) = R(-σ 2 + c1 +

3c3

σ 2
+

5c5

σ 4
+

7c7

σ 6
+

9c9

σ 8
).

（6）

表1　不同宽高比条件下映射函数系数
Table 1　The transformation function coefficients with different width⁃height ratios 

m

4∶1

5∶1

6∶1

7∶1

8∶1

9∶1

ε

0. 890

0. 879

0. 871

0. 866

0. 862

0. 858

R

5. 689

6. 751

7. 799

8. 837

9. 867

10. 892

c1

0. 561 5

0. 629 3

0. 678 9

0. 716 7

0. 746 6

0. 770 8

c3

-0. 114 1

-0. 100 7

-0. 089 9

-0. 081 0

-0. 073 8

-0. 067 7

c5

-0. 038 4

-0. 038 0

-0. 036 6

-0. 034 9

-0. 033 0

-0. 031 3

c7

-0. 007 0

-0. 010 6

-0. 012 6

-0. 013 6

-0. 014 1

-0. 014 3

c9

0. 004 2

0. 001 2

-0. 001 1

-0. 002 9

-0. 004 1

-0. 005 0

图4　不同映射函数确定的宽高比为8:1条件下采场

Fig. 4　Inclined rectangular stopes with width⁃height
ratio of 8∶1 mapped by different conformal
transformation functions
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根据远场应力边界条件，有

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

B =
1
4

(σh + σv )=
(k + 1)p

4


B' + iC' =-
1
2

(σh - σv )e-2iδ =-
(k - 1)p

2
e-2iδ.

（7）

其中：B′，C′为应力边界函数参数 .

根据复变函数理论，应力边界条件可以表

述为

f0 = i ∫(
-
fx +

-
fy )ds -

-
Fx + i

-
Fy

2π
ln σ -

1 + μ
8π

(
-
Fx - i

-
Fy )

ω(σ)
- -- -----
ω'(σ)

σ - 2Bω(σ)- (B' - iC')
- -- -----
ω(σ) .

（8）

其中，μ 为泊松比 .

倾斜矩形采场内无支护力作用时，采场内边

界所受面力 F=0，所以
-
fx =

-
fy =

-
Fx =

-
Fy = 0（式中

-
fx 和

-
fy 分别为矩形孔口内边界在 x 和 y 方向上的

面力分量）. 联合式（6）~（8）并应用柯西积分公式

可得

1
2πi ∫ f0

σ - ζ
dσ =

k - 1
2

e2iδ pRζ -

k + 1
2

pR(c1ζ + c3ζ
3 + c5ζ

5 + c7ζ
7 + c9ζ

9 ). （9）

根据弹性力学复变函数理论，在远场边界应

力作用下复变势函数可表达如下：

Φ1 (ζ )=
φ1'(ζ )
ω'(ζ )

；Ψ1 (ζ )=
ψ1'(ζ )
ω'(ζ )

. （10）

其中：

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

φ1 (ζ )=
1 + μ
8π

(
-
Fx + i

-
Fy )ln ζ + Bω(ζ )+ φ0 (ζ )=

k + 1
4

pω(ζ )+ φ0 (ζ )，

ψ1 (ζ )=-
3 - μ
8π

(
-
Fx - i

-
Fy )ln ζ + (B′ + iC′)ω(ζ )+ψ0 (ζ )=-

k - 1
2

pe-2iδω(ζ )+ψ0 (ζ ).
（11）

为了求解式（11）中应力势函数 φ1（ζ）和 ψ1（ζ），

需要先确定函数 φ0（ζ）和 ψ0（ζ）：

φ0 (ζ )+
1

2πi ∫σ

ω(σ)
- -- -----
ω'(σ)

- -- ----- --
φ0'(σ)
σ-ζ

dσ=
1

2πi ∫ f0

σ-ζ
dσ（12a）

ψ0 (ζ )+
1

2πi ∫σ

- -- -----
ω(σ)
ω'(σ)

φ0'(σ)
σ-ζ

dσ=
1

2πi ∫ -
f0

σ-ζ
dσ.（12b）

函数 φ0（ζ）在单位圆内是 ζ 的连续解析函数，

其解析函数可表示为

φ0 (ζ )=∑j = 1

¥ αjζ
j j = 123. （13）

将式（6），（9）和（13）代入式（12a），结合柯西

积分公式和等式两边系数相等定理可得

ü

ý

þ

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

α1 = pR(t10 + it11 )α3 = pR ( )2t5t10 - (k + 1)t7

2t8

+ i
t6t11

t9



α5 = pR ( )2t10 (t3t8 + 3c9t5 )- (k + 1)(t7 + c5t8 )
2t8

-
it11 (t3t9 + 3c9t6 )

t9



α7 = pR(c9t10 -
k + 1

2
c7 - ic9t11 )，α9 =-

k + 1
2

pRc9.

（14）

其中：
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ý

þ

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

t4 = c1 + 7c7c9 t5 = 5t3c9 + t2 t6 = 5t3c9 - t2 
t7 = c3 + 5c5c9 t8 = 1 - 15c9

2 - 3t3 t9 = 1 - 15c9
2 + 3t3 

t10 =
(k - 1)cos 2δ - (k + 1) t4 - 3t5t7 (k + 1)/t8 - 5c5t3 (k + 1)

2(1 - 7c9
2 - 3t5

2 /t8 - 5t3
2 - t1 )



t11 =
(k - 1)sin 2δ

2(1 - 7c9
2 - 3t6

2 /t9 - 5t3
2 + t1 )

.

（15）

因此，远场边界应力作用下函数 φ0（ζ）可以

表达为

φ0 (ζ )= α1ζ + α3ζ
3 + α5ζ

5 + α7ζ
7 + α9ζ

9. （16）

与上述求解流程类似，函数 ψ0（ζ）可以通过

求解式（12b）确定 . 由应力边界函数表达式可得

1
2πi ∫σ

-
f0

σ - ζ
dσ =

k - 1
2

pRe-2iδ (c1ζ + c3ζ
3 + c5ζ

5 + c7ζ
7 + c9ζ

9 )-
k + 1

2
pRζ. （17）

将式（6），（16）和（17）代入式（12b），函数 ψ0（ζ） 可以表达为如下形式：

ψ0 (ζ )=
k-1

2
pRe-2iδ (c1ζ+c3ζ

3+c5ζ
5+c7ζ

7+c9ζ
9 )-

k+1
2

pRζ-[α1 f2 (ζ )-(3t1α3+5t2α5+7t3α7+9c9α9 )ζ+

3α3 f2 (ζ )ζ 2-(5t1α5+7t2α7+9t3α9 )ζ 3+5α5 f2 (ζ )ζ 4-(7t1α7+9t2α9 )ζ 5+7α7 f2 (ζ )ζ 6-9t1α9ζ
7+9α9 f2 (ζ )ζ 8 ].    （18）
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因此，将式（16）和（18）代入式（11），即可得

到应力势函数 φ1（ζ）和 ψ1（ζ），根据式（10）即可求

得远场边界应力作用下复变应力势函数 .

2. 2. 2　仅均匀支护力作用下应力势函数

在没有远场边界应力作用下，根据式（7）可

知 B=B′=C′=0. 此时，采场顶底板围岩只受到均匀

支护力 F 的作用，即矩形孔口内边界受到沿 y 轴

方向上大小相等的均布面力 F，如图 1c 所示 . 由

于矩形采场内边界上所有面力在 x 轴和 y 轴方向

上的主矢量为 0，则
-
Fx =

-
Fy = 0. 此外，

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï

-
fx = Fcos(Nx)= 0

-
fy = Fcos(Ny)=-F

dx
ds

.
（19）

根据式（8）可得应力边界函数为

f0 = i ∫(
-
fx + i

-
fy )ds = ∫Fdx =

1
2

F(z + -
z )=

1
2

FR ((c1 + 1)σ +
c1 + 1
σ

+ c3σ
3 +

c3

σ 3
+ c5σ

5 +

)c5

σ 5
+ c7σ

7 +
c7

σ 7
+ c9σ

9 +
c9

σ 9
. （20）

由柯西积分公式，可得

1
2πi ∫σ

f0

σ - ζ
dσ =

1
2

FR[ (c1 + 1) ζ + c3ζ
3 +

c5ζ
5 + c7ζ

7 + c9ζ
9 )]. （21）

与 2.2.1 节复函势函数求解思路类似，需要根

据式（12a）和（12b）确定函数 φ0（ζ）和 ψ0（ζ），将式

（6），（13）和（21）代入式（12a），此处将符号 α 替换

为 β 以作区分，可得
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ý

þ

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

β1 =
1
2

FRt12 β3 =
1
2

FR
t7 + t5t12

t8



β5 =
1
2

FR
é
ë
êêêê

ù
û
úúúúc5 +

3c9t7 + t12 (3c9t5 + t3t8 )
t8



β7 =
1
2

FR(c7 + c9t12 )β9 =
1
2

FRc9.

    （22）

其中 t12 =
t4 + 3t5t7 /t8 + 5c5t3 + 1

1 - 7c9
2 - 3t5

2 /t8 - 5t3
2 - t1

.

因此，仅考虑均匀支护力作用下函数 φ0（ζ）
表达式为

φ0 (ζ )= β1ζ + β3ζ
3 + β5ζ

5 + β7ζ
7 + β9ζ

9. （23）

此外，根据柯西积分定理可得

1
2πi ∫σ

-
f0

σ - ζ
dσ =

1
2

FR[(c1 + 1)ζ + c3ζ
3 +

c5ζ
5 + c7ζ

7 + c9ζ
9 ]. （24）

将式（6），（23）和（24）代入式（12b），并将符

号 α 替换为 β，可得

ψ0 (ζ )=FR[(c1 + 1)ζ + c3ζ
3 + c5ζ

5 + c7ζ
7 + c9ζ

9 ]/2 -
[β1 f2 (ζ )- (3t1 β3 + 5t2 β5 + 7t3 β7 + 9c9 β9 )ζ +

3β3 f2 (ζ )ζ 2 - (5t1 β5 + 7t2 β7 + 9t3 β9 )ζ 3 +
5β5 f2 (ζ )ζ 4 - (7t1 β7 + 9t2 β9 )ζ 5 +

7β7 f2 (ζ )ζ 6 - 9t1 β9ζ
7 + 9β9 f2 (ζ )ζ 8 ]. （25）

由于 B=B′=C′=0，根据式（11）可求得仅在均

匀支护力作用下应力双调和函数为

φ2 (ζ )= φ0 (ζ ); ψ2 (ζ )=ψ0 (ζ ). （26）

因此，在不考虑远场边界应力、仅有采场顶

底板边界支护力作用下，倾斜矩形开挖空间围岩

复变势函数为

Φ2 (ζ )=
φ2′(ζ )
ω′(ζ )

; Ψ2 (ζ )=
ψ2′(ζ )
ω′(ζ )

. （27）

2. 3　采场围岩应力和位移解析分量

基于弹性力学应力叠加原理，可以求得倾斜

矩形采场在远场边界应力和顶底板均匀支护力

联合作用下的应力势函数，即

ü
ý
þ

Φ(ζ )=Φ1 (ζ )+Φ2 (ζ ).

Ψ (ζ )=Ψ1 (ζ )+Ψ2 (ζ ).
（28）

利用推导出的复变应力势函数，可以计算支

护力作用下任意倾角矩形采场围岩的应力分布 .

用复变量表示的采场围岩应力分量可以推导如下：

ü

ý

þ

ïïïï

ïïïï

σy + σx = 4Re[Φ(ζ )]

σy - σx + 2iτxy =
2

ω'(ζ )
[
- -- -----
ω(ζ )Φ'(ζ )+ω'(ζ )Ψ (ζ )].

（29）

其中：σx 和 σy 是 xoy 坐标系下的应力分量；Re 表

示函数的实部 . 此外，xoy 坐标系下矩形采场围岩

的位移分量可以表达为

ux + iuy =
1

2G
[κφ0 (ζ )-

ω(ζ )
- -- -----
ω'(ζ )

- -- ----- --
φ0'(ζ ) - - -- ----- --

ψ0 (ζ )].  （30）

其中：κ=3-4 μ；G=E/2（1+μ），E 和 μ 分别为围岩

岩体的弹性模量和泊松比 . 由式（30）可以计算得

到仅远场应力作用下倾斜矩形采场围岩的位移

分量 ux1和 uy1，以及仅均匀支护力作用下位移分量

ux2 和 uy2. 基于弹性力学叠加原理，可以得到倾斜

矩形采场支护力作用下的围岩位移为

ü
ý
þ

ux = ux1 + ux2 
uy = uy1 + uy2.

（31）

需要指出的是，应力分量 σx，σy 和 τxy 以及位

移分量 ux 和 uy 是在图 5 所示的 xoy 坐标系中定义

的，其与正常坐标系存在一定的夹角 . 根据弹性

力学坐标转换方法，将应力和位移分量转换成图

5 所示 x'oy'坐标系的相应分量，具体为

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ïïïï

σx' = σx cos2δ + σy sin2δ + 2τxy sin δ cos δ

σy' = σx sin2δ + σy cos2δ - 2τxy sin δ cos δ

τx'y' = τxy (cos2δ - sin2δ)+ (σy - σx )sin δ cos δ.

   （32）
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同时，直角坐标系 x'oy'中围岩的水平位移和

垂直位移可以计算为

ü
ý
þ

ux' = ux cos δ + uy sin δ

uy' = uy cos δ - ux sin δ.
（33）

3　采场围岩应力及位移解析解验证

选取辽宁省丹东市某金矿浅部 20 m 中段采

场为研究对象，采场埋深为 320 m，采场沿矿体倾

向宽度和开采高度分别为 24 m 和 4 m，即宽高比

为 6∶1，倾 角 为 20° . 根 据 我 国 地 应 力 场 分 布 特

征［22］，缓倾斜采场受到的竖直方向的远场边界应

力为 8.7 MPa，水平构造应力为 7.4 MPa，侧压力

系数为 0.85. 由于采场内矿柱仅对顶底板施加支

护力，在验证实例中将支柱的支护力等效为均匀

支护力垂直施加于采场顶底板，支护力 F 设为

1.0 MPa.

为了验证倾斜矩形开挖围岩应力和位移解

析解的准确度，建立 FLAC 数值计算模型，如图 5

所示 . 数值模型尺寸为 x×y=200 m×200 m，该模型

内均采用四边形单元划分 . 模型采用弹性本构模

型，岩体弹性模量为 17.5 GPa，泊松比为 0.23. 为

了提高开挖采场围岩应力和位移的计算精度，在

采场附近布置精细网格，距离采场较远的区域布

置相对粗糙的网格 . 在数值模拟中，模型上下左

右边界均施加应力边界条件，采场顶底板位置施

加应力边界模拟支护力，模拟过程中先对整个模

型施加初始应力状态，然后进行开挖 .

对于金属矿山地下采场开采，采场顶板的稳

定性对于矿体的安全开采具有重要的意义 . 将数

值模拟与不同映射函数确定的顶板位置应力和

位移解析解进行对比，绘制如图 6 所示曲线图，其

中横轴对应于图 5 中 A 点至 B 点的位置坐标 . 规

定压应力为负，拉应力为正，位移沿 x′和 y′轴的正

方向为正 . 可以看出，基于修正的 6 项映射函数计

算的围岩应力和位移分布特征和量值与 FLAC 结

果偏差最小 .

为了进一步验证解析解的正确性，给出解析

解与数值模拟解的平均相对偏差系数 s：

s =
1
n∑i = 1

n || X th - Xsi / | Xsi |. （34）

式中：s 为平均相对偏差系数；n 为顶板测点个数；

Xth和 Xsi分别代表各测点的解析解和模拟解 .

以数值模拟结果为对比基准，求得顶板区域

应力和位移的平均相对偏差系数，结果如表 2 所

示 . 3 项映射函数计算的顶板围岩应力及位移均

存在较大的偏差，其中水平应力相对偏差系数达

到 130% 以上，垂直位移约为 17%. 随着映射函数

项数的增加，6 项映射函数计算结果的平均相对

偏差有了大幅度降低，说明映射函数项数的增加

能够提高解析解的精度 . 采用修正后的 6 项映射

函数得到的解析解偏差最小，应力和位移偏差能

够控制在 5% 之内 .

图5　FLAC数值模型及边界条件

Fig. 5　FLAC numerical model and boundary conditions

图6　采场顶板围岩水平应力及垂直位移分布曲线

Fig. 6　Horizontal stress and vertical displacement
distribution curves of surrounding rock for
stope roof
（a）—水平应力； （b）—垂直位移 .
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4　不同几何形态采场应力和位移
分析

4. 1　不同矿体倾角条件下应力和位移分析

为了研究不同矿体倾角条件下采场顶板应

力及位移分布特征，现分别取采场倾角 δ 为 0°，

10°，20°和 30°，其他参数保持不变，且采场内边界

支护力设为 0. 不同倾角条件下采场顶板应力及

位移解析解分布曲线如图 7 所示，同时添加了

FLAC 模拟结果作为对比 .

如图 7 所示，不同矿体倾角条件下，采场顶板

应力和位移的 FLAC 数值解和复变解析解在量值

和变化规律方面基本吻合 . 在应力分布方面，对

于水平矿体开采，采场顶板垂直应力和位移均沿

采场中央呈现对称分布，其中垂直应力在 0 MPa

附近波动，容易发生拉应力诱发的拉伸破坏 . 随

着采场倾角的增大，一方面，采场顶板垂直应力

在量值上呈现逐渐增加的趋势，改善了顶板的应

力环境；另一方面，垂直应力由水平采场条件下

的对称分布逐渐向大倾角条件下的非对称分布

特征演变，且这种现象随着倾角的增加而不断加

剧 . 具体表现为顶板应力释放程度较大的区域向

采场中上部转移，而在采场顶板下部区域应力急

剧增加 . 在位移分布方面，水平采场顶板垂直位

移较大，峰值位移位于采场顶板中央位置，约为

12 mm. 随着采场倾角的逐渐增大，采场顶板垂直

位移逐渐减小，顶板垂直位移峰值逐渐向下部区

域转移，呈现出非对称分布形态 . 综上所述，矿体

倾角对顶板应力和位移的影响较大，近水平矿体

开采顶板卸压程度和下沉量较大 . 随着矿体倾角

的增大，采场顶板卸压程度和下沉量逐渐降低 .

4. 2　不同宽高比条件下应力和位移分析

为了分析不同宽高比条件下倾斜采场顶板

应力及位移分布特征，此处对比采场的宽高比分

别为 2∶1，3∶1，4∶1，5∶1，6∶1，7∶1 和 8∶1. 保持采场

的结构特征和岩体参数不变，采场倾角为 20°，且

采场内无支护应力 . 根据解析解计算公式，得到

不同宽高比采场顶板区域应力及位移的分布特

征，如图 8 所示 .

表2　不同映射函数的平均相对偏差系数
Table 2　Average relative deviation coefficients for

different transformation functions % 

应力、位移

水平应力 σx'

垂直位移 uy'

3 项
映射函数

136. 8

17. 2

未修正的 6 项
映射函数

19. 2

6. 3

修正的 6 项
映射函数

4. 9

1. 5

图7　不同倾角条件下顶板垂直应力和垂直位移分布曲线

Fig. 7　Distribution curves of vertical stress and
displacement of stope roof for different
dip angles

（a）—垂直应力； （b）—垂直位移 .

图8　不同宽高比条件下采场顶板垂直应力和

垂直位移曲线

Fig. 8　Distribution curves of vertical stress and
displacement of stope roof with different
width⁃height ratios
（a）—垂直应力； （b）—垂直位移 .
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不同采场宽高比条件下，倾斜采场顶板垂直

应力均呈现出上部小、下部大的偏对称分布特

征，即采场顶板上半部分区域卸压程度较大，这

是由采场倾角引起的 . 随着倾斜矩形采场宽高比

的逐渐增大，采场斜长逐渐增加，顶板垂直应力

逐渐减小，围岩应力降低程度逐渐增加 . 同时，采

场顶板两侧肩角区域应力值随着采场斜长的增

加而逐渐增大，容易诱发高应力剪切破坏 . 对于

采场顶板位移分布特征，不同采场宽高比条件下

顶板垂直位移分布规律并未发生变化，均呈现近

似 U 形分布，如图 8b 所示 . 随着采场宽高比的增

加，顶板垂直位移在量值上逐渐增加，这是由于

采场顶板卸压程度增大引起的 . 因此，当缓倾斜

采场开采长度较大时，顶板容易发生因大变形诱

发的破坏 .

根据解析计算和数值模拟的应力和位移结

果，采场宽高比小于 3∶1 条件下，解析公式求解的

顶板垂直应力存在上下波动的现象；当宽高比大

于 3∶1 时，顶板应力解析解与数值模拟解具有较

好的吻合度 . 与应力偏差不同之处在于，顶板位

移解析解在不同宽高比条件下均与数值模拟结

果具有较好的吻合度 . 因此，本文的研究结果在

宽 高 比 小 于 3∶1 的 采 场 围 岩 应 力 分 析 上 稍 有

不足 .

4. 3　支护力对顶板应力和位移分布影响

根据上述分析，倾斜采场在大宽高比条件

下，顶板容易发生拉应力诱发的破坏 . 研究表明，

通过在采场内架设人工矿柱等支护体能够改善

采场围岩的应力环境，限制围岩的位移，从而提

高采场顶板的稳定性 . 为了分析支护力大小对采

场顶板应力和位移分布的影响，设置采场顶底板

均匀支护力分别为 0~4 MPa，间隔为 1 MPa. 此

外，矩形采场的宽、高尺寸为 24 m×4 m，远场边

界应力和岩体力学参数与前文保持一致，汇总数

值模拟和解析计算结果如图 9 所示 . 可以看出，

不同支护力作用下，采场顶板应力和位移在量值

和变化规律方面与 FLAC 结果基本一致，偏差

较小 .

由图 9 可以看出，在不同支护力作用下，采场

顶板应力和位移分布特征并未发生变化，但是在

量值上变化较大 . 随着对采场顶底板支护力的增

大，顶板垂直应力逐渐增大，其中垂直应力最小

值由-0.07 MPa 增大至-3.62 MPa. 因此，对采场

围岩施加支护力改善了顶板围岩的应力状态，降

低了产生拉应力破坏的风险 . 此外，不同支护力

条件下顶板垂直位移近似呈对称分布形态 . 随着

采 场 顶 底 板 支 护 应 力 从 0 MPa 逐 渐 增 大 至

4 MPa，顶板围岩垂直变形量由 11.0 mm 逐渐降

低至 5.8 mm. 采场顶板位移随着支护力的增大逐

渐减小，避免了围岩因过大变形而诱发垮塌等地

压灾害 .

5　结  论

1） 通过增加保角映射函数的项数并引入修

正系数，提出了大宽高比条件下矩形采场映射函

数表达式 . 基于弹性力学复变函数理论推导了大

宽高比倾斜矩形采场在双向不等压远场边界应

力和均匀支护力作用下围岩应力和位移的解析

解，其与 FLAC 数值模拟结果相对偏差小于 5%.

2） 不同矿体倾角、采场宽高比和支护力条件

下，顶板应力位移解析解与数值模拟结果在量值

和演化规律方面均具有较好的一致性 . 采场倾角

对围岩应力及位移分布影响较大，随着倾角的逐

图9　不同支护力作用下采场顶板垂直应力和垂直位移分布曲线

Fig. 9　Distribution curves of vertical stress and displacement of stope roof with different supporting stress
（a）—垂直应力； （b）—垂直位移 .
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渐增大，倾斜矩形采场顶板应力和位移呈现出越

来越剧烈的非对称分布特征 .

3） 在矿体倾角较小、宽高比较大的条件下，

采场顶板卸压程度和垂直位移量较大，容易发生

拉应力诱发的垮塌灾害 . 随着矿体倾角的增加或

宽高比的减小，采场顶板应力逐渐增大，垂直位

移逐渐减小 . 支护体对围岩施加支护力能够显著

改善围岩的应力环境，限制围岩的变形 .
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