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基于关节几何误差的机器人绝对
位置精度标定算法
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摘   要： 提出一种引入关节几何误差参数的工业机器人运动学模型和误差参数标定算法 . 首先，在 DH

（Denavit-Hartenberg）模型基础上，为每个关节引入 6 个几何误差参数，建立更为完善的标定误差模型，并实

现该模型的正逆运动学求解算法 . 然后，建立包含关节误差、基坐标误差和工具坐标误差共 45 个参数的微分

运动学雅可比矩阵，并采用小样本测试集实现基于迭代算法的误差参数求解 . 最后，在新松 SR10C 机器人上

使用激光跟踪仪完成实验验证，将标定得到的误差参数补偿到模型中 . 结果表明，经过标定补偿后的机器人

最大位置误差减小约 80%，平均位置误差减小约 80%，误差方差减小约 97%，证明该方法可大幅提升工业机

器人绝对位置精度和确定性 .
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Absolute Position Accuracy Calibration Algorithm for 
Robots Based on Joint Geometric Error
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Abstract： An industrial robot kinematic model with joint geometric error parameters and a 
calibration algorithm is proposed.  Firstly， based on the DH model， six geometric error 
parameters are introduced for each joint to establish a more comprehensive error calibration 
model.  The solutions of forward and inverse kinematic for the model are realized.  Then， a 
differential kinematic Jacobian matrix containing 45 parameters， including joint errors， base 
coordinate errors， and tool coordinate errors is established.  An iterative algorithm based on a 
small sample test set is used to solve the error parameters.  Finally， experimental verification is 
carried out using a laser tracker on the SIASUN SR10C robot.  The calibrated error parameters are 
then compensated into the model.  Results show that， after calibration compensation， the 
maximum position error of the robot decreases by approximately 80%， the average position error 
decreases by approximately 80%， and the error variance decreases by approximately 97%， 
demonstrating that this method can significantly improve the absolute position accuracy and 
determinacy of industrial robots.
Key words： industrial robot； absolute position accuracy； kinematic model； geometric error； 
calibration

工业机器人的精度主要包括重复位置精度

和绝对位置精度 . 随着高精度编码器和伺服技术

的不断发展，国内外工业机器人的重复位置精度

均已达到较高水平，能够充分满足示教再现任务
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的要求 . 但在离线编程、精密加工、精密检测等应

用场景中，要求机器人实现精确点位控制和轨迹

控制，则需要对机器人进行标定以提升绝对位置

精度 . 工业机器人绝对精度标定算法研究的目的

是通过分析、建模和校准机器人的误差源，来提

高机器人的绝对位置精度 . 根据待辨识参数建模

层级的不同，机器人参数校准研究分为关节层、

运动学层和非几何参数层［1］. 关节层主要通过校

准减速比和零位偏置来减小各关节转角实测值

与理论值之间的偏差［2-3］；运动学层主要校准机器

人的结构参数与位移偏差［4-5］；非几何参数层主要

校准由于关节变形、齿轮间隙、运动控制等因素

导致的定位与定向偏差［6-7］. 针对运动学层级的误

差校准，需要选择合适的运动学模型，使其精确

地表达各关节和连杆间的转换关系，进而构建相

应的误差模型 . 目前构建机器人运动学模型主要

采用 DH 模型［8］，模型只使用 4 个参数来表示单关

节的空间位置坐标 . 改进 DH（MDH）［9］模型通过

在平行的奇异关节坐标系中加入绕 y 轴旋转的参

数，解决了 DH 模型在某些姿态下不满足连续性

的问题 . 基于旋量理论的指数积模型［10］，每个关

节的坐标系使用 6 个参数描述，避免了奇异性问

题，但参数存在冗余 . 机器人运动学参数辨识是

依据测量得到的末端位姿信息与自身关节角度

信息，使用优化算法得到最优机器人运动学结构

参数 . 当机器人的结构参数偏差较小时，可使用

线性化方法构建运动学误差模型来描述机器人

运动学参数偏差与位姿误差间的近似关系，并用

各 类 迭 代 方 法 得 到 结 构 参 数 偏 差 的 最 小 二 乘

解［11］. 另外，基于扩展卡尔曼滤波法、人工神经网

络等［12-13］经典最优化求解方法也应用于优化求

解问题中 .

本文基于标准 DH 模型，提出了一种引入关

节几何误差的运动学模型，并实现了基于该运动

学模型的正逆运动学求解算法 . 之后设计了同时

包含关节误差、工具坐标误差和测量坐标误差的

微分运动学雅可比矩阵，构建了绝对位置精度测

量模型，并采用最优测试集和最小二乘法计算误

差参数 . 最后通过工业机器人和激光跟踪仪验证

了该算法的有效性 .

1　引入几何误差的机器人运动学
模型

机器人坐标系设定如图 1 所示，0 F 为机器人

基坐标系，m F 为外部测量坐标系，机器人每个轴

的固连坐标系为 i F，均为 x 轴向前、z 轴向上，各轴

正方向均遵照重合轴方向的右手定则 . 由于机器

人关节及连杆的加工、组装问题，实际机器人关

节参数与理论不同，会导致这些固连坐标系发生

偏移和旋转 . 此时若采用标准 DH 模型计算机器

人末端位姿，会导致机器人绝对定位精度降低 .

为使机器人具有更高的绝对位置精度，可在

运动学模型中对上述误差进行补偿 . 在理论 DH

模型基础上，实际坐标系和理论坐标系间的偏移

用 O = [ ox oy oz ]
T
表示，旋转关系用俯仰角、航

向角和横滚角表示，与机器人轴平行方向旋转量

记为 γ，其他两个方向依次记为α和β，如图 2所示 .

1. 1　正向运动学求解

引入几何误差的各关节坐标系相对于基坐

标系的姿态矩阵：

图1　机器人运动学坐标系示意图

Fig. 1　Diagram of robot kinematic coordinate 
system

图2　关节坐标系中引入几何误差的示意图

Fig. 2　Diagram of joint coordinate system with 
geometric error
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0
1 R̂ =Rx( )α1 Ry( )β1 Rz( )θ1 - γ1 
1

2 R̂ =Rx( )α2 Rz( )β2 Ry( )θ2 - γ2 
2

3 R̂ =Rx( )α3 Rz( )β3 Ry( )θ3 - γ3 
3

4 R̂ =Ry( )α4 Rz( )β4 Rx( )θ4 - γ4 
4

5 R̂ =Rx( )α5 Rz( )β5 Ry( )θ5 - γ5 
5

6 R̂ =Ry( )α6 Rz( )β6 Rx( )θ6 - γ6 .

(1)

式中：Rx，Ry 和 Rz 分别为绕坐标轴 x，y 和 z 的旋转

算子；αi，βi，γi 为关节 i 旋转误差角度；θi 为关节 i

旋转轴相对零位的角度值；i
i + 1R̂ 为引入关节误差

后相邻两关节 i 和 i+1 之间的旋转矩阵 .

从而可得机器人末端姿态：
0

6 R̂ = 0
1 R̂ 1

2 R̂ 2
3 R̂ 3

4 R̂ 4
5 R̂ 5

6 R̂. (2)

机器人工具中心点（tool center point，TCP）

的位置计算：

P =O1 + L1 + 0
1 R̂ ( )O2 + L2 + 0

2 R̂ ( )O3 + L3 +         

0
3 R̂ ( )O4 + L4 + 0

4 R̂ ( )O5 + L5 + 0
5 R̂ ( )O6 + L6 . (3)

1. 2　逆向运动学求解

引 入 几 何 误 差 后 ，机 器 人 模 型 不 再 满 足

Pieper 原则［14］，因此该模型不存在解析解，需要通

过数值法求解模型逆解 . 基于微分运动学原理，由

雅可比矩阵获得关节变化量与机器人 TCP变化量

之间的关系，从而可通过迭代方式得到满足误差限值

的机器人运动学逆解.雅可比矩阵J (q)描述了机器人

操作空间速度ẋ与关节空间速度q̇之间的变换：

ẋ = J (q)q̇. (4)

式中，q =[θ1 θ2 ...θ6 ]T 为关节角度向量 . 雅可比

矩阵可分为线速度（v）部分和角速度（ω）部分，迭

代求解公式为

ü
ý
þ

i + 1ω i + 1 = i + 1
i R iω i + θ 'i + 1

i + 1 Ẑ i + 1 
i + 1v i + 1 = i + 1

i R( iv i + iω i ´ i P i + 1 ).
(5)

式中：iω i 和
iv i 为连杆 i 的角速度和线速度相对于

坐标系｛i｝的分量；i + 1 Ẑ i + 1 为关节 i+1 在坐标系｛i+

1｝中的轴向量；i P i + 1 为关节 i 轴向量与关节 i+1 轴

向量间的距离 .

由于机器人末端误差约 90% 来源于关节角

度偏差 ［15］，因此，对于引入误差的机器人模型，仅

考虑在关节轴线上的旋转误差Dγ，则关节变量可重新

表示为

qγ = q + Dγ. (6)

将式（6）代入式（5），可得引入几何误差的雅可

比矩阵J (qγ ).由雅可比矩阵获得关节变化量与机器

人TCP变化量之间的关系，通过迭代方式得到满足

误差限值的机器人运动学逆解，流程如图3所示 .

在迭代计算过程中，待求解逆运动学的机器

人末端位置和姿态分别记为 posend 和 orientend；当

前迭代步对应的逆运动学解记为 qcur，根据正运动

学计算得到的末端位置和姿态分别记为 poscur 和

orientcur. 上述定义确定后，则按照如下步骤计算

给定末端位姿的逆运动学问题 .

1） 依据 DH 模型解析求解方法，由 posend 和

orientend 得到标准模型反解 qcur
［14］，以此作为迭代

图3　误差运动学逆解流程示意图

Fig. 3　Diagram of error kinematics inverse solution process
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求解的初始值；

2） 由 qcur 按照式（2）和式（3）得到末端位置

poscur 和 姿 态 orientcur，由 此 可 得 位 置 差 值 向 量

δpos = posend - poscur，姿态差值向量 δorient = orientend -

orientcur，并判断当前位置差值向量的二次范数是

否小于迭代精度 ε. 如果 ||δpos|| ≤ ε，则迭代结束，当

前关节值即为逆运动学解 qend；如果 ||δpos|| > ε，则

进行步骤 3）；

3） 由当前逆运动学解 qcur 按照式（5）计算对

应的雅可比矩阵 J，并根据式（4）计算机器人末端

微分变量 δq = J -1δposorient，从而得到新的迭代关节

值 qcur (k + 1)= qcur (k)+ δq.

重复步骤 2），3），使位置向量差值的二次范

数小于迭代精度 ε，得到机器人末端姿态 posend 和

orientend 的逆运动学解 qend. 如果迭代次数超出设

定限值，则表明算法无法在预设迭代次数内收

敛，即没有找到满足要求的逆解 .

2　关节几何误差标定算法

2. 1　测试集的选取

末端绝对位置误差服从正态分布规律，因此

可以采用最小测量集 Nmin 进行误差标定：

Nmin = ( zα/2σ
E ) 2

. (7)

式中：zα/2 为误差分布置信区间；E 为最大均差；σ

为方差 . 一般选取 E 不小于机器人的重复定位精

度，当测试集数量不小于 Nmin 时，测量误差不大于

E 的置信度为 (1 - α)´ 100%.

测试集的选取采用拟随机法［16］：基于蒙特卡

罗法随机生成一组测量数据集，根据测量坐标系

与基坐标系相对关系和可观测指数，计算最优的

标定姿态值，并通过运动学逆解计算相应的关节

角度值，最终，将测试集中的关节角度值作为控

制命令发送给机器人控制器 . 选取 O1 可观测指

数［17］对测试集的预设位姿进行评估：

O1 =
(σ1σ2...σm )

1
m

N
. (8)

式中：σi 为雅可比矩阵经奇异值分解（SVD）后对

角线矩阵上第 i 个元素；m 为待标定参数总数；N

为测量集总数 .

通过式（7）、式（8）的计算，既减少了测试样

本数以提高标定效率，又保证了测量集覆盖整个

机器人的工作空间和测试点观测性最优 .

2. 2　基坐标变换初始值计算

由图 1 可知，测量数据基于测量坐标系 m F，

机器人模型基于基坐标系 0 F，在标定计算之前需

要获取一些已知位置或姿态的数据点，然后根据

这些数据点计算得到基坐标系与测量坐标系之

间的变换矩阵 . 该变换矩阵可以用来将测量坐标

系下的位置和姿态值转换到基坐标系，实现测量

位姿值与模型位姿值的匹配 . 选取 k(k ≥ 3)个观测

值构成观测数据集 m p ={ m p
1
 m p

2
... m pk }，对应

模 型 理 论 值 构 成 理 论 数 据 集 0 p =

{ 0 p
1
 0 p

2
... 0 pk }，根据中心计算式（9）可得 2 个

数据集的中心分别为 mC 和 0C.

C =
1
k ∑

i = 1

k

p i. (9)

测 试 点 到 各 自 中 心 的 向 量 为 m pc = {m p -
mC}， 0 pc = {0 p - 0C} ，均为 3 ´ k 向量，则观测坐

标系到基坐标系的转换矩阵 R 可表示为

R = ( 0 p)T m p. (10)

由于存在测量误差和截断误差，齐次矩阵的

旋转矩阵部分不能满足单位正交矩阵的性质 . 为

了保证坐标系旋转后的精度，本文采用四元数法

表示坐标系旋转［18］，并选取旋转误差最小的轴作

为四元数旋转轴，从而得到满足不等式（11）的旋

转轴 i(i = 1234).

||(R(i) m p - 0 p)|| ≤ η S +D
2

. (11)

式中：η为阈值比例系数；S 为 m p 各点连线所构成

的 图 形 面 积 ；D 为 m p 到 0 p 的 位 移 大 小 ，如 式

（12）、式（13）所示 .

S =
1
k ∑

i = 1

k - 1

|| m p i - m p i + 1|| + || m pk - m p1|| ， (12)

D =
1
k ∑

i = 1

k

|| m p i - 0 p i|| . (13)

最终，获得观测坐标系到基坐标系的旋转及

平移向量如式（14）所示，将其作为基坐标误差的

初始值 T0.

ü
ý
þ

r =QUAT(Ri)，

p = 0C - r 1C.
(14)

式中，QUAT为基于四元数的旋转轴向量计算公式 .

2. 3　误差参数计算

机器人微分运动学描述了关节结构参数微

小变化与末端笛卡尔坐标变化的关系，其映射关

系可用雅可比矩阵描述：

Dp = J (l)Dl. (15)

式中：l 为引入关节几何误差的机器人结构参数；

4
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包括从测量坐标系到机器人基坐标系的坐标变

换参数 lb；机器人各关节结构参数 lr 和工具坐标

系变换参数 l t. lb =[ox oy oz αβγ]T 共 6 个参数，关

节 i 的参数为 lr (i)=[ox oy oz αβγ]T，机器人关节

参数共 36个，l t=[ox oy oz ]T 共 3个参数，因此，标定

需要校准的参数共有 45个； Dp表示机器人末端由

于参数变化产生的位置变化量 . 假设标定实验中

有 N个观测点，则雅可比矩阵 J为 3N ´ 45的矩阵：

ü

ý

þ

ïïïï

ïïïï

J [3n + 1][k]= Dx(k)/step

J [3n + 2][k]= Dy(k)/step

J [3n + 3][k]= Dz(k)/step.

(16)

式 中 ：n = 02...N - 1；k = 12...45；Dx(k)，Dy(k)，

Dz(k)为第 k 个参数引入微小变化 step 时产生的末

端位移偏差 .

本文采用线性最小二乘法求解机器人结构

误差参数 . 使用雅可比矩阵伪逆，根据末端坐标

变化值计算求得参数变化值：

Dl = (J T J )-1 J TDP. (17)

式中：DP 为 N 个测试点由于参数引入微小变化

step 所产生的偏差值Dp 构成的向量；用Dl 更新机

器人结构参数 l，并使用引入几何误差的机器人

正运动学模型计算 N 个观测点的末端坐标 b P，当

|| 0
b P - 0

m P|| 小于收敛阈值时，得到最终的关节参

数误差；否则，继续对各参数增加 step，直到收敛

或超过迭代次数限值 . 在迭代运算中，lb 的初始值

由式（14）计算得到，lr 的各元素初始值均为零，l t

的初始值为理论值，标定流程如图 4 所示 .

3　实验和分析

3. 1　实验平台

本文实验平台如图 5 所示，机器人型号为新

松 SR10C，测量仪器为 FARO 激光测试仪，机器人

控制器采用嵌入式工业主板，运动学计算及标定

参数计算均在控制器中完成，具体参数如表 1 所

示 . 实验中，首先获得测量数据，通过标定算法得

到各误差参数，并将结果补偿到运动学模型中；

比较补偿前后的位置理论值与测量值，验证算法

性能 .

3. 2　绝对精度标定实验

由式（7）、式（8）获取 70 组测试姿态及其相应

的关节值，并通过激光跟踪仪测量相应的观测数

据，如图 6～图 7 所示，数据涵盖了各关节的运动

范围和机器人末端的工作空间 .

按照图 4 所示的标定计算流程，通过观测值

和对应的关节角度值，得到关节几何误差参数、

基坐标系和工具坐标系如表 2 所示 .

图 5　实验平台示意图

Fig. 5　Schematic diagram of experimental platform

表1　实验平台参数
Table 1　Parameters of experiment platform 

设备

机器人

机器人

控制器

激光

跟踪仪

主要参数

额定载荷/kg

工作范围/mm

重复定位精度/mm

减速器

处理器

操作系统

算法运算周期/ms

测量范围/m

精度/(mm·m-1)

分辨率/μm

参数值

10

1 393

0. 05

LHSG，

LHD 系列

E3845，4 核，

1. 91 GHz

Real Time Linux

4

2~80

0. 095+0. 005

0. 5

图4　关节几何误差标定流程图

Fig. 4　Diagram of joint geometric error calibration
process

5



东北大学学报(自然科学版) 第 46 卷

将标定得到的误差参数代入式（2）、式（3），

可根据测试集中的关节角度值得到标定后的机

器人末端理论位置 . 标定前后的理论位置与观测

位置的误差数据如图 8 所示，标定前最大位置误

差为 5.23 mm，平均误差为 2.03 mm；标定后最大

位置误差为 1.03 mm，减小约 80.31%，平均误差

为 0.35 mm，减小约 8.76%. 由实验数据可知，标

定后机器人末端绝对位置精度有大幅度提升 .

标定前后位置误差概率分布如图 9 所示 . 标

定前位置误差方差为 1.14，标定后为 0.03，减小了

约 97.37%，可见标定后位置误差变小的同时，分

布更加集中，提高了机器人末端位置的确定性 .

再次随机生成具有 20 个测试点的验证集数

据，用于验证标定得到的误差参数是否适用于一

般情况 . 测试结果如图 10～图 11 所示，当采用标

准 DH 模型时，理论位置与测量位置之间的最大

误 差 为 3.37 mm，均 值 为 1.78 mm，分 布 方 差 为

0.7. 采用引入关节几何误差的运动学模型，各几

何误差采用表 2 中的标定值，测得机器人末端位

置误差最大为 0.66 mm，均值为 0.36 mm，分布方

差为 0.02. 与标准 DH 模型相比，最大位置误差减

小约 80.42%，均值减小约 79.78%，位置误差分布

方差减小约 97.14%. 可见，基于本文方法构建的

运动学模型及标定方法得到的参数适用于一般

情况，可大幅提升机器人的绝对位置精度和位置

确定性 .

图7　测试结果空间分布图(测量坐标系)
Fig. 7　Spatial distribution diagram of test results

 (measuring coordinate)

图6　各关节角度值在测试集中的曲线

Fig. 6　Curves of joint angle values in the each 
test set

（a）—第 1 关节； （b）—第 2 关节； （c）—第 3 关节；

（d）—第 4 关节； （e）—第 5 关节； （f）—第 6 关节 .

表2　标定结果列表
Table2　List of calibration results 

项目

关节 1

关节 2

关节 3

关节 4

关节 5

关节 6

基坐标

工具坐标

ox/mm

0

0. 116

0

0

-0. 234

0

4 418. 2

0. 294

oy/mm

0

0

0

0. 221

0

0. 020

-418. 2

-0. 169

oz/mm

0

0

0. 599

0. 015

-0. 068

-0. 068

1 100. 9

-0. 100

α×103/rad

0

0. 080

0. 098

0. 520

0

0

-0. 9

—

β×103/rad

0

-0. 370

1. 120

0

0. 150

0

-4. 6

—

γ×103/rad

0

0

-0. 060

0

0. 260

0. 090

-3 085. 0

—

图8　标定前后测量值与理论值的位置误差

Fig. 8　Error of position measurement values 
compared to theoretical values before
and after calibration
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4　结  论

1） 本文提出了一种引入关节几何误差构建

的运动学模型，能够更准确地描述工业机器人的

运动学特性 . 该模型的正逆运动学解实时性强，

满足工程应用需求 .

2） 基于误差参数的微分运动学雅可比矩阵

可将关节误差、基坐标系误差和工具坐标系误差

纳入标定范围 . 采用基于最小二乘法的绝对位置

精度标定算法，可以成功对工业机器人的 45 个参

数进行标定 .

3） 根据本文设计的运动学模型和标定方法，

在新松 SR10C 机器人的标定结果中，最大位置误

差减小了约 80%，平均误差减小了约 80%，误差

分布方差减小了约 97%. 结果表明，该算法能够显

著提升工业机器人的绝对位置精度和确定性 .
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图9　标定前后位置误差概率分布

Fig. 9　Probability distribution of position measure⁃
ment error before and after calibration

图10　验证集中的测量值与理论值位置误差

Fig. 10　Error between measured and theoretical 
position values for the validation set

图11　标定前后位置误差概率分布

Fig. 11　Probability distribution of position measure⁃
ment error before and after calibration
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