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摘   要： 应用积分法求解段法中辐射直接交换面积（DEA）时由于“奇点”的存在计算误差大，为提高“奇

点”处计算精度往往需要付出大量的计算时间且收效甚微 . 为此，基于达菲（Duffy）变换方法，推导了“奇点”

处辐射 DEA 达菲变换积分式，用以消除“奇点”对辐射 DEA 计算精度的影响 . 分别采用改进的方法与直接高

斯积分(DGI)法求解了二维方腔内的辐射 DEA. 结果表明，应用达菲变换后，在同样的计算时间内可将辐射直

接交换面积气体段及表面段的完整性验证误差分别由 3. 73%，6. 70% 降低到(4. 88×10-4)%，(2. 98×10-5)%；而

在满足相同计算精度情况下，二者计算时间最大相差 13 693 倍 . 可见，所提改进算法在计算速度和计算精度

上都有显著的优势 .
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Abstract： When the integral method is used to solve the direct exchange area （DEA） of radiation 
in the zone method， the relative error is large due to the existence of “singularities”， and it 
usually requires a lot of computing time and has little effect to improve the calculation accuracy at 

“singularities”.  Therefore， based on Duffy transformation method， the Duffy transformation 
integral formula is derived to eliminate the influence of the singularity on the calculation of DEA.  
The improved method and the direct Gaussian integral （DGI） method are used to solve the DEA 
of radiation in a two-dimensional square cavity.  The results show that the completeness 
verification errors of the gas-zone and the surface-zone can be decreased from 3. 73% and 6. 70% 
to （4. 88×10-4）% and （2. 98×10-5）% respectively in the same calculation time by applying Duffy 
transform.  In the case of the same calculation accuracy， the maximum difference in calculation 
time between them is 13 693 times.  Therefore， the improved algorithm has significant advantages 
in computation speed and accuracy.
Key words： Duffy transformation； singularity problem； direct exchange area（DEA）； zone 
method； radiative heat transfer
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地位，准确计算辐射换热是一个非常值得研究的

课题 . 目前计算辐射换热的方法有：段法［1］，离散

坐标法［2-3］，蒙特卡罗法［4-5］等 . 其中，段法能够有

效描述段与段之间的辐射换热过程，其核心在于

采用辐射全交换面积来表征不同区段间的辐射

热传递 . 目前求解辐射全交换面积主要采用两种

方法：一是基于蒙特卡罗法的直接计算［6］；二是通

过高斯数值积分法先求解辐射直接交换面积，再

进一步得到全交换面积 . 尽管积分法在求解直接

交换面积时需要消耗较多计算资源，但由于其针

对特定几何构型只需单次计算即可获得辐射全

交换面积，这一显著优势使得段法在工业热工装

备的辐射传热分析中得到广泛应用 .

在采用积分方法求解辐射直接交换面积时，

在邻近的表面段与表面段之间、邻近的气体段与

表面段之间及气体段自身辐射的计算中存在“奇

点”情况，导致辐射直接交换面积计算误差偏大，

一般需要对此进行特殊的处理 . 为了解决这个问

题，国内外学者提出了多种改进方法 .Tian 等［7］采

用有限容积法与中点结合的方法计算辐射直接

交换面积，在自身对自身的辐射段以及相邻的段

采用有限容积法以减少辐射直接交换面积的影

响 .Ebrahimi 等［8］采用简化段法，将段更加地细

分，使段对自身的辐射变成了多个气体段非自身

的辐射以提高“奇点”处的精度 . 文献［9-10］使用

降重积分法降低了积分的重数，减少了计算量并

且略微改善了“奇点”处的计算精度，之后使用改

进蒙特卡罗法大幅降低了计算时间，尤其是气体

吸收系数较小时的计算时间［11］.

已有研究［12］针对“奇点”问题采取了改进方

法，包括按经验取近似、局部网格加密以及舍弃

存在“奇点”的值，但这些方法难以有效消除“奇

点”的影响 . 本文采用达菲变换这一数学方法，推

导出可以避免“奇点”的积分计算式，计算了辐射

直接交换面积，降低了“奇点”处的积分重数 . 与

直接高斯积分法相比，该方法在计算精度和计算

速度上均具有显著优势，为段法在在线控制中的

应用奠定了基础 .

1　辐射直接交换面积与“奇点”问题

在段法中，将温度场划分为表面段与气体

段，采用 Asi sj
代表表面段 si 与表面段 sj 之间的辐射

直接交换面积，采用 Agi sj
代表气体段 gi 与表面段 sj

之间的辐射直接交换面积，采用 Agi gj
代表气体段

gi 与气体段 gj 之间辐射直接交换面积，在求解出

辐射直接交换面积之后，再求解辐射全交换面

积，即可用于计算辐射场中段与段之间的辐射换

热量 . 在过去的认知中，求解辐射直接交换面积

是耗费计算时间最大的部分，“奇点”的存在会显

著地降低计算精度，为了获取可以接受的计算精

度而不得不加大计算量 .

1. 1　辐射直接交换面积的计算

辐射换热的计算公式为

Asi sj
= ∫

l1

∫
l2

cos θ1 cos θ2

e-κar

2r
dl2dl1， (1)

Agi sj
= ∫

F
∫
l

κa cos θ
e-κar

2r
dldF， (2)

Agi gj
= ∫

F1

∫
F2

κ 2
a

e-κar

2r
dF2dF1. (3)

式中：r 为微元之间的距离；κa 为气体吸收系数；l

是二维模型中表面段的长度；l1和 l2分别是表面段

si 和 sj 的长度；F 是二维模型气体段的面积；F1 和

F2分别是气体段 gi和 gj的面积 .

在正交网格中，按照图 1 所示几何位置，其具

体的积分公式如下：

互相平行的表面段之间的直接交换面积为

Asi sj
= ∫

x1a

x1b∫
y2a

y2b Y 2

2r3
e-κardx2dx1. (4)

式中，r = (x2 - x1 )2 + Y 2 .

互相垂直的表面段之间的直接交换面积为

Asi sv
= ∫

xa

xb∫
ya

yb || y(x - X )

2r3
e-κardydx. (5)

式中，r = (x - X )2 + y2 .

气体段与表面段之间的直接交换面积为

Agi sj
= κa (∫

ya

yb∫
x1a

x1b∫
x2a

x2b

κa y
e-κar

r2
dx2dx1dy. (6)

式中，r = (x2 - x1 )2 + y2 .

气体段之间的直接交换面积为

Agi gj
= ∫

x1a

x1b∫
y1a

y1b∫
x2a

x2b∫
y2a

y2b

κ 2
a

e-κar

2r
dy2dx2dy1dx1 . (7)

式中，r = (x2 - x1 )2 + (y2 - y1 )2 .

上述计算是二、三、四重积分，为获得更高精

度，对其进行复化分段时，计算量随着积分重数

呈指数增长，这就是段法中直接交换面积计算量

大的原因 .

1. 2　“奇点”问题

如式 （5）~式 （7）所示，对于气体段自身辐

射，气体段与相邻表面段以及相邻的垂直表面

段，此时分母中 r = 0，那么这个值无法计算，已有
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研究有不同的处理方式，包括按照经验对 r 赋值

或在物理模型上对段做一微小位移以及舍弃奇

异点（设为 0），但这些处理方式都会引入一定的

误差；即使不是在 r = 0 处，还有一些 r 的值非常小

并且作为分母进行计算，在计算机的计算中，会

引起精度损失，最好的方法还是采用数学方法对

其变换以彻底地解决这个问题 . 如图 1a 所示，可

用式（4）计算平行的段之间的辐射直接交换面

积，因为平行段之间距离的存在，可以避免 r = 0

的发生，在此处无需特殊处理 .

2　“达菲”变换与辐射直接交换面积
计算

已有研究［13］对“奇点”问题即奇异积分的改

进方法是作变量替换，这个方法被称为达菲变

换，Taylor［14］扩大了应用范围，Feischl 等［15］尝试将

其应用到段法中 . 对于本文研究的正交网格，仅

仅需要对以下 3 个辐射直接交换面积进行变换即

可，而且达菲变换也仅仅适合定义域在（0，C）的

积分区域的一类问题，其中 C 代表确定的常数 .

2. 1　“达菲”变换原理

文献［13］提到的达菲变换方法，是针对一系

列如下所示问题：

I = ∫
0

C f (x)
xα

dx. (8)

式中，α 是常数，取 t = xα 即可解决数值积分时的

奇异性问题，这就是最基本的达菲变换，但是辐

射 直 接 交 换 面 积 的 计 算 过 程 中 的 分 母 是 r =

(x1 - x2 )2 +（y1 - y2 )2 ，在达菲变换之前要作一定

的处理 .

第一个特殊处理是将 r 中的 x1 - x2 替换为 x =

x1 - x2，y1 - y2 替 换 为 y = y1 - y2，这 样 就 将 r =

(x1 - x2 )2 +（y1 - y2 )2 转变为 r = x2 + y2 .

第二个特殊处理是在定义域上进行划分，使

划分后的定义域适合使用达菲变换，其定义域为

I = ∫
0

C∫
0

x f (xy)
r

dydx. (9)

式中，r = x2 + y2 .

在本文中存在“奇点”的积分式中，经过这两

步变换之后，就可以将原有积分式降重，这个简

化是因为积分式的特殊性而出现的，不是所有的

达菲变换都可以降低积分重数，在这里可以有效

地降低计算量 .

经过这两个特殊处理后，即可使用达菲变换

以消除奇异性 . 接下来针对辐射直接交换面积求

解中存在“奇点”的 3 种情况进行推导 .

图1　段与段之间辐射直接交换面积示意图

Fig. 1　Schematic illustration of DEA between zones
（a）—平行的表面段之间的直接交换面积； （b）—垂直的表面段之间的直接交换面积；

（c）—气体段与表面段之间的直接交换面积； （d）—气体段之间的直接交换面积 .
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2. 2　互相垂直的表面段之间的辐射直接交换面

积的积分式推导

如图 1b 所示的垂直表面段之间辐射直接交

换面积的计算公式为式（5），当两个互相垂直的

表面段相邻时就会存在“奇点”问题，此时辐射交换

面积计算的积分区域为xÎ(0A)，yÎ(0A).则可得

As1 sv
= ∫

0

A∫
0

A || xy

2r3
e-κardydx. (10)

式中，r = x2 + y2 .

首先对其定义域进行分割，划分为适合达菲

变换的形式，即

As1 sv
= ∫

0

A∫
0

x xy
r3

e-κardydx. (11)

式中，r = x2 + y2 .

然后对其采用达菲变换 y = ux，可得

As1 sv
= ∫

0

A∫
0

1 x3u
r3

e-κardudx. (12)

式中，r = x 1 + u2 .

为了统一 r 的计算形式，作变量替换可得

As1 sv
= ∫

0

A∫
0

1 xy3

r3
e-κardxdy. (13)

式中，r = y 1 + x2 .

2. 3　相邻的气体段与表面段之间的辐射直接交

换面积的积分式推导

如图 1c 所示，相邻的气体段与表面段之间的

辐射直接交换面积计算公式为式（6），当气体段

与表面段相邻时就会存在“奇点”问题，此时辐射

交换面积计算的积分区域为 x1 Î(0A)，x2 Î(0A)，

yÎ(0A). 则可得

Ag1 s1
= κa (∫

0

A∫
0

A∫
0

A

κa y
e-κar

r2
dx2dx1dy. (14)

式中，r = (x2 - x1 )2 + y2 .

此时需要对方程进行处理，以满足达菲变换

的要求，令 x = x1 u = x2 - x1 ® du = dx2

Ag1 s1
=
κa

2 ∫
0

A∫
0

A∫
-x

A - x

y
e-κar

r2
dudxdy. (15)

式中，r = u2 + y2 .

对积分区间进行适当划分后可得

Ag1 s1
=
κa

2 ∫
0

A∫
0

A∫
0

A - u

y
e-κar

r2
dxdudy +

κa

2 ∫
0

A∫
-A

0 ∫
-u

A

y
e-κar

r2
dxdudy .

(16)

对变量 x 进行积分后可得

Ag1 s1
=
κa

2 ∫
0

A∫
0

A

(A - u)y
e-κar

r2
dudy +

κa

2 ∫
0

A∫
-A

0

(A + u)y
e-κar

r2
dudy .

(17)

因为此时 y > 0，继续化简可得

Ag1 s1
= κa A∫

0

A∫
0

A

y
e-κar

r2
dudy -

κa∫
0

A∫
0

A

uy
e-κar

r2
dudy .

(18)

式中，r = u2 + y2 .

对式（18）中的两个部分按照式（10）~式（13）

的过程作达菲变换后结果为

Ag1 s1
= κa (∫

0

A∫
0

1

(A + Ax - 2xy)y2 e-κar

r2
dxdy ). (19)

式中，r = y 1 + x2 .

2. 4　气体段对自身的辐射直接交换面积的积分

式推导

如图 1d 所示的两个气体段之间的辐射直接

交换面积计算公式为式（7），对于一个段既是发

射段又是吸收段的情况，即气体段自身辐射的计

算 ，此 时 也 存 在 大 量“ 奇 点 ”，积 分 区 域 为

x1 Î(0A)，x2 Î(0A)，y1 Î(0A)，y2 Î(0A). 可得

Ag1 g1
= ∫

0

A∫
0

A∫
0

A∫
0

A

κ 2
a

e-κar

2r
dy2dx2dy1dx1. (20)

式中，r = (x2 - x1 )2 + (y2 - y1 )2 .

首 先 作 如 下 积 分 变 换 u = X - xv = Y -

y® du = dXdv = dY，则可得

Ag1 g1
= ∫

0

A∫
0

A∫
-x

A - x∫
-y

A - y κ 2
a

2r
e-κardvdudydx . (21)

式中，r = (X - x)2 + (Y - y)2 .

按照 2.3 节类似的推导过程可得

Ag1 g1
= 4κ 2

a (∫
0

A∫
0

1

y(A - y)(A - xy)
e-κar

r
dxdy . (22)

式中，r = y 1 + x2 .

图 2 是使用直接高斯积分的传统算法和基于

“达菲变换”的改进算法计算辐射直接交换面积

的流程图 .

3　结果与讨论

3. 1　计算精度比较方法

由于多重数值积分的误差难以分析，已有研

究利用物理意义对计算精度进行分析［13］，辐射直

接交换面积一定满足一些条件：

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

Asi sj
= Asj si



Agi sj
= Asj gi



Agi gj
= Agj gi

.

(23)

式（23）说明了辐射直接交换面积具有“交

换性”.
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ü

ý

þ

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï

∑
k = 1

M

Asi sk
+∑

k = 1

N

Asi gk
= l

∑
k = 1

N

Agi gk
+∑

k = 1

M

Agi sk
= πκa F.

(24)

式中，M，N 分别为表面段和气体段的数量 .式（24）

说明辐射直接交换面积具有“完整性”.

蒙特卡罗法将能量赋予到能束中并对能束

进行追踪，完整性验证结果较好，而其交换性则

因为随机性的影响较差［16］，所以使用交换性或者

使用多次计算的方差对蒙特卡罗法的精度进行

评价更加合理；对于积分法求解辐射直接交换面

积来说，其一定可以满足交换性，可以借此对几

何位置相同的直接交换面积进行简化计算，但较

难满足完整性验证，所以使用完整性对段法的计

算精度进行评价更合理 . 即辐射直接交换面积的

误差定义为
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式中，es和eg分别为表面段和气体段的完整性误差 .

3. 2　计算精度分析

选择一些算例对达菲变换的计算精度进行

分析 . 在接下来的计算中，对于气体段假设其为

各向同性的灰色气体，κa = 0.5 m-1.

3. 2. 1　试验算例 1

为了分析达菲变换的效果，需要设定一个以

达菲变换后的积分式为主的算例，选择一个填充

了吸收性介质的 1 m×1 m 的二维方腔，这样仅仅

有一个相互平行的表面段之间的直接交换面积

As1 s2
使用直接高斯积分计算，其他的直接交换面

积都使用达菲变换后的积分式进行计算 .

如图 3a 所示，按照这种段的划分方法，气体

段为 1 m×1 m，表面段长 1 m.

由图 4 可得，达菲变换的计算结果与直接高

斯积分的结果非常接近 . 应用完整性验证对计算

精度进行评价，由表 1 的完整性验证结果可得，其

气体段与表面段的相对精度分别由直接高斯积

分 的 0.58% 与 0.36% 提 高 到 了 达 菲 变 换 后 的

（2.5×10-7）%与（2.1×10-6）%，由此可得，单独使用

达菲变换改善了存在“奇点”的辐射直接交换面

积的完整性 .

3. 2. 2　试验算例 2

如图 3b 所示，选择一个 5 m×5 m 二维方腔，

但是划分了更多的气体段与表面段，有 25 个气体

段以及 20 个表面段 . 按照这种段的划分方法，气

体段为 1 m×1 m，表面段长 1 m. 将达菲变换与直

接高斯积分结合使用以计算全部的辐射直接交

换面积 .

由图 5 可以看出，达菲变换计算出的 Ag1 g1
，

Ag1 s1
以及 As1 s11

与直接高斯积分计算的结果非常吻

合，验证了达菲变换的有效性 . 表 2 展示了使用达

菲变换计算前后完整性验证，可以看到，其可以

图2　直接高斯积分法与达菲变换的流程图

Fig. 2　Flow chart of DGI method and Duffy transformation
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有效地提高计算的精度 . 将气体段与表面段的辐

射直接交换面积计算的相对误差由 0.093 5%，

0.169% 分 别 降 低 到 了（1.73×10-5）% ，（3.92×

10-6）%. 由此表明，达菲变换与直接高斯积分结合

使用以计算辐射直接交换面积是非常有效的 .

3. 3　计算速度分析

表 3 与表 4 给出了达菲变换与使用不同积分

步长的直接高斯积分计算上述两个算例时所需

要的计算时间以及相对误差 . 在算例 1 中，同样花

费 0.005 s 时，达菲变换的气体段与表面段的相对

误差分别只有（4.81×10-6）%，0%；而直接高斯积

分 的 气 体 段 与 表 面 段 的 相 对 误 差 为 11.6%，

7.23%；在算例 2 中，相同计算时间的情况下，达菲

变换的气体段与表面段的相对误差分别为（4.88×

10-4）%，（2.98×10-5）%，而直接高斯积分的相对误

差则分别为 3.73%，6.70%. 由此可见，在同样的计

算时间内，达菲变换可以获取更高的精度 .

算例 1 中，在气体段相对误差都达到 0.364%

时，直接高斯积分计算用时 68.465 s，而同样能够

达到此计算精度的达菲变换计算用时仅 0.005 s，

计算时间相差 13 693 倍；算例 2 中，在气体段相对

误差都达到 0.117% 时，直接高斯积分计算用时

957.069 s，而达菲变换计算用时仅 0.071 s，计算

时间相差 13 479.8 倍 . 由此可见，满足相对误差相

同的情况下，二者计算时间最大相差 13 693 倍 .

应用达菲变换求解辐射直接交换面积时，在

相同计算时间时计算精度更高，在达到同样的相

对误差时，计算时间更短，因此本文提出的基于

达菲变换的辐射直接交换面积算法在计算速度

上有显著优势 .

图3　气体段与表面段的划分示意图

Fig. 3　Schematic division diagram of gas zones and surface zones
（a）—算例 1； （b）—算例 2.

图4　算例1的直接交换面积计算值

Fig. 4　Calculated values of DEAs in Case 1

表1　算例1的完整性验证
Table 1　Verification of completeness for Case 1 

项目

计算值

理论值

相对误差/%

直接高斯积分

气体段完整性

1. 579 943 06

1. 570 796 33

0. 58

表面段完整性

1. 003 642 08

1. 000 000 000

0. 36

达菲变换

气体段完整性

1. 570 796 326

1. 570 796 33

2. 5×10-7

表面段完整性

1. 000 000 022

1. 000 000 000

2. 1×10-6
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4　结  论

1） 在二维模型辐射换热的计算中使用达菲

变换，将相邻且垂直的表面段之间的二重积分、

相邻的表面段与气体段之间的三重积分、气体段

对气体段自身的四重积分都降为二重积分 .

2） 使用达菲变换可以消除段法中辐射换热

直接交换面积计算过程中“奇点”问题的影响，从

而显著提高计算精度 . 在算例 1 中，使用达菲变换

后气体段与表面段的完整性评价的相对精度由

11.6%，7.23% 分别提高到（4.81×10-6）%，0%；在算

例 2 中，使用达菲变换后气体段与表面段的完整

性评价的相对精度由 3.73%，6.70% 分别提高到

（4.88×10-4）%，（2.98×10-5）%.

3） 达菲变换可以显著地提高辐射直接交换面

积的计算速度 . 算例 1 中气体段达到同样 0.364%

的相对误差时，达菲变换的计算时间为直接高斯

积分的 1/13 693；算例 2 中同样达到 0.117% 的相

对误差时，达菲变换的计算时间为直接高斯积

分的 1/13 479.8. 这为段法处理更复杂的模型以及

更广泛的应用提供了基础 .

图5　算例2的直接交换面积计算值

Fig. 5　Calculated values of DEAs in Case 2
（a）—g1对气体段； （b）—g1对表面段； （c）—s1对表面段 .

表2　算例2的完整性验证
Table 2　Verification of completeness for Case 2 

项目

计算值

理论值

相对误差/%

直接高斯积分

气体段完整性

1. 572 264 406

1. 570 796 330

0. 093 5

表面段完整性

1. 001 687 101

1. 000 000 000

0. 169

达菲变换

气体段完整性

1. 570 796 601

1. 570 796 330

1. 73×10-5

表面段完整性

0. 999 999 961

1. 000 000 000

3. 92×10-6

表3　算例1使用不同步长高斯积分与达菲变换的计算时间与计算精度比较
Table 3　Comparisons of computing time and accuracy between DGI and Duffy in Case 1 

项目

计算时间/s

直接高斯积分与达菲变换计算时间比

气体段相对误差/%

表面段相对误差/%

直接高斯积分步长

1

0. 005

1. 0

11. 60

7. 23

2

0. 006

1. 2

5. 80

3. 63

4

0. 020

4. 0

2. 91

1. 82

8

0. 229

45. 8

1. 45

0. 91

16

4. 511

902. 2

0. 728

0. 455

32

68. 465

13 693

0. 364

0. 228

达菲变换

0. 005

—

4. 81×10-6

0

表4　算例2使用不同步长的直接高斯积分与达菲变换的计算时间与计算精度比较
Table 4　Comparisons of computing time and accuracy between DGI and Duffy in Case 2 

项目

计算时间/s

直接高斯积分与达菲变换计算时间比

气体段相对误差/%

表面段相对误差/%

直接高斯积分步长

1

0. 071

1

3. 73

6. 70

2

0. 095

1. 3

1. 87

3. 36

4

0. 299

4. 2

0. 934

1. 68

8

4. 057

57. 1

0. 467

0. 843

16

59. 811

842. 4

0. 234

0. 422

32

957. 069

13 479. 8

0. 117

0. 211

达菲变换

0. 071

—

4. 88×10-4

2. 98×10-5
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