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基于曲面修剪的直齿轮铣削刀具与
工件切触区域的计算

张荣闯，李 明
（东北大学秦皇岛分校 控制工程学院，河北 秦皇岛 066004）

摘   要： 提出一种基于曲面修剪的直齿轮多轴铣削中铣刀与工件切触区域的计算方法 . 首先，建立齿轮

铣削运动学模型，以精确描述铣刀和工件之间的相对运动关系；其次，在构建精确的渐开线齿廓数学模型的

基础上，采用等残余高度法进行刀具路径规划，并计算出各个刀位点坐标；随后，采用半球面近似刀具扫掠

面，将切触区域定义为由 3 条边界曲线约束的局部球面区域，并利用边界曲线所在曲面对半球面进行修剪，以

精确提取切触区域；最后，通过垂直于刀具轴线的平面与切触区域的求交运算计算出切触角度 . 切触区域仿

真与铣削试验对比分析表明，该方法具有较高的计算精度；与文献所采用的实体法相比，该方法具有较高的

计算效率 .
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Cutter-Workpiece Engagement Calculation for Milling of 
Spur Gears Based on Surface Trimming 
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（School of Control Engineering， Northeastern University at Qinhuangdao， Qinhuangdao 066004， China.
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Abstract： A cutter-workpiece engagement （CWE） calculation approach for multi-axis milling of 
spur gears based on surface trimming was proposed. Firstly， to accurately describe the relative 
motion relationship between the milling cutter and the workpiece， a gear milling motion model 
was established. Secondly， based on the established precise mathematical model of the involute 
gear tooth profile， the constant scallop-height method was applied for tool path planning， with 
precise calculation of the coordinate positions for each cutter location point. Thirdly， the cutter 
sweep surface was approximated using a hemispherical surface， and the CWE was defined as a 
partial sphere constrained by three boundary curves. The hemispherical surface was trimmed 
using the surface where the boundary curves are located to accurately extract the CWE. Finally， 
the engagement angles were calculated through an intersection operation between the CWE and a 
plane perpendicular to the tool axis. A comparative analysis of the simulated and experimentally 
measured CWE demonstrates the high computational accuracy of the proposed method.
Furthermore， compared with solid modeling-based method adopted in the literature， this method 
has a higher computational efficiency.
Key words： gear milling； cutter-workpiece engagement； tool path planning； surface trimming

现代齿轮加工领域正经历着从传统专用机

床向柔性制造的技术转型 . 其中，基于加工中心

的多轴铣削工艺凭借其卓越的工艺柔性，正在逐

步替代传统的滚齿和剃齿等专用加工方法 . 研究

表明，该技术在大型齿轮的快速原型制造和再制

造修复等应用场景中展现出显著的技术经济优
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势［1-2］. 然而，在齿轮铣削过程中，切削参数的优化

配置面临严峻挑战：非最优参数组合会引发切削

力幅值的剧烈波动，这种动态载荷的变化不仅会

加速刀具磨损，更会导致加工表面质量恶化 . 鉴

于铣削力与加工参数的强相关性，构建高精度的

齿轮铣削力预测模型成为实现工艺参数优化和

保证加工质量的重要理论基础 .

在铣削力建模研究中，切触区域计算的准确

性是影响模型精度的关键因素［3］. 通过对现有文

献的系统分析，根据几何建模原理和计算方法的

本质差异，离散法、解析法和实体法是目前主要

的切触区域计算方法 . 离散法是基于离散化建模

原理，通过将刀具和工件的几何形体进行网格化

离散，并运用空间相交判定算法，实现切触区域

的数值计算 . 在离散法研究进展方面，基于 Z-
MAP 算法的改进，董永亨等［4］开发的新型识别方

法能够精确捕捉球头铣刀加工时的瞬时切触状

态；Wei 等［5］通过引入逻辑数组标识机制，使 Z-
MAP 方法的计算效率显著提升；Qin 等［6］提出了

一种融合解析建模技术的改进 Z-MAP 方法，该

方法通过局部更新刀具离散模型的策略，在保证

切触区域识别精度的同时，显著降低了计算复杂

度 . 离散法虽然计算效率优异，但其固有的离散

化误差会导致计算精度受到限制，这一矛盾亟待

解决 .

解析法通过空间解析几何方法建立刀具与

工件接触的空间曲线数学模型，并采用降维求解

策略进行计算 . 在解析法研究进展方面，文献［7-
10］在多轴铣削加工中，基于空间曲面求交的几

何原理，将切触区域求解问题转化为其边界曲线

的参数化建模问题，并进一步通过降维处理简化

参数曲线的求解过程 . 解析法在满足工程计算精

度要求的前提下，具有显著的计算效率优势；然

而，在复杂曲面的表征和求交方面，其参数化计

算的复杂度较高、数值稳定性较差，导致该算法

适应度受限 .

实体法以计算实体几何理论为基础，通过严

格的布尔运算精确确定刀具与工件的切触区域 .

在实体法的研究进展方面，Yang 等［11］在基于实体

建模方法的切触区域仿真中，通过刀具回转面上

的潜在切触面对材料去除体进行布尔运算 .Boz

等［12］基于 Parasolid 建模内核，利用刀具扫掠体和

工件几何模型之间的布尔运算得到更新后的工

件几何模型，获取该几何模型与刀具回转体的相

交曲面，进而确定切触区域 . 植俊杰等［13］基于 NX

二次开发平台，通过计算刀具回转体与动态更新

的工件几何模型的布尔交集，实现切触区域的直

接提取 . 尽管实体法在计算精度方面具有显著优

势，但其计算过程需要反复生成刀具扫掠体并实

时更新工件几何模型，导致计算复杂度随刀位点

数量呈几何级数增长，从而严重制约了计算效率 .

本文针对直齿轮球头铣刀铣削加工中的切

触区域计算问题展开研究 . 针对解析法存在的球

头铣刀球面与渐开线齿面复杂交线求解困难以

及离散法计算精度不足的局限性，提出一种基于

曲面修剪的切触区域提取新方法 . 首先，基于坐

标变换理论建立齿轮铣削过程中刀具与工件相

对运动的数学模型；其次，在构建精确的渐开线

齿廓数学模型的基础上，采用等残余高度法实现

刀具路径规划，并通过数值迭代算法精确求解各

加工刀位点的坐标 . 然后，采用实体法构建的铣

刀回转面、刀具扫掠面和辅助平面依次修剪待加

工曲面，精确提取刀具-工件接触区域，并据此计

算切削过程中的有效切触角度区间 . 最后，通过

双重验证评估所提方法的性能：几何精度有效性

方面，对比实际加工切触区域与仿真切触区域边

界曲线的一致性；计算效率优越性方面，与现有

文献中基于构造刀具扫掠体和工件模型动态更

新的传统实体法的计算时间进行比较 .

1　齿轮铣削运动模型

1. 1　坐标系定义

在直齿轮铣削加工中，所有轮齿均采用统一

的铣削工艺策略 . 该工艺中刀具运动包含两个阶

段：首先通过齿高方向的进给运动实现刀具精确

定位，随后通过齿宽方向的切削进给完成材料去

除 . 为准确表征该过程中的刀具与工件相对运动

关系，建立了如图 1 所示的右手笛卡尔坐标系 .

如图 1a 所示，定义工件坐标系 oW-xWyWzW（简

称｛sW｝），该坐标系与齿轮刚性连接 .｛sW｝的原点

oW精确位于齿轮上端面的几何中心，yW轴和 zW轴

分别重合于齿廓对称中心线和齿轮轴线，xW 轴方

向 由 右 手 定 则 确 定 . 定 义 进 给 坐 标 系 oF-xFyFzF 

（简称｛sF｝），其原点 oF 与球头铣刀的球心重合，zF

轴和 xF 轴的方向分别平行于理想渐开面的法向

向量 nk 和｛sW｝的 zW 轴，yF 轴方向同样由右手定则

确定；如图 1b 所示，角度 βk 是 zF 轴与 yW 轴之间的

夹角，即用于确定刀具姿态的刀倾角，设定 βk=0，

因此刀具轴线平行于齿轮端面 . 进一步定义刀具
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坐标系 oT-xTyTzT（简称｛sT｝），其原点 oT 与球头铣

刀球心重合（即与｛sF｝的原点 oF 共点），zT 轴与刀

具轴线重合，正向指向刀具远离工件表面的方

向 . 如图 1b 所示，｛sT｝可视为｛sF｝绕其 xF轴旋转构

造的坐标系，其中旋转角度 λk（定义为 zF轴与 zT轴

的夹角）即为用于确定刀具姿态的刀偏角 .

1. 2　变换矩阵

在切触区域计算中，采用工件静止假设，即

刀具相对于工件运动 . 为表征二者的相对运动关

系，需建立｛sT｝与｛sW｝坐标系间的映射变换关系 .

｛sT｝相对于｛sF｝的变换矩阵为

MTF =
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｛sF｝相对于｛sW｝的变换矩阵为
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式中：xLki
，yLki

，zLki
分别表示｛sW｝下的第 k 条刀具路

径中第 i 个刀位点 Lk，i 的坐标，其与初始刀位点

Lk，0坐标 xLk0
，yLk0

，zLk0
满足：
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式中：Lc为刀具走刀长度；设定 zLk0
为定值常数 .

｛sT｝相对于｛sW｝的变换矩阵为

MTW =MTF MFW. （4）

1. 3　渐开线齿廓数学模型

直齿轮的待加工表面为理论渐开面上法向

距离为 T 的等距面，即图 2 中曲线 AB 沿齿轮轴线

方向的拉伸面 .

渐开线齿廓 A'B'上点 P'的坐标为

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

x'=
rb

cos α
sin(ΩS - tan α + α)

y'=
rb

cos α
cos(ΩS - tan α + α).

（5）

式中：α 为压力角；rb 为基圆半径；ΩS 为夹角，计算

式为

ΩS=π/（2z）+θn.

其中：z 为齿轮齿数；θn 为分度圆压力角 αn 对应的

展角，计算公式为 θn=tan（αn）-αn.

渐开线齿廓 A'B'上点 P'的法向矢量为

nα =
é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
úcos(tan α -ΩS )

sin(tan α -ΩS )
. （6）

结合式（5）和式（6），可得渐开线等距线方程为

ü
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ï
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ï

x=
rb

cos α
sin(ΩS- tan α+α)+T cos(tan α-ΩS )

y=
rb

cos α
cos(ΩS- tan α+α)+T sin(tan α-ΩS ).

（7）

2　刀具路径规划

式（3）表明，当走刀长度 Lc 和初始刀位点 Lk，0

的坐标 zLk0
确定后，刀位点 Lk，i 的坐标仅取决于点

Lk，0 的坐标 xLk0
和 yLk0

. 因此，直齿轮铣削的刀具路

图1　直齿轮铣削坐标系

Fig. 1　Coordinate system of spur gear milling
（a）—坐标系定义； （b）—坐标系之间方向关系 .

图2　渐开线齿廓

Fig. 2　Involute gear tooth profile
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径规划可降维处理为齿高方向上的二维刀具路

径规划 . 基于此，本文采用等残留高度法［14］计算

各刀具路径处的刀位点 .

在直齿轮精铣削加工中，假设仅刀具球头部

分参与切削 . 图 3 为点 Lk，0处刀具与工件在｛sW｝的

坐标系平面 xWyW 上的投影，其中包含以下特征曲

线：理论渐开线齿廓曲线 ε1；与 ε1 保持恒定法向

距离 h（齿廓残留高度）的等距曲线 ε2；与 ε1 保持

恒定法向距离 R（球头铣刀半径）的等距曲线 ε3.

图 3 可知，点 Gk，0 是当前刀位点 Lk，0 处刀具圆

弧与曲线 ε2的交点，点 Gk，0可通过式（8）求取 .
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þ
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xGk0
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2
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-yLk0

2

=R2 .

（8）

下一刀位点 Lk+1，0与点 Gk，0之间的距离为刀具

半径 R，同时该点也位于曲线 ε3上，因此 Lk+1，0点可

通过式（9）求取 .
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rb
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2
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2

=R2 .

（9）

设点 Lk，0 为已知点，联立式（8）和式（9），运用

迭代算法可计算出所有刀位点 . 具体计算方法可

参考文献［15］.

3　曲面修剪切触区域仿真

3. 1　切触区域提取流程

为简化分析范围并提升计算效率，将研究重

点限定在正常切削阶段的切触区域计算，不考虑

齿顶圆处的非典型切削状态 . 如图 4 所示，在直齿

轮铣削过程中，刀具路径 k 上各刀位点的切触区

域呈现一致的几何特征 . 选取单个轮齿铣削过程

作为仿真对象，其中：初始刀位点 Lk，0 定义为切削

起始点，终止刀位点 Lk，i 作为切削终点，以终止点

作为切触区域的特征提取点 .

图 5 展示了切触区域的提取流程，主要包括

以下步骤：

1） 刀具路径规划：基于输入的刀具参数、工

件参数和切削参数，采用等残留高度法进行刀具

路径规划；

2） 切触区域提取：在刀位点 Lk，i处，通过曲面

修剪与布尔运算提取切触区域，并确定相应的刀

具切触角度区间；

图5　切触区域提取流程

Fig. 5　Flowchart for extracting CWE

图4　齿轮铣削加工策略

Fig. 4　Machining strategy for gear milling

图3　刀位点计算示意图

Fig. 3　Schematic diagram of cutter location point 
calculation
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3） 迭代计算：判断是否存在未处理的刀具路

径 . 若存在，则继续执行下一路径的切触区域提

取，直至完成所有路径计算 .

3. 2　切触区域曲面修剪

如图 6 所示，球头铣刀在刀位点 Lk，i处的切触

区域 CWEk由 3 条边界曲线 B1，B2和 B3所包围，P1，

P2和 P3是边界曲线的交点 .

图 7 展示了切触区域 CWEk 的几何表征，3 条

边界曲线的几何定义、具体表征和切触区域划分

如下 .

3. 2. 1　边界曲线 B1

几何定义：铣刀回转面与待加工表面的交线；

具体表征：如图 7a 所示，为半球面 SSk与渐开

面等距面 IS 的交线 C1的部分曲线；

区域划分：如图 7b 所示，IS 以 C1为边界将 SSk

划 分 为 可 能 切 触 区 域 FCWE1 和 非 切 触 区 域

NonCWE1.

3. 2. 2　边界曲线 B2

几何定义：铣刀回转面与刀具路径 k-1 过渡

面的交线；

具体表征：如图 7c 所示，为 SSk与刀具扫掠面

（即半圆柱面 HCSk-1）的交线 C2部分曲线；

区域划分：如图 7d 所示，HCSk-1 以 C2 为边界

将 SSk划分为 FCWE2和 NonCWE2.

3. 2. 3　边界曲线 B3

几何定义：铣刀回转面与当前刀路 k 过渡面

的交线；

具体表征：如图 7e 所示，具有双重几何意义：

①SSk 与 HCSk 的交线 C3 的部分曲线；②辅助平面

FSk（由点 Lk，i和进给方向向量定义）与 SSk的交线；

区域划分：如图 7f 所示，FSk 以 C3 为边界将

SSk划分为 FCWE3和 NonCWE3.

图 7g 中切触区域 CWEk可表示为上述 3 个可

能切触区域的相交区域；可能切触区域是由曲面

分割代表刀具回转面的半球面 SSk形成的 . 因此，

CWEk可通过渐开面等距面 IS、辅助平面 FSk和半

圆柱面 HCSk-1 依次修剪半球面 SSk 来获取，如图

7h 所示 .

通过曲面修剪构造切触区域 CWEk的过程如

图 8 所示 . 首先建立刀具回转面，即初始可能切触

区域 SSk 和渐开面等距面 IS，通过 IS 修剪 SSk，得

到更新的切触区域 FCWE1；其次，构造刀路 k-1

的刀具扫掠面 HCSk-1，通过 HCSk-1 修剪 FCWE1 得

到更新的切触区域，即部分 FCWE2；然后，在 Lk，i

处构造辅助平面 FSk，通过其修剪部分 FCWE2，得

到最终的结果切触区域 CWEk；最后，沿着刀具轴

线 建 立 垂 直 于 刀 轴 的 辅 助 平 面 SPi，通 过 其 与

CWEk 求交得到表示切触区域的圆弧曲线，进而

确定切入角和切出角 .

图6　CWEk定义

Fig. 6　Definition of CWEk

图7　切触区域CWEk的几何表示

Fig. 7　Geometric representation of CWEk

（a）—B1的具体表征； （b）—B1的区域划分； 

（c）—B2的具体表征； （d）—B2的区域划分； 

（e）—B3的具体表征； （f）—B3的区域划分； 

（g）—可能切触区域交集； （h）—切触区域修剪 .
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如图 9 所示，当保持切削参数不变时，刀具偏

角 λk的变化不会改变切触区域的拓扑结构，即同

一刀具路径中刀具姿态 T1 和 T2 具有相同的切触

区域 . 因此，在求解不同刀具姿态对应的切触角

度区间时，仅需要在相应刀具坐标系下重新进行

曲面分割运算即可，有效避免了重复计算，显著

提高了计算效率 .

4　试验验证与仿真实例

4. 1　试验方案

仿真与试验所采用的加工参数如表 1 所示 .

仿真采用 NX 1953 实体建模软件，结合 NX/Open

二次开发模块和 Visual Studio 2019 编程环境实

现直齿轮铣削切触区域的计算 . 齿轮铣削加工采

用五轴加工中心 DMU 50，如图 10a 所示；切触区

域边界曲线测量采用 19JPC-V 数显万能工具显

微镜，如图 10b 所示 .

4. 2 仿真精度

图 11 展示了加工后工件表面的形貌特征，可

清晰观察到刀具与工件切触区域的边界痕迹 . 在

边界曲线的测量过程中，以各切触区域的 P2点作

为基准点，并在测量平面坐标系 oC-xCyC下进行数

据采集，该坐标系与｛sW｝的坐标平面 yWzW 平行 .

图 12 对比了刀具路径 2 和 4 的实测数据与仿真计

算结果 . 其中，切触区域的边界曲线 P1P2 和 P2P3

的实测结果与仿真计算高度吻合，仅存在微小偏

差，主要源于测量误差及工件表面塑性变形的影

响 . 由于工件滑移变形导致边界曲线 P1P3 出现模

糊现象，但试验数据显示：P1，P3 点及其邻近区域

的测量点与仿真结果高度吻合，且相邻测点分布

趋近理论切削脊线，间接证明了试验与仿真的一

表1　加工参数
Table 1　Machining parameters 

项目

工件参数

刀具参数

切削参数

参数

模数 mn/mm

齿数 z

分度圆压力角αn /(°)

齿顶高系数 h*
a

顶隙系数 c*

齿廓残留高度 h/mm

齿廓半精加工余量 T/mm

刀具半径 R/mm

螺旋角β/(°)

刀具刃数

每齿进给量 f/(mm·齿-1)

刀具偏角 λk /(°)

数值

6

20

20

1

0. 25

0. 03

0. 3

3

15

2

0. 05

60

图9　不同刀具姿态切触区域计算

Fig. 9　CWE calculation of different cutter
postures

图10　试验加工与测量装置

Fig. 10　Machining and measurement equipment 
for test

（a）—试验加工机床； （b）—试验测量设备 .

图8　曲面修剪过程

Fig. 8　Surface trimming process
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致性 . 在排除测量误差和材料变形因素后，实验

数据与仿真结果表现出良好的匹配性，验证了基

于曲面修剪法的直齿轮铣削接触区域仿真方法

的准确性 .

图 13 为刀具路径 2 和 4 对应的计算切触角度

区间 .

4. 3　仿真计算效率

本文通过与文献［11］所采用的方法对比来

验证曲面修剪方法在计算效率上的优越性 .忽略刀

具路径迭代计算的时间消耗，采用刀具半径R=2 mm

的球头铣刀，其余加工参数如表 2 所示；个人电脑

的 运 行 配 置 为 Intel（R）Core（TM）i7-6700HQ 

CPU@2.60GHz，8GB RAM. 部分切触区域面积测

量结果（表 2）表明，两种方法的计算精度几乎一

致，相对误差极小 .

计算时间对比分析（图 14）表明，曲面修剪法

的计算时间较文献［11］方法降低 50% 以上 . 这是

由于文献［11］方法需要构建完整的刀具扫掠体

并实时更新工件几何模型，导致计算复杂度呈几

何级数增长 . 相比之下，曲面修剪法通过简化几

何表征显著提升了计算效率 .

表2　曲面修剪法与文献[11]方法的计算精度对比
Table 2　Comparison of computational accuracy 

between surface trimming method and 
method in reference [11] 

刀具路

径编号

2

4

6

8

10

12

曲面修剪法

面积/mm2

1. 000 821 967

0. 998 788 367

0. 996 226 159

0. 992 532 688

0. 987 684 473

0. 979 822 484

文献[11]方法

面积/mm2

1. 000 860 839

0. 998 803 806

0. 996 191 599

0. 992 629 893

0. 987 808 467

0. 979 945 277

前者与后者

相对误差/%

-0. 003 9

-0. 001 5

0. 003 5

-0. 009 8

-0. 012 6

-0. 012 5

图11　切触区域测量

Fig. 11　CWE measurement

图12　切触区域对比

Fig. 12　Comparison of CWE
（a）—刀具路径 2； （b）—刀具路径 4.

图13　切触角度区间

Fig. 13　Immersion angle
（a）—刀具路径 2； （b）—刀具路径 4.
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5　结  论

1） 基于铣刀与工件相对运动的数学建模，融

合渐开线齿廓理论与等残余高度法，构建了具有

严格理论依据的高精度刀具路径规划算法，为切

触区域的计算提供了基础 .

2） 基于刀齿扫掠面的半球面近似假设，将切

触区域严格定义为由 3 条边界曲线约束的局部球

面区域 . 通过引入曲面修剪算法，实现了切触区

域的高效精确提取，并计算出切触角度区间 .

3） 试验测量结果与仿真数据的高度吻合验

证了曲面修剪法在直齿轮铣削切触区域提取中

的准确性 . 计算时间对比显示，该方法在计算效

率上具有一定的优越性 .
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图14　曲面修剪法与文献[11]方法的计算时间对比

Fig. 14　Comparison of computing time between 
surface trimming method and method in 
reference [11]
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