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摘   要： 研究了启发式优化算法中种群向均值点迁移的策略，并发现该策略对于提升算法性能具有重要

影响，同时具备物理和数学含义 . 通过极大似然估计方法对基态波函数进行参数估计，建立了量子系统达到

基态时最优解概率密度函数与种群均值点之间的联系，并从动力学的角度解释了种群均值点的物理意义 . 通

过在几种经典优化算法上添加利用均值点位置信息的操作，在 CEC2013 测试集与摄像机布局优化的工程应

用上进行对照实验，实验结果表明合理利用均值点位置信息可以有效提升算法的性能 .
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Abstract： The strategy of population migration towards the mean point in heuristic optimization 
algorithms is investigated， and the strategy is found that it has significant impact on the 
algorithm’s performance and has both physical and mathematical implications.  By using the 
maximum likelihood estimation method， the parameters of the ground state wave function are 
estimated， and the connection between the probability density function of the optimal solution 
when the quantum system reaches the ground state and the population mean point is established.  
The physical significance of the population mean point is explained from a dynamic perspective.  
The operations that utilize the information of the mean point’s position is added to several 
classical optimization algorithms and a comparative experiment is carried out on the CEC2013 
test set and the engineering application of camera layout optimization.  Experimental results show 
that reasonable use of the mean point position information can effectively improve the 
performance of the algorithm.  
Key words： quantum dynamics； optimization problems； mean-value information； kinetic 
equation； maximum likelihood estimation

1995 年 Kennedy 和 Eberhart 通过模拟鸟群觅

食的社会学行为提出粒子群优化（particle swarm 

optimization，PSO）算法［1］. 在经典粒子群优化算

法中，粒子的更新过程受历史最佳位置和整个种

群粒子最佳位置共同影响 . 2000 年 Kennedy 对粒

子群社会学模型进行了扩展与验证 . 他将定型

观念的社会心理学隐喻引入粒子群算法，依据搜

索行为将粒子划分为不同的群体，然后以不同群

体中的历史最佳位置的均值代替单个粒子的最

佳位置、邻域的最佳位置或同时替代二者，结果
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表明粒子个体向它当前所在的群体中心学习有

利于提高算法性能［2］. Xu 等利用 PSO 中的平均

速度信息设计出一种反馈控制策略，将平均速度

代入粒子位置更新公式视为粒子在均值方向上

的一种学习，提高了粒子群算法跳出局部最优的

能力，收敛速度和精度得到显著提高［3］. Yu 等提

出一种具有空间变换扰动的多重学习粒子群优

化算法 . 算法在粒子更新中引入了所有粒子的

历史最佳位置的均值分量，该策略也是对所有粒

子历史最佳位置所构成集合的均值信息加以利

用 . 不论是采用群体坐标均值替换当前个体或

是使用平均速度抑或是直接在更新公式中引入

均值坐标向量，都有效地提高了算法性能［4］.

Sun 等受量子力学和粒子群优化算法轨迹分

析的启发，将粒子引入到量子系统下，基于 势阱

的基态波函数设计算法的采样函数并用于当前

最佳粒子周围的采样［5］，后期将平均最佳位置引

入算法，并提出了PSO的新版本——量子粒子群优

化（quantum ‐ behaved particle swarm optimization，

QPSO）算法［6］. Xi 等［7］提出粒子平均位置的加权

策略，该策略根据粒子的适应度值加权平均最佳

位置，使得算法的全局搜索和局部搜索达到了更

好的平衡，从而提高了算法性能 .

Wang 等提出多尺度量子谐振子优化算 法

（multi‐scale quantum harmonic oscillator algorithm，

MQHOA）［8］，并 对 MQHOA 模 型 进 行 补 充 与 完

善，提出具有能级稳定过程的 MQHOA 优化算

法［9］，改进后的算法在求解精度和成功率等方面

得到显著提升 . 算法在能级稳定过程中采取以采

样点的坐标均值替换当前适应度最差采样点的

策略，实验表明该策略大幅提高了算法的寻优精

度 . 文 献［10］从 跳 出 局 部 最 优 解 的 视 角 对

MQHOA 算法中的均值替换策略进行了解释，并

对比分析了多种替换策略，结果表明能级下降过

程 若 采 用 随 机 迁 移 策 略 ，算 法 性 能 并 无 显 著

提升 .

Wang 等受大象群体游牧行为启发提出象群

优 化（elephant herding optimization，EHO）算

法［11］，算法中适应度最佳的大象迁移行为完全受

象群均值影响 . 类似地还有 2017 年 Ngaam 等对

布谷鸟（cuckoo search，CS）算法的改进［12］，其将

布谷鸟算法引入量子模型，提出一种基于量子机

制的非齐次搜索策略 . 该策略下布谷鸟的坐标更

新有 1/3 的概率向鸟群均值坐标方向飞行，改进

后的算法显著优于原 CS 算法 . Huang 等对蝙蝠

算法进行改进，提出具有量子行为的蝙蝠算法

（Gaussian quantum bat algorithm，GQBA）. 该 算

法使用一种平均位置方向的飞行策略帮助蝙蝠

跳出局部最优解［13］，使得蝙蝠算法寻优能力得到

增强 .

以上各种算法及其改进版本似乎蕴含着保

障优化算法性能的一种基本操作，即均值信息的

利用 . 均值信息的有效利用能提高算法求解精

度，但目前尚未有文章对均值信息在优化算法中

的具体含义给出明确的说明 .

本文首先基于优化算法的量子动力学模型

将函数优化问题转化为求解以目标函数为约束

势阱的基态波函数问题，用波函数描述解的分

布情况；然后以目标函数 Taylor 二阶近似的函数

结构作为对黑盒模型下目标函数的一种先验猜

测，由此将粒子坐标（采样点）均值赋予物理意

义，即粒子坐标均值为当前基态下一个势能较

低点的估计值；再以约束势阱为目标函数的粒

子扩散运动为基础，通过粒子运动的马尔可夫

过程说明该过程朝着能量基态收敛；接着利用

极大似然估计构建粒子在不同尺度下的基态波

函数和最优解的概率分布模型；最后从量子的

视角解释了利用采样点均值信息改进算法的可

行性和有效性 .

1　优化问题的 Schrödinger 方程

1. 1　优化问题解的概率描述

对于优化问题而言，一般情况下目标函数

f ( )x 的信息未知 . 在不带有任何先验知识的情况

下，获取信息的唯一方式是不断对目标函数 f ( )x

进行采样 . 采样在某种程度上是对目标函数 f ( )x

的测量，即在有限的计算资源内不断测量以获取

全局最优的近似解 . 在不同阶段中采样所得的最

优解属于概率意义上的全局最优解，可通过波函

数在概率层面进行描述［14］.

在量子系统下，函数优化问题被转化为寻找

系统势能最低点问题，即求解粒子在目标函数

f ( )x 的 约 束 下 的 基 态 能 量 ，因 此 优 化 问 题 的

Schrödinger 方程可表示为

iħ
¶ψ ( )xt

¶t
= ( - ħ2

2m
¶2

¶x2
+ f ( x) )ψ ( )xt . （1）

式中：-
ħ2

2m
¶2

¶x2
是动能项；ψ ( )xt 为粒子在 t 时刻

迭 代 时 的 波 函 数 . 优 化 问 题 波 函 数 的 模 方

|ψ ( )xt |2

根据波恩的概率意义解释为 t 时刻解的
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概率分布 . 因此寻找最优解的过程就是波函数

ψ ( )xt 随时间的概率演化过程 . 但目标函数 f ( )x

及其对应的基态波函数通常都比较复杂，无法直

接求解，因此需要对目标函数 f ( )x 进行近似 .

1. 2　求解优化问题的动力学过程

粒子在以目标函数 f ( )x 为势能约束下的空

间位置随时间演化过程可被 Fokker-Planck 方程

所描述［14］，该方程所描述粒子的运动过程受随机

力与势能共同作用，势能项对应于目标函数 f ( )x

的梯度，朝梯度下降的方向运动即势能下降，该

过程的 Fokker-Planck 方程见式（2）：

¶ψ ( )xt
¶t

= é
ë
êêêêD

¶2

¶x2
-
¶f ( )x
¶x

ù
û
úúúúψ ( xt ). （2）

式中：D 对应 Schrödinger 方程中的尺度参数［15］，D

越小，系统的量子效应越小，解的精度越高 . D 从

大到小的收敛过程反映了粒子从全局搜索向局

部 搜 索 的 过 渡 . 以 粒 子 历 史 采 样 值 衡 量

¶f ( )x /¶x，若 ¶f ( )x /¶x > 0，则表明当前运动方向

为能量梯度上升的方向，算法有阻止向该方向移

动的趋势，反之亦然 .

Fokker-Planck 方程本质上是马尔可夫性在

扩散过程中的体现，因此粒子的运动过程可以看

作一个受扩散行为驱动和目标函数作为保守力

场驱动的随机运动 . 扩散行为对应优化算法中的

采样操作，如 PSO 中的速度项、QPSO 中的采样波

函数和遗传算法中的交叉变异等 . 而目标函数作

为保守力场的驱动力则对应优化算法中势能差

( )|| f ( )x
t - 1
- f ( )x

t
产生的作用力，它受函数梯度

的影响 . 时间序列上的多次采样是对梯度信息的

获取，粒子不断向低势能方向运动的过程是粒子

受保守力场和势能差共同作用的结果 .

量子系统中目标函数 f ( )x 的信息通常处于

未知状态，任意一次采样的解都有可能是最优

解，除非下一次采样的解优于当前解［16］. 当对目

标函数 f ( )x 的信息一无所知时，目标函数可视为

常 数 ，即 任 意 一 点 都 可 能 为 最 优 解 且 概 率 相

等［16］. 此时优化问题的 Schrödinger 方程中的势能

项为任意常数 k，此时式（2）变为

¶ψ ( )xt
¶t

= é
ë
êêêêD

¶2

¶x2
- k

ù
û
úúúúψ ( xt ). （3）

当 k 取 0 时，式（3）与扩散方程同构，扩散系

数为 D. 此时，粒子位置随时间变化的概率与高

斯函数同构，即粒子在无任何函数信息情况下扩

散过程中的位置更新情况满足正态分布，这一点

在文献［14］中得到详细论证 . 因此，优化算法以

正态分布进行采样可看作是黑盒模型下的扩散

行为 . 将格林函数进行 Box-Muller 变换后，得到

粒子在 t + 1 时刻的位置更新公式：

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

x t + 1
i = x t

i + σ × -2lnr cos ( )2πr 

r~U ( )01 .
 （4）

式中：σ为当前搜索尺度；x i
t 是粒子在 t 时刻的位

置向量 .

定义 1 粒子状态集 . 粒子在 t 时刻的状态

为 ξ ( )t ，其中 ξ ( )t = {X ( )t g*( )t }，X ( )t 为 t 时刻

所有解，g*( )t 为 t 时刻势能最低的位置 .

因为 ξ ( )t + 1 = {X ( )t + 1 g*( )t + 1 }的取值只

与当前时刻的状态 ξ ( )t 有关，若 ξ ( )t 的状态空间

为 S，对于任意时刻 t ( )t ≥ 1 ,ξ ( )t ∈ S 满足：

p ( )ξ ( )t + 1 | ξ ( )t ξ ( )0 = p ( )ξ ( )t + 1 | ξ ( )t .（5）

因此粒子在 t 时刻的状态序列{ }ξ ( )t ,t ≥ 1 为马尔

可夫链 .

定义 2 势能最低状态集 . 当前尺度为 σ，粒

子在目标函数 f ( )x 下的能量最低点位置集合记

为 M，即优化问题全局最优解的集合，它包含优

化 问 题 的 理 论 最 优 解 X *. 由 此 M =

{ }ξ * = ( )x(t) x(t - 1)x(1) X * t ≥ 1 ，ξ * ÎM 为不同尺

度下粒子最优解状态，对应量子系统中不同尺度

下的基态 .

当粒子达到当前尺度 σ的基态 ξ ( )t 时，下一

个状态 ξ ( )t + 1 也为当前尺度的基态，即满足：

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï

P ( )ξ ( )t + 1 ÎM | ξ ( )t ÎM = 1

P ( )ξ ( )t + 1 ÏM | ξ ( )t ÎM = 0.
（6）

因此 M 为闭集 . 由于粒子不断地进行采样操

作，会获取一定的梯度信息 . 但这种梯度信息并

不是严格定义的梯度值，而是在单个粒子历史采

样过程中对比较优解与较差解而得到梯度下降

方向，继而产生较优解替换较差解的行为，此行

为 被 式（2）Fokker-Planck 方 程 中 的 拖 曳 项

¶f ( )x /¶x 所描述 . 而 M 集只保存粒子历史位置中

适应度最好的值，因此只要迭代过程继续进行，M

便会不断接近全局最优解 . 与此同时，当 M 不再

更新时，当前尺度下的量子系统即可认定为达到

基态 .

粒子在 f (x)约束下的运动过程对应于种群向

全局最优解迁移的过程，其构建的状态序列具有

不可约性、非周期性和正常返回性 . 当在尺度 σ

下达到平稳分布时，判定粒子达到当前尺度的基

态，且全局最优解的概率分布被当前的基态波函
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数所描述 .

2　目标函数的 Taylor 近似

2. 1　Taylor近似下的基态波函数

在定义域内的任意一点 x0 的邻域 U ( )x0 中，

目标函数 f ( )x 的 Taylor 展开形式为

f ( )x = f ( )x0 + f ′( )x0 ( )x - x0 +

1
2

f ″ ( )x0 ( )x - x0

2
+ （7）

对式（7）进行分析，可以看到目标函数二阶

近似下对应的基态波函数已能较好地表达优化

问题的解，而更高阶的 Taylor 展开所对应势能的

Schrödinger 方程很难解出一个简单的概率分布

作为基态波函数 . 因此，选取 Taylor 二阶展开来

构建目标函数的近似函数 .

基于目标函数 f ( )x 在结构上与二次函数具

有相似性 . 这种相似性可以作为对目标函数 f ( )x

的一种先验假设，而邻域 U ( )x0 则对应于采样的

尺度 . 对目标函数的信息获取过程可以看作是一

个大尺度的二次函数结构不断向最优解 x*
0 逼近

的过程 . 当前尺度 σ ( )σ > 0 下，在定义域内的任意

一点 x0 的邻域 U ( )x0 中对目标函数 f ( )x 的假设

结构记为 fσ( )x ，满足：

lim
σ® 0

fσ( )x = f ( )x0 + f ′( )x0 ( )x - x0 +

1
2

f ″ ( )x0 (x - x0 )2. （8）

当尺度 σ足够小且采样点收敛于最优解 x*
0

时，f (x0 ) 为量子系统的基态能量，x*
0 为能量零点

位置，且 f ′ (x0 )= f ′ (x*
0 )= 0，因此式（8）可化简为

lim
σ® 0

fσ( )x = f (x0 )+
1
2

f ″ ( )x0 ( )x - x0

2
 . （9）

  将 式（9）中 的 f ″(x0 ) 记 为 常 数 k，此 时 的

Schrödinger 方程为

iℏ ¶ψ ( )xt
¶t

= (- ℏ2

2m
¶2

¶x2
+

1
2

k ( )x-x0

2 )ψ ( )xt .（10）

  经过对目标函数结构上的近似处理，此时的

波函数解为

ψn( )x =
1

2nn!
 ( )mω

πℏ

1
4

×e
-

mωx2

2ℏ ×Hn( )mω
ℏ

x .（11）

式中：n 代表能级；m 为粒子的质量；ω是谐振子的

频率；Hn为厄米多项式，当 n 趋于 0 时，满足：

lim
n® 0

||ψn( )x
2
=  ( )mω

πℏ

1
2
×

e
-

mωx2

2ℏ . （12）

n 趋于 0 的过程即是当前尺度 σ下波函数向

基态波函数的演化过程 . 显然，基态波函数与高

斯函数同构，即

ψ ( )x =
1

2π
e
- ( )x - xi

2

2σ2 =N ( )xσ 2 . （13）

此时基态波函数是对目标函数 f ( )x 的解分

布的先验假设 . 其根据目标函数的 Taylor 二阶展

开结构和当前的搜索尺度，在采样点 x 邻域内构

建开口向上的二次函数作为目标函数的近似函

数，然后求解 Schrödinger 方程得到描述能量最低

点的概率分布的基态波函数，最终近似函数的全

局最优解随迭代过程的进行不断逼近目标函数

的全局最优解 .

2. 2　基态波函数的极大似然估计

目标函数最优解的概率分布为正态分布，当

前尺度下解的概率密度函数形式为 N ( )μσ 2 ，其

中 σ为尺度 . 其具体的计算见（14）：

ü

ý

þ

ïïïï

ïïïï

σ = 2D 

D =
ℏ2

2m
.

 （14）

式中，m 为粒子质量，随着尺度 σ由大变小，m 将

由小变大 . 算法的采样尺度 σ从大到小的演化过

程对应于优化算法从全局搜索向局部搜索的演

化过程 . 从量子效应的角度看，一个完整的优化

过程是一个量子效应由大变小的过程，对应优化

问题的解的确定性由小变大的过程 .

对优化过程而言，不同尺度 σ有着各自的基

态波函数，它们不存在理想的表现形式 . 虽然解

的概率密度函数中的期望 μ未知，但是当前粒子

的分布和搜索尺度已知，因此可以使用极大似然

估计的方法估计当前基态波函数中的参数μ.

当粒子系统在当前尺度达到基态，粒子 X 作

为 随 机 变 量 且 满 足 正 态 分 布 X N ( )μσ 2 ，

Xi( )i = 1k Î X，k 为粒子数量，此时极大似然

函数的公式为

L ( )θ = ∏
i = 1

k

f ( )xi ; θ = ∏
i = 1

k 1

2π σ
e- ( )xi - μ

2
/2σ2

=

( 1

2π σ ) k

e
-1

2σ2 ∑
i = 1

k

( )xi - μ
2

 . （15）

其中 θ = ( )μσ 2 ，取对数的似然函数为

ln L ( )θ = ln ( )( )2πσ 2 -
k
2 e

-∑
i = 1

k (xi - μ)
2

2σ2 =

-
k
2

ln ( )2πσ 2 -∑
i = 1

k ( )xi - μ
2

2σ 2
=
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-k ln 2π -
k
2

ln σ 2 -
1

2σ 2 ∑
i = 1

k

( )xi - μ
2
. （16）

求解似然方程：

¶ ln L ( )θ
¶μ

| μ = μ̂ = 1
σ̂ 2 ∑

i = 1

k

( )xi - μ̂ = 0. （17）

得

μ̂ =
1
k ∑

i = 1

k

xi = x̄. （18）

此时的基态波函数ψ0 为以 x̄ 为期望、当前尺

度 σs 为方差的高斯函数，其中 σs 为先验分布的参

数，ψ0 描述了最优解的概率分布 . 显然，通过极大

似然估计的波函数中，最优解概率最大的位置为

当前种群的均值 . 因此均值替换策略是对当前基

态 下 最 优 解 的 预 测 ，该 策 略 是 以 目 标 函 数 的

Taylor 二阶展开式的结构作近似时最优解分布概

率模型下的充分条件 .

2. 3　均值替换

优化过程可看作量子系统下粒子受随机力

和势能梯度影响下向基态演化的运动过程，该过

程具有马尔可夫性 . 粒子在不同的尺度下，经过

一定时间的运动，其分布会达到平稳态，也称为

基态 . 对基态波函数进行参数估计，然后通过基

态波函数对解的分布进行概率描述，即当量子系

统在当前尺度 D 达到基态时，解的概率分布服从

正态分布 N ( )x̄σ 2 ，x̄ 为粒子的均值，σ 2 = 2D. 根据

正态分布的特点，若求解误差为 ε，当采样点 x = x̄

时，可使得 ∫
x - ε

x + ε

N ( )x̄σ 2 dx 最大，即在均值点附近找

到最优解的概率最大 .

近似函数 fσ( )x 是基于目标函数的 Taylor 二

阶展开式具有二次函数结构的先验假设而利用

当前采样点信息对目标函数的一种“假想”. 目标

函数 f ( )x 实际采样点在近似函数 fσ( )x 上的投影

见图 1a. 由于近似函数是一个开口向上的二次函

数，式（19）显然成立：

ü

ý

þ

ï

ï
ïï
ï

ï

ï
ïï
ï
ï
ï

fσ( )x̄ < fσ( )xworst 

x̄ =∑
i = 1

k

xi 

xworst =max }{xii = 1...k .

（19）

其中，k 为采样点数量 . 采样点均值 x̄ 的适应度

fσ( )x̄ 在以开口向上的二次函数对目标函数 f ( )x

逼近过程中，适应度始终要优于最差解 . 由此衍

生出对均值信息利用的一种简明策略，即以种群

的坐标均值生成一个新解替换当前的最差解来

完成种群整体向均值方向的迁移，将这种策略称

为“均值替换”.

图 1a 展示了在大尺度搜索下对目标函数的

近似 . 在算法初始化阶段，采样点在目标函数的

定义域内随机生成；迭代开始后，采样点的运动

过程是受扩散行为驱动和目标函数作为保守力

场驱动的随机运动过程；当量子系统达到当前尺

度的基态时，使用基态波函数的中心（采样群体

的均值）估计全局最优解位置 . 图 1 旨在说明对

目标函数结构的先验假设，拟合只是一种具体的

先验假设展现形式，故可以采用任意拟合方式，

这里采用最小二乘法进行拟合 . 图 1a 到图 1c 展

示了随尺度缩小，近似函数通过采样点的迁移向

图 1 近似函数在目标函数上的收敛过程
Fig. 1　Convergence process of the approximate

function on the objective function
（a）—目标函数采样点在近似函数上的映射；

（b）—不同尺度下的近似函数； （c）—小尺度下的近似函数
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全局最优解附近的移动过程 . 如图 1 所示，在大

尺度时，近似函数的最优解与目标函数的全局最

优解在横轴上的投影距离相差较远，随着尺度缩

小，近似函数的最优解与目标函数的全局最优解

在横轴上的投影距离逐渐缩短 .

3　有效性验证

3. 1　CEC2013 测试集上的实验与分析

用种群均值坐标替换当前最差解的策略来

实现对最优解位置的估计，以证明用种群坐标均

值对当前最优解分布进行估计的有效性 .

以 算 法 MQHOA，PSO 和 QPSO 为 例 ，分 别

将 种 群 坐 标 均 值 替 换 最 差 解 的 操 作 添 加 在

MQHOA 算法的能级下降过程中和 PSO，QPSO

算法的粒子坐标更新操作后 . 实验在 CEC2013

测试集上进行，该测试集由 Liang 等［16］在 2012 年

12 月的技术报告中提出，明确指出在优化过程

中，需以求解黑盒问题的方式对测试集中的函

数进行求解，不能通过函数表达式对算法注入

先验信息，本文的实验过程严格按照 CEC2013

定义的标准执行 . 所有对照实验重复 51 次，单

次运算的最大迭代次数为 10 000´d，d 为维度，

实验维度分别设置为 30 和 50. 测试集包括 28 个

测试函数，根据函数结构不同，划分为单峰函数

( )f1 ~f5 、多峰函数 ( )f6 ~f20 和复合函数 ( )f21 ~f28 ，所

有 函 数 的 定 义 域 为 [ - 100100]，实 验 环 境 为

Intel（R） Core（TM） i7-8750H CPU @2. 20 GHz,

2. 21 GHz，内存 16GB，实验结果见图 2 和图 3.

从 MQHOA 算法实验组中可以看出，带均值

替换操作的实验组 MQHOA-mean 在求解误差、

求解误差均值和最优解上都显著优于无均值替

换的实验组 MQHOA 以及在求均值时去掉最优

解 和 最 差 解 的 实 验 组 MQHOAwmn. 选 择

MQHOAwmn 的原因在于该替换策略在文献［11］

中被验证了是一种具有优势的替换策略，但该策

略尚未在 CEC2013 等复杂测试集上进行测试，

MQHOAwmn 在求均值坐标时由于缺少最优解和

最差解，相比于实验组 MQHOA-mean 而言，在极

大似然估计环节缺少样本，因此对当前基态下的

最优解的位置评估误差较大 .

在 PSO 的实验组中，对单峰函数和复合函数

的求解中，求解的平均误差有显著降低，最优解

精度也有显著提升，反映了以所有粒子的均值坐

标替换最差解的策略是有效的，并未导致粒子过

早收敛 . 带有种群均值替换的实验组 PSO-mean

最优解的求解精度在 26 个函数上得到了提高，所

求解的均值精度在 17 个函数上得到了提高，这

17 个函数大部分集中在单峰函数和多峰函数，而

对于复合函数则提高不大，最为明显的是 f14. 在

维度为 30 时，PSO 与 PSO-mean 间的平均求解误

差达到一个数量级的差距 . 这表明通过基态波函

数的中心（采样点均值）预测最优解的方法在大

部分函数上是有效的，但当遇到某些复杂的多峰

函数时，这种预测方法也会失效 .

对 QPSO 而言，带有种群均值替换的实验组

QPSO-mean 在对单峰函数和多峰函数的优化中，

无论求解的均值还是最优解的精度都得到了显著

提升 . 在对复合函数的优化过程中，QPSO-mean

的最优解较 QPSO 的最优解具有显著优势，但平

均精度提升不明显 .

为进一步评估添加均值替换策略后算法的

求解能力是否有效提高，将对照组重复 51 次的

实 验 结 果 进 行 Wilcoxon 符 号 秩 检 验（维 度 为

30）. 如果添加均值替换行为，算法的 51 次重复

实验均值小于未添加均值替换行为的对照组，

且 Wilcoxon 符号秩检验为真（显著性水平小于

图 2　CEC2013 测试函数维度为 30 时各算法的
平均误差和最小误差

Fig. 2　Average error and the minimum error
of each algorithm for the CEC2013
test function on 30 dimensions

（a）—平均误差； （b）—最小误差 .
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0. 05，P<0. 05）时，则认为添加均值替换行为的

算法求解结果显著优于原算法，反之亦然 . 实验

结果见图 4.

图 4 中 MQHOA 系列对照实验检测结果表

明，添加均值替换策略的算法 MQHOA-mean 在

23 个测试函数上的优化结果要显著优于原算法

MQHOA. 算法 MQHOAwmn 所采用的均值替换

方案缺少样本，但较 MQHOA 算法而言，在 22 个

测试函数上也具有显著优势，而 MQHOA-mean

算 法 在 20 个 测 试 函 数 上 又 显 著 优 于

MQHOAwmn 算法 . 检测结果验证了均值替换的

有效性，且样本越多，对最优解的估计越准确 .

PSO 和 QPSO 算法在超过半数的测试函数中均表

现出显著性优势 . 对于类似的启发式算法而言，

以采样点均值方向作为对全局最优解的预判具

有一定的通用性和有效性 .

总体而言，带有种群均值替换策略的 PSO 与

QPSO 在部分单峰函数和多峰函数的优化中均取

得了较好的成绩，在对复合函数的优化中最优解

的精度普遍得到了提高，但是平均精度并未提

高 . 后者的原因在于“均值替换”从某种程度上讲

是一种估计行为，通过当前种群分布情况即波函

数形态估计最优解的位置，对于结构复杂的多峰

函数和复合函数而言，对最优解位置的估计难度

较大，估计成功的概率较低，若大量的粒子陷入

了局部最优解区域，“均值替换”行为会产生较大

的负面影响 . 量子动力学视角解释启发式优化算

法中早已存在的“均值信息”有效利用情况，因此

未进行相应的参数实验分析，添加“均值替换”从

某种程度上会加速算法的收敛过程 . 对于 PSO 与

QPSO 而言相关参数的调整是非常重要的，对于

其他群体智能算法同样可以利用均值信息来提

高算法的性能 .

3. 2　收敛性分析

收敛性分析选取双阱函数作为目标函数，图

5 中从左到右分别是粒子在目标函数上的分布状

态、基态波函数的二维示意图和俯视图，图中 T 代

表迭代次数 . 从波函数的演化过程分析算法的收

敛性，可以观察到随尺度的下降，波函数逐步收

敛于全局最优区域，算法也从全局搜索过渡到局

部搜索 . 尺度参数 σ越小，解的精度越高 . 这里尺

度 σ与扩散方程中的扩散系数 D 以及时间间隔Dt

有关，而扩散系数 D 又与 Schrödinger 方程中尺度

参数相对应 .

3. 3　工程应用

为了进一步验证均值信息的有效性，建立施

工场地监控布局模型，通过 PSO 和 PSO-mean 对

模 型 进 行 求 解 ，从 覆 盖 率 验 证 均 值 信 息 的 有

效性 .

施工场地通常面积较大，常采用布设球型摄

像机的方式实现场地监控，覆盖定义 Node 集为

图 4　51 次重复实验的 Wilcoxon 符号秩检验结果

Fig. 4　Results of the Wilcoxon signed⁃rank test
for 51 replicate experiments

图 3　CEC2013 测试函数维度为 50 情况下各算法的
平均误差和最小误差

Fig. 3　Average error and the minimum error
of each algorithm for the CEC2013
test function on 50 dimensions

（a）—平均误差； （b）—最小误差 .
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摄像机集合，表示需要监控的高速公路施工及物

料安置场地中布置的摄像机，表达式为

Node = { }x1 x2 xn . （20）

将场地投影在二维平面中，然后将平面离散

化 ，此 时 每 一 个 离 散 化 的 点 到 摄 像 机

Node i{ }xi yi r 的距离为

d ( )Node i target = ( )xi - x
2
+ ( )yi - y

2
.（21）

对于每一个离散化的点，它与摄像机的距离

d 小于覆盖半径 r 时，则判定当前位置处于监控覆

盖范围内，然后对该点记为 1，即 d ≤ r 时：

Pi( )xyNode i = 1. （22）

对于整个二维平面，它的覆盖率计算方式为

标记为 1 的离散化点的数量 Pi与整体离散化点的

数量 Area 比值即为覆盖率，表达式为

Rarea( )Node =
∑
i = 1

n

Pi

Area
. （23）

通过式（22）和式（23）可知，影响场地覆盖率

的主要因素为摄像机数量和摄像机的布置位置 .

但在实际的监控场景中，考虑到网络带宽、电力

消耗等成本，无法通过增加摄像机数量来提高监

控覆盖率，因此只能对摄像机的布置位置进行优

化，在数量有限的情况下达到覆盖率最大 .

PSO 与 PSO-mean 在相同的参数环境下进行

实验，最大速度和最小速度分别为 2 和-2，粒子数

量设置为 30，迭代次数为 1 000. 监控场地在模型

中根据实际情况等比例设置为 20 m×55 m 的矩

形，单台摄像机的覆盖范围则等比例设置半径

5. 5 m 的圆，场地摄像机的数量为 8 到 15 依次递

增，每组实验重复 51 次，对 51 次实验的数据进行

分析，最大覆盖率见表 1.

表 1 中 51 次重复实验中，摄像机数量从 8 到

15 递增的 8 组实验中，除摄像机数量为 13 的实验

组，PSO-mean 的最大覆盖率要优于 PSO，均值信

息能够有效地应用在实际工程应用中 .

4　结  语

本文建立优化算法迭代过程的量子模型，用

波函数的模方描述解的分布，然后通过极大似然

估计法推导出当量子系统达到基态时，在种群的

均值位置找到势能最低点的概率最大，从而将均

值点作为采样过程中对最优解的一种估计 . 实验

图 5　波函数的演化情况
Fig. 5　Evolution of the wave function

（a）—T=210； （b）—T=2 170.

表 1 51 次重复实验中不同算法求解的最大覆盖率

Table 1 Maximum coverage of different algorithms in 51 repeated experiments % 

摄像机数量

PSO

PSO-mean

8

65.99

65.99

9

73.98

74.23

10

80.44

81.21

11

84.61

86.05

12

88.52

89.71

13

92.18

91.84

14

93.71

94.13

15

95.15

95.92
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表明，利用均值信息的实验组在求解精度上都得

到了提高，在优化过程的量子模型下将均值点作

为最优解估计这一方法的有效性得到了验证 . 在

更加复杂势阱约束下，如何更加精确地近似目标

函数是下一步研究的方向 .
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