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基于B样条与鲸鱼优化算法的机械臂轨迹规划
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摘   要： 为 了 提 高 机 械 臂 的 工 作 效 率 ，构 建 一 种 基 于 B 样 条 与 鲸 鱼 优 化 算 法（whale optimization 

algorithm， WOA）的机械臂时间最优轨迹规划方法 . 用蒙特卡罗法描绘机械臂的工作空间，用 B 样条对给出

的路径点进行插值处理，根据机械臂各个关节的性能，引入角速度与角加速度约束，同时加入边界条件 . 在构

建时间最优的目标函数后，利用引入惯性权重值的 WOA 对机械臂运行时间进行优化 . 用 Matlab 进行仿真验

证，结果表明构建的算法在时间优化方面效果好于传统的 5 次多项式方法，并且角速度与角加速度曲线连续

平滑，验证了算法的有效性和可行性 .
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Mechanical Arm Trajectory Planning Based on B-Spline 
and Whale Optimization Algorithm
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Abstract： In order to improve the efficiency of mechanical arms， the time optimal trajectory 
planning method based on the B‑spline and whale optimization algorithm（WOA） is proposed.  
The Monte‑Carlo method is used to describe the workspace of the mechanical arms， and then the 
B‑spline is used to interpolate the given path points.  According to the performance of each joint 
of the manipulator， the angular velocity and angular acceleration constraints are introduced， and 
the boundary conditions are added.  After constructing the target function with optimal time， the 
WOA with inertia weight is used to optimize the running time of the mechanical arm.  Finally， 
using Matlab for simulation， the results show that the algorithm presented is better than the 
traditional quintic polynomial method in terms of time optimization， and the angular velocity and 
angular acceleration curve are continuously smoothed， which verifies the validity and feasibility 
of the algorithm.
Key words： mechanical arm； time optimal trajectory planning； Monte‑Carlo method； B‑spline；
whale optimization algorithm （WOA）

机械臂的轨迹规划，可以根据给定的路径点，

设计出一条满足约束条件与边界条件的最优运动

轨迹［1］. 文献［2-4］设计了机械臂时间最优轨迹规

划算法，使机械臂经过各个给定路径点的总耗时

最少 . 在算法策略设计过程中，需要考虑到机械臂

各个关节位置、速度、加速度的边界约束条件［5-6］.

Tondu 等［7］使用特殊折线将路径点连通，之

后进行关节轨迹的规划 . 在机械臂关节空间轨迹

规划插值方法的选取上，3 次多项式因其计算简

单 而 应 用 广 泛 ，但 在 使 用 时 容 易 出 现 冲 击 问

题［8-10］. Bazaz 等［11］利用 3 次多项式插值进行机械

臂关节空间内轨迹规划，完成了曲线的拟合，但

并没有考虑到加速度连续的问题 . 5 次与更高次

的多项式插值，可以使机械臂关节加速度曲线连
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续，克服冲击问题，但高阶多项式容易产生失真

现象［12］.

在机械臂时间最优轨迹规划领域，王学琨

等［13］利用 3-5-3 次多项式插值与差分进化算法

设计了一种机械臂时间最优轨迹规划策略 . 于瑞

等［14］采用 4-3-4 次多项式插值与改进粒子群算

法结合，进行了机械臂时间最优轨迹规划 . 李国

洪等［15］将 B 样条与改进遗传算法结合，完成了经

过给定路径点的时间的优化 .

本文使用 B 样条进行机械臂关节空间内轨

迹规划，并采用优化的 WOA 进行迭代寻优，以实

现时间最优的效果，进而提高机械臂的工作效

率 . 并以宇树 Z1 型 6 自由度机械臂为例，通过蒙

特卡罗方法求解机械臂的工作空间以确定路径

点的合理取值区间，根据其 6 个关节的角度限幅、

角速度与角加速度约束给定的路径点，对其进行

关节空间内时间最优轨迹规划，最后通过 Matlab

进行仿真验证 .

1　B 样条插值

B 样条曲线解决了贝塞尔函数缺乏局部修改

性、幂次过高时难以修正等问题 . 由于 B 样条曲

线的诸多优点，在数据拟合、轨迹规划等领域被

广泛应用 .

对于 B 样条曲线 Q(u)定义如下：

Q(u)=∑
i = 0

n

Nip (u)di   a ≤    u ≤   b. （1）

式中：p 为 B 样条曲线的指数；di 为控制点参数；

i 为 B 样条序号；u 为参数；a 与 b 分别为 u 的取值

上界与下界；Nip (u )为 B 样条基函数 .

Nip (u )的定义如下：

Nip (u)=
u-ui

ui+1-ui

Nip-1 (u)+
ui+p+1-u

ui+p+1-ui+1

Ni+1p-1 (u). （2）

其初值为 Ni0 (u)=
ì
í
î

1 ui ≤ u ≤ ui + 1 ;

0 else;

式中 Nip (u ) 的可行区间为 [ui ui + 1 ]，当分母为零

时，将结果定义为零 .

将 B 样 条 基 函 数 的 节 点 向 量 定 义 为 U =

(aaup + 1 um - p + 1 bb)，m 为节点数目参数 .

节点向量 U 非均匀随机分布，并且通常设定 a=0，

b=1，以达到构成的 B 样条曲线能够通过规划曲

线起点与终点的目的 .

由以上表达式，可以总结出 B 样条曲线有如

下性质：

1） B 样条曲线的节点数目 m+1、指数 p 与控

制点的数目 n+1 满足 m=n+p+1；

2） p 次 B 样条基函数由 p 次多项式线性组合

而成；

3） 当 u Î[ui ui + 1 ]时，Q（u）最多和 p+1 个控制

点有关，和其他控制点无关 .

由以上性质可知，B 样条曲线的局域性好，适

用于机械臂轨迹规划路径点插值 . 相比于幂函

数，B 样条曲线的凸包性更好 .

现 利 用 B 样 条 曲 线 对 机 械 臂 轨 迹 路 径 点

进行插值处理 . 当给出机械臂关节角度位置序列

Qk=｛q0，q1，，qn｝时，可以列出如下n+1阶线性方程：

Qk =∑
i = 0

n

Nip (uk )di . （3）

式中，uk=｛u0，u1，，un｝为节点向量，在轨迹规划

过程中，也就是经过各个路径点时对应的时间

序列 .

可以通过弦长参数法进行节点参数的求取 .

设总弦长为 l，于是可得

l =∑
k = 1

n

||Qk -Qk - 1 . （4）

节点参数可表示如下：

ūk = ūk - 1 +
||Qk -Qk - 1

l
. （5）

式中，ūk ={ū0 ū1  ūn }为与 uk=｛u0，u1，，un｝对

应的节点参数向量，由节点参数，即可将节点向

量 uk ={u0 u1 ×××un }中的各个分量表示如下：

ui + p =
1
p ∑

i = j

j + p - 1

ūi       j = 12××× n - p . （6）

将 uk 代入到（3）式中，求出控制点参数，即求

解出经过给定路径点的 B 样条插值机械臂角度

曲线 .

为了机械臂关节角速度与角加速度约束条

件与边界条件的引入，现对 B 样条曲线进行求导 .

B 样条曲线 y 阶导求解公式如下：

Q(y) (u)=∑
i = 0

n - y

Nip - y (u)d (y)
i . （7）

式中：

d (y)
i =

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

di  y = 0;

p - y + 1
ui + p + 1 - ui + y

(d (y - 1)
i + 1 - d (y - 1)

i )  y > 0.
（8）

设 在 首 端 点 处 的 一 阶 与 二 阶 导 数 分 别 为

Q'(0)Q(2) (0)，在末端点处的一阶与二阶导数分别

为 Q'(1)Q(2) (1)，可由式（7）与式（8）求得 .

Q'(0)=
p

up + 1

(d1 - d0 )  （9）
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Q'(1)=
p

1 - um - p - 1

(dn - dn - 1 )    （10）

Q(2) (0)=
p(p - 1)

up + 1 ( )d0

up + 1

-
(up + 1 + up + 2 )

up + 1up + 2

+
d2

up + 2



（11）

Q(2) (1)=
p(p - 1)

1 - um - p - 1 ( dn

1 - um - p - 1

-

   )(2 - um - p - 1 - um - p - 2 )dn - 1

(1 - um - p - 1 )(1 - um - p - 2 )
+

dn - 2

1 - um - p - 2

.

 （12） 

利用以上式子，即可引入机械臂轨迹规划过

程中的角速度与角加速度的边界条件 .

2　WOA 轨迹规划

在机械臂时间最优轨迹规划过程中，定义目

标函数为

min  f =∑
i = 1

n - 1

ti . （13）

式中：n 为路径点个数；ti为第 i 段路径所用时间 .

在利用 B 样条插值并且引入边界约束条件

后，采用引入权重系数的 WOA 进行迭代寻优，以

达到机械臂经过给定路径点耗时最少的效果 .

2. 1　WOA
WOA 是 由 Mirjalili 与 Andrew 提 出 的［16］. 

WOA 模仿座头鲸的捕食过程，进行数据的迭代

寻优 . 座头鲸使用螺旋气泡网进行围捕猎物，并

且可以将这种捕食行为划分为 3 个阶段：包围阶

段、气泡网攻击阶段与探索阶段 .

1） 包围阶段 . WOA 可以识别猎物的位置并

将其包围 . 由于最优设计在搜索空间中的位置未

知先验，WOA 假设当前最佳候选解是目标猎物

或接近最优解 . 定义了最佳搜索代理后，其他搜

索代理将尝试向最佳搜索代理更新其位置 . 此行

为由以下方程式表示：

D = ||CX * (I)-X (I)   （14）

X (I + 1)=X (I)   -    AD. （15）

式中：D 为距离向量；X（I）是当前位置向量；X*（I）

是当前最优候选解的位置向量；X（I+1）是迭代一

次后的位置向量；I 是目前迭代次数；A 和 C 是迭

代系数 .

A 和 C 的表达式为

A = 2δr - δ C = 2r . （16）

式中：r 是［0，1］区间上的随机数；δ 为迭代系数，

随着迭代次数的增加从二线性递减到零 .

2） 气泡网攻击阶段 . 此阶段属于算法的开发

阶段，使用两种方法攻击猎物 .

① 包围收缩机制 . 此种方法利用 δ 的递减实

现 . 通过式（16）可知，系数 A 的波动范围也是通过

δ 的线性递减实现的 .

② 螺旋更新位置 . 这种方法通过模仿座头鲸

捕食过程中螺旋上升的运动，建立了迭代过程中

的螺旋方程 .

X (I + 1)=D'ebg cos(2πg)+X * (I)  （17）

D' = || X * (I)-X (I) . （18）

式中：D'是当前搜索代理与最优解之间的距离；

b 是 螺 旋 线 参 数 ；g 是 处 于［-1，1］区 间 上 的 任

意数 .

座头鲸通过螺旋形的路径缩小包围圈进而

围捕猎物 . WOA 规定在迭代过程中，各有 50% 的

概率选择包围收缩机制与螺旋更新位置的方法

来更新搜索代理的位置，其数学模型如下：

X (I + 1)=
ì
í
î

X * (I)   - AD λ < 0.5;

D'ebg cos(2πg)+X * (I) λ ≥ 0.5.
  （19）

式中，λ 为［0，1］区间上的任意值 .

3） 探索阶段 . 在 WOA 中，候选解的更新方

式很大程度上依赖于当前最优候选解 . 与上一阶

段不同，在探索阶段任意选择候选解替代当前最

优 解 来 更 新 候 选 解 的 位 置 . 其 数 学 模 型 建 立

如下：

D = ||CX r -X  X (I + 1)=X r - AD. （20）

式中，Xr是当前种群中任意选择的位置向量 .

由以上可知，WOA 共有 3 种位置更新方式，

即式（19）中由 λ 值决定的包围收缩机制与螺旋更

新位置方式以及式（20）中随机更新候选解位置

的方式 .

2. 2　引入权重系数

WOA 具有迭代速度快、寻优精度高等优点，

但同时受其迭代更新位置方式的限制，WOA 在

迭代过程中有时容易陷入局部最优 . 为克服改善

这种情况，本文参考粒子群算法，在 WOA 中引入

惯性权重系数 w 以避免算法陷入局部最优 . 引入

惯性权重值建立的数学模型如下：

X (I + 1)=
ì
í
î

w(I) X * (I)   -    AD λ < 0.5

D'ebg cos(2πg)+w(I) X * (I) λ ≥ 0.5

;

.

（21）

其中，权重系数 w 的定义如下：

w(I)=
1 -

I
T

1 + s
I
T

 . （22）

式中：T 为最大迭代次数；s 为大于-1 的常数 .

在算法初期权重值较大，具有较强的全局搜
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索能力，迭代次数增加后，权重值会减小，使算法

在某一区域内精细搜索，可以防止算法陷入局部

最优 .

2. 3　混沌映射初始化种群

混沌映射具有初值敏感性和遍历性，可以随

机产生混沌序列用于初始化迭代种群，使得初代

种群尽可能平均地散布在可行区间内，从而提高

算 法 的 收 敛 速 度［17］. 混 沌 映 射 的 数 学 表 达 式

如下：

xn + 1 =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

xn

β
  0 ≤ xn ≤ β ;

1 - xn

1 - β
  β < xn ≤ 1 .

（23）

式中，β 属于（0，1）区间，本文取 β=0.5 以达到输出

结果均匀性的效果 .

使用 Matlab 测试混沌映射的种群初始化效

果 . 将可行空间下界设置成 0；可行空间上界设置

成 5；种群维度定义为 2，即 X-Y 维度；种群数目定

义为 30. 利用混沌映射对种群进行初始化，结果

如图 1 所示 .

由图 1 可知，经混沌映射产生的初始化种群

在可行区间内均匀且随机分布，验证了使用混沌

映射产生初始化种群的可行性与合理性 .

引入惯性权重值后并采用混沌映射优化的

WOA 的工作原理如图 2 所示 .

3　Matlab 仿真验证

3. 1　创建机械臂模型

以宇树 Z1 型 6 自由度机械臂为例，进行基于

B 样条与 WOA 的机械臂时间最优轨迹规划方法

的仿真验证 . 宇树 Z1 型 6 自由度机械臂结构如图

3 所示 .

在 Matlab 中，首先创建出宇树 Z1 型机械臂

的标准 DH 参数如表 1，其中 θi 为关节转角，代表

1 个关节与下 1 个关节的公共法线和它与上 1 个

关节的公共法线绕这个关节轴的转角；di 代表

2 个关节的轴（旋转关节的旋转轴，平移关节的平

移轴）之间的公共法线长度；αi 代表 1 个关节的轴

相对于另 1 个关节的轴绕它们的公共法线旋转的

角度；ai代表 1 个关节与下 1 个关节的公共法线和

它 与 上 1 个 关 节 的 公 共 法 线 沿 这 个 关 节 轴 的

距离 .

通过机器人工具箱进行可视化处理，如图 4

所示 .

机械臂模型创建完成后，利用机器人工具箱

中的 ikine（）函数进行机械臂运动学逆解，即可将

笛卡尔空间下的路径点转化为机械臂关节空间

图1　混沌映射种群分布

Fig. 1　Chaotic mapping of population distribution

图2　WOA流程图

Fig. 2　WOA flow diagram

图3　机械臂

Fig. 3　Mechanical arm
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下各个关节转角值 . 并且根据机械臂各个关节性

能参数，给出各个关节的角速度与角加速度约束

如表 2 所示 .

3. 2　仿真步骤与结果

利用 Matlab 编写脚本文件对本文提出的基

于 B 样条与引入惯性权重值的 WOA 的机械臂关

节空间内时间最优轨迹规划进行仿真验证 .

使用 B 样条对给出的 8 个路径点对应的关节

角度进行插值，在利用 B 样条一阶与二阶导数引

入各关节角速度与角加速度的约束条件后，利用

引入惯性权重值的 WOA 进行迭代寻优 . 具体步

骤如下：

1） 混沌映射初始化种群 . 将最大迭代次数设

置成 500，种群数目设置成 30，每个种群即为 1 个

搜索代理 . 由于路径点数目为 8，故问题维度为 7.

由于所求问题为求取机械臂运行轨迹规划路径

的最短时间，将每个维度的搜索下界定义为 0，

避免出现负值 . 将维度的搜索上界定义为 5，单位

为 s.

2） 根据式（13）即目标函数表达式，计算出每

个搜索代理的适应度，找出当前最优解并保存 .

3） 根据式（21），由随机数 λ 与 A 的值，选择收

缩包围机制、螺旋更新位置或随机更新侯选解位

置的方式进行迭代更新 .

4） 根据角速度与角加速度约束，截止越界

搜索 .

5） 更新种群位置，比较之前保存的当前最优

解，若耗时更短，则更新当前最优解 .

6） 若满足最大迭代次数，则结束算法，输出

最优解；否则返回步骤 3）继续迭代寻优 .

由图 5 可知，本文提出的机械臂时间最优轨

迹规划算法在迭代过程中收敛速度快，在迭代次

数大于 100 后即趋于平稳，且观察图像可知，在迭

代次数等于 50 左右时，算法陷入局部最优，但很

快便跳出局部最优继续迭代 . 同时，验证了算法

迭代收敛的快速性 .

在使用本文提出的基于 B 样条与优化后的

WOA 进行轨迹规划后，在相同的角速度与角加

速度约束条件下，经过相同的路径点的情况下，

使用传统的 5 次多项式插值与未优化的 WOA 进

行机械臂关节空间内时间最优轨迹规划，并输出

其最终结果 .

将本算法得出的角度曲线与传统的 5 次多项

式和未优化的 WOA 相结合得出的轨迹规划角度

曲线进行比较，如图 6 所示 .

由图 6 可知，本文的轨迹规划算法最终所用

表1　DH参数
Table 1　DH parameters 

关节编号

1

2

3

4

5

6

θi /(°)

θ1

θ2

θ3

θ4

θ5

θ6

di /m

0. 130 5

0

0

0

0

0. 098 2

αi /(°)

90

0

0

90

90

0

ai /m

0

0. 350 0

0. 225 3

0. 072 0

0

0

图4　机械臂模型

Fig. 4　Model of the mechanical arm

表2　角速度与角加速度约束
Table 2　Angular velocity and angular acceleration

constraints 

变量

角速度/（rad·s-1）

角加速度/（rad·s-2）

关节编号

1

120

100

2

120

100

3

100

100

4

180

100

5

145

100

6

180

100
图5　适应度收敛曲线

Fig. 5　Adaptive convergence curve
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时间为 11.71 s，传统的方法所用时间为 13.08 s，

实现了在时间上对传统算法的改进 . 同时，基于

本文方法得出的机械臂时间最优轨迹规划角度

曲线连续光滑，并得出机械臂各个关节角速度与

角加速度曲线，如图 7 和图 8 所示 .

由图 7 与图 8 可知，得出的关节角速度与角

加速度曲线顺畅连续，没有突变，避免了机械臂

在运动过程中产生冲击现象，且满足机械臂各个

关节角速度与角加速度约束条件，同时满足在路

径起点与终点处角速度与角加速度为 0 的边界条

件，保证了机械臂运动过程中启动与停止阶段的

稳定性，证明了轨迹规划效果良好 .

4　结  语

以宇树 Z1 型 6 自由度机械臂为例，使用蒙特

卡罗法描绘机械臂的工作空间，确定了机械臂轨

迹路径点的合理取值范围 . 在考虑了机械臂各个

关节角速度与角加速度约束的情况下，使用 B 样

条进行插值处理，进行了机械臂关节空间内轨迹

规划 . 同时，在使用混沌映射初始化种群后，使用

引入惯性权重值的 WOA 优化机械臂运动时间 .

在 Matlab 中进行仿真验证，结果表明本文使用的

基于 B 样条与 WOA 的轨迹规划在时间最优方面

效果优于传统的方法，提高了机械臂的工作效

率，保证了机械臂角速度与角加速度曲线的平滑

连续，并且在机械臂运动起点与终点处满足了角

速度与角加速度为 0 的边界条件 . Matlab 的仿真

结果验证了基于 B 样条与 WOA 的机械臂时间最

优轨迹规划的可行性 .
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