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摘   要： 针对常规 F-RD 型点阵结构进行变形设计，提出一种基于隐式表达式的 TPMS（three‑period 

minimal surface）参数设计方法，通过改变输入隐式表达式的变形参数来设计点阵结构；研究了 F-RD 型点阵

结构变形参数和阈值对孔隙率的影响规律，提出了针对孔隙率分析的单参数和混合参数方法，建立了变形参

数和阈值对变 F-RD 型点阵结构的映射关系，可以生成特定形状和孔隙率的 F-RD 型点阵结构；通过金属激

光烧结成型原理制备 AlSi10Mg 样件，验证了变形参数和阈值对实际孔隙率的影响关系，为 F-RD 型点阵结构

的工程设计和应用提供参考 .
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Abstract： Aiming at the conventional F-RD-type lattice structure for deformation design ， 
a TPMS parameter design method based on implicit expression is proposed to design the 
lattice structure by changing the deformation parameter inputted into the implicit expression； 
the influence law of the deformation parameter and the threshold value on the porosity of 
the F-RD-type lattice structure is investigated， the single parameter and mixed parameter 
methods for porosity analysis are proposed， the mapping relationship between the deformation 
parameter and the threshold value on the variable F-RD-type lattice structure is established， and 
the F-RD-type lattice structure with specific shapes and porosity can be generated； through the 
AlSi10Mg samples prepared by the metal laser sintering molding principle， the influence 
relationship of the deformation parameter and the threshold value on the actual porosity is 
verified ， which provides a reference for the engineering design and application of TPMS 
lattice structures.
Key words： variable F-RD-type lattice structure； parametric analysis； TPMS； porosity； lattice 
structure design

三周期极小曲面（TPMS）是一类拥有三个周

期性方向的曲面，TPMS的特殊结构使其在许多领

域中具有广泛的应用，如航空航天、光电材料、生

物医学材料等，具有周期孔隙形态的 TPMS 型点

阵结构拥有轻质高强的特性，是应用于轻量化设

计的理想结构［1］. 此外，通过对 TPMS 型点阵结构

和性质的深入研究，还可以为新结构材料的设计

提供有价值的指导 . 自 1984 年 Schwarz 首次发现
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Schwarz P 面以来，TPMS 的研究已经取得了许多

重要进展 .研究者们发现了多种不同类型的TPMS，

并深入探讨了它们的结构、性质等方面的问题 .

Alkebsi 等［2］利用点阵结构拓扑优化技术对

三维框架中的点阵进行微观结构设计，通过使用

派生的隐式曲面建模优化了点阵结构的机械性

能 . Yang 等［3］讨 论 了 环 状 细 胞 结 构（gyroid 

cellular structures，GCS）的旋转对称性，提出了一

种采用结构简化和解析解的方法，得出了体积分

数解析解的合理性 . Al‑Ketan 等［4］证明了 TPMS

的力学性能优于相同相对密度的八角桁架晶格 . 

Lu 等［5］利用数值均质化方法分析了 TPMS 中支

架的各向异性弹性行为 . 李祥等［6］研究了 G 单元

模型隐函数参数对孔隙率、孔径、杆径等孔隙结

构特征的影响规律，设计出了孔隙率约为 77%，

孔径分别为 300，500 μm 的均质孔隙结构 . 石志

良等［7］研究 Gyroid 单元多孔结构的参数化设计

方法，采用激光选区熔化技术制备出孔隙率为

60% 和 75% 的常规和变形 Gyroid 单元多孔钛合

金样件，研究结果表明，在相同孔隙率的情况下，

长轴在压缩方向上的变形 Gyroid 单元结构具有

更优的力学性能 . 杜义贤等［8］采用布尔运算设计

了 I-WP 型空心多孔结构，发现 I-WP 型空心多孔

结构较其基础结构具有更高的等效体积模量和

更强的静态承载能力 . Yoo［9］提出了一种利用三

周期极小表面内孔结构进行人体组织三维非均

相多孔支架设计的有效方法，在保持基于 TPMS

的单元库优势的同时，具有精确控制任意 形 状

支 架 内 空 间 孔 隙 率 分 布 的 潜 在 优 势 . Li 等［10］

研究了 TPMS 中支柱基和片材陀螺均匀分级结构

的结构力学行为和吸能能力，证明了在压缩试验

下，不同类型和梯度的陀螺细胞结构可以实现不

同的变形行为和力学响应 .

本文基于隐式表达式对 F-RD 型点阵结构进

行设计建模，针对变 F-RD 型点阵结构进行参数

化设计，提出单参数分析方法和混合参数分析方

法，建立多参数与 TPMS 点阵结构表征参数之间

的映射关系模型，揭示隐式表达式中的多参数对

变 F-RD 型点阵结构的影响规律，通过实验进行

分析验证 .

1　原理及方法

1. 1　TPMS的数学表征

TPMS 是极小曲面（平均曲率为 0 的曲面）的

特殊形式之一，TPMS 有很多方式可以进行表达，

目前常用的近似 TPMS 公式( )φ(r) 如式（1）所示：

φ(r)=∑
k = 1

K

Ak cos
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

2π(hkr)
λk

+ Pk =C. （1）

其中：Ak 是函数的振幅因子；λk 是三角函数的周

期；r 为笛卡尔坐标系中 3 个坐标轴的单位矢量；

Pk 是函数表达式的相对移动量；C 是阈值；hk 为

k 个格矢量 .

F-RD型TPMS可以在薄壁上形成稳定的几何

结构，具有低能量状态、高稳定性和可控性等优点，

常规 F-RD 型点阵结构隐式表达式如式（2）所示：
φ(r)= 4cos(x)cos(y)cos(z)-[cos(2x)cos(2y)+

cos(2y)cos(2z)+ cos(2z)cos(2x)]<C. （2）

变形的 F-RD 型点阵结构是在常规 F-RD 型

点阵结构的基础上，设置变形参数 a，b，变形的 F-
RD 型点阵结构的隐式表达式如式（3）所示：
φ(r)= 4acos(x)cos(y)cos(z)- b[cos(2x)cos(2y)+
cos(2y)cos(2z)+ cos(2z)cos(2x)]<C.

 
（3）

本文采用体积为 20 mm×20 mm×20 mm 的立

方体作为 F-RD 型点阵结构的建模单元，TPMS

将三维空间分为实体部分与孔隙部分，定义φ(r)<

C 为实体部分，φ(r)>C 为孔隙部分，常规 F-RD 型

曲面和单元如图 1 所示 .

点阵结构常用的表征参数有孔隙率、比表面

积等，其中孔隙率是指模型空间内部的孔隙体积

占模型总体积的百分比，TPMS 型点阵结构孔隙

率 P 计算公式如式（4）所示：

P = ( V - V0

V ) ´ 100%. （4）

其中：V 为点阵结构单元的整体空间体积；V0 为点

阵结构单元中实体的体积 . 由于本文采用立方体

结构作为点阵结构的建模单元，V 为 8 000 mm3，

式（4）可以简化为

P = (1 -
V0

8 000
)´ 100%. （5）

1. 2　TPMS的参数化设计

基于 Rhinoceros 的 Grasshopper（GH）开发设

图1　常规F-RD型曲面和单元

Fig. 1　Conventional F-RD surfaces and elements
（a）—F-RD 型曲面； （b）—F-RD 型单元 .
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计 TPMS 型 点 阵 结 构 的 参 数 设 计 系 统 ，图 2 为

TPMS 型点阵结构的参数化设计运算器插件，该

插件是通过封装运算器实现的，运算器插件输入

端口为 9 个，输出端口为 1 个，该插件主要作用是

输入隐式表达式生成对应的 TPMS 型点阵结构 .

其中，model 为 TPMS 型点阵结构的单元空间；

Implicit expressions 是需要输入的 TPMS 的隐式

表达式；iterate 是迭代次数，迭代次数越大生成的

TPMS 型点阵结构曲面越光滑平顺；threshold 是

式（1）中 的 阈 值 C；boolean 是 布 尔 值 ，通 常 为

True；nx，ny，nz 是直角坐标系下 3 个坐标轴方向上

的胞元个数；thickness 是生成 TPMS 型点阵结构

的厚度 .

2　多 参 数 对 F-RD 型 点 阵 结 构 的

影响

TPMS 由多个参数进行控制，不同的参数设

置能够生成不同形状、不同特性的 TPMS 型点阵

结构，通过调整这些参数，可以简单且直接地控

制点阵结构的形状和性能，其中孔隙率和比表面

积是 TPMS 型点阵结构中较为重要的参数 . 针对

F-RD 型点阵结构来说，若变形参数 a，b，阈值 C

等参数和 F-RD 型点阵结构的孔隙率及比表面积

之间的关系不明确的话，那么不利于构建和优化

F-RD 型点阵结构 . 本节将研究 F-RD 型点阵结构

隐式表达式中多个参数与孔隙率的关系，并分析

其影响规律 .

2. 1　变形参数a，b，阈值C与曲面形状的关系

在式（3）中，变形参数 a，b 可以控制 F-RD 型

点阵结构的形状，分析变形参数 a 与点阵形状的

关系时，设置阈值 C 为常数 0，变形参数 b 为常数

1.0，避免因为阈值 C 和变形参数 b 产生误差，影

响 a 和 P 之间的变化规律；同理，分析变形参数 b

的影响关系时，控制变形参数 a 为常数 1.0. 图 3 所

示为变形参数 a 取不同值时 F-RD 型点阵结构的

形状表现，可以看出，当 a 值过小时，F-RD 型点

阵结构存在曲面断裂或不连续的状态，此时 a 不

可取；当 a 大于 0.8 时，曲面形状连续且无自相交

现象发生；当 a 大于 1.0 且越大时，F-RD 型点阵

结构四面中心圆形弧度部分逐渐趋近于直角状，

包括点阵结构的 8 个顶点处的孔隙形状也趋近于

直角状，故设计变形参数 a 时不宜过大 . 因此，在

设计 F-RD 型点阵结构时，变形参数 a 的取值以

大于 0.8 且小于 4.0 为宜 .

图2　TPMS型点阵结构参数化设计运算器

Fig. 2　TPMS lattice structure parametric design
calculator

图3　a值对F-RD型点阵结构形状的影响

Fig. 3　Influence of a value on the shape of the F-RD lattice structure
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在分析变形参数 b 与点阵结构的关系时，同

分析变形参数 a 时一样，设置 C=0，a=1.0 保持恒定

不变 . 由图 4 不难看出，变形参数 b 取不同值时 F-
RD 型点阵结构的形态和 a 正好相反，当 b 越小时，

F-RD 型点阵结构中间弧度部分逐渐趋近于直角

状；当 b 大于 1.4 时，F-RD 型点阵结构存在曲面断

裂、不连续的情况，此时不可取 . 与变形参数 a 相

比，变形参数 b 对 F-RD 型点阵结构形状的影响呈

现出负相关性 . 在设计此种点阵结构时，变形参数

b 的取值范围为［0，1.3］.

阈值 C 决定 F-RD 型点阵结构曲面的偏置情

况，通过改变C的取值，可得到一系列具有与TPMS

型点阵结构相同对称性和拓扑结构的曲面，研究

阈值 C 对 F-RD 型点阵结构形状的影响时，令 a=

b=1.0 恒定不变 . 如图 5 所示，当 C 增大时，F-RD

型点阵结构中间孔隙部分越趋近于长方形，影响

规律类似于变形参数 a 对点阵结构的影响；当 C

小于-1.0 或大于 1.0 时，会使 TPMS 型点阵结构的

曲面发生断开、不连续的现象 .因此，在设计 F-RD

型点阵结构时，设定阈值 C 的范围为［-0.9，0.9］.

2. 2　变形参数a，b，阈值C与孔隙率P的关系

2. 2. 1　单参数对孔隙率 P 的影响

在研究变形参数 a与孔隙率 P 之间的关系时，

设置b=1.0，曲面厚度为0.6 mm，建模单元为20 mm×

20 mm×20 mm 的立方体 . 当 a 过小时存在曲面断

裂的情况，如图 3 所示 . 分析设定变形参数 a 的取

值从1.0开始，步长为0.4，取11个数值；同时分别计

算当 C=-0.4 到 C=0.4 之间的 5 大组数据 .表 1 为变

形参数 a 取不同数值时通过计算得到的孔隙率 P.

将表 1 中的 55 组数据进行曲线公式拟合，每

组拟合 R2 均大于 0.95（此值越趋近于 1 表示拟合

效果越好），模拟真实情况 . 根据表 1 可以得到 F-
RD 型点阵结构孔隙率 P 和变形参数 a 的函数关

系如式（6）所示：

图4　b值对F-RD型点阵结构形状的影响

Fig. 4　Influence of b value on the shape of the F-RD lattice structure

图5　C值对F-RD型点阵结构形状的影响

Fig. 5　Influence of C value on the shape of the F-RD lattice structure
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C =-0.4  P =-0.001 5a4 + 0.026 5a3 - 0.219 7a2 + 0.766 2a + 85.274
C =-0.2  P =-0.005 7a4 + 0.080 5a3 - 0.462 8a2 + 1.247 7a +84.986
C = 0       P =-0.012a4 + 0.176a3 - 0.967 3a2 + 2.349 8a + 84.328
C = 0.2   P =-0.011 3a4 + 0.171 4a3 - 0.966a2 + 2.382a +84.513
C = 0.4   P =-0.009 8a4 + 0.151 9a3 - 0.875 7a2 + 2.174 7a +85.016.

（6）

不难得出，当变形参数 a 大于 1.0 时 F-RD 型

点阵结构的孔隙率随 a 的增大而增大，当变形参

数 a 到达一定值后，点阵结构的孔隙率 P 的变化

浮动相对较小，C 大于等于 0 时逐渐趋于稳定，C

小于 0 时有下降趋势；研究变形参数 b 对孔隙率 P

的影响时，控制变形参数 a 恒为 1.0，根据 2.1 节中

变形参数 b 对点阵结构的形状影响呈线性负相关

可知，变形参数 b 对孔隙率 P 的影响关系也与变

形参数 a 的呈现的规律相反 . 研究阈值 C 对 F-RD

型点阵结构孔隙率的影响关系时，设定 C 取值范

围为［-0.8，0.8］，步长设定 0.2，得到 4 组不同变形

参数 a，b 下的阈值 C 与孔隙率 P 的 36 组数据，表 2

所示为阈值C与孔隙率P的影响关系 .

根据表 2 中的数据进行曲线公式拟合，R2 ≥
0.95 来保证拟合公式的准确性，得到阈值 C 与孔

隙率 P 的关系如式（7）所示：

可以看出，无论变形参数 a，b 取何值，随着阈

值 C 变大，F-RD 型点阵结构的孔隙率都会先降低

后增加，一般最低值都处于［-0.4，-0.2］这个区间

内，在此区间前孔隙率 P 变化缓慢，但当大于此区

间时，随着阈值 C 的增加，孔隙率的增长速率也变

得更快 .

2. 2. 2　混合参数对孔隙率 P 的影响

研究变形参数 a，b 同时变化对孔隙率的影响

关系时，研究方法类似于单参数分析方法，即取

阈值 C 为不同数值时，分析 2 个变形参数对孔隙

率 P 的影响 . 首先设定 C 的取值范围为［-0.8，

0.8］，1.5 ≤ a ≤ 4.5，0.1 ≤ b ≤ 1.4，变形参数 a，b 设定

的步长分别为 0.5 和 0.2. 通过不同 a，b 的值计算

F-RD 型点阵结构的 98 组孔隙率 P 的值，将数据

进行拟合得到曲面拟合关系，当 C=0.4 时如图 6

所示，当 C=-0.4 时如图 7 所示 .

从图 6 中可以看出，当阈值 C=0.4 时，随着变

形参数 a 的变大和变形参数 b 的减小，孔隙率 P 也

是逐渐变大的；当 b 越接近于 0 时，F-RD 型点阵

结构的孔隙率 P 相对越大；在变形参数 b 大于 1.0

时，随着变形参数 a 的变大，F-RD 型点阵结构的

孔隙率随之变小；在变形参数 b 小于 1.0 时，随着

变形参数 a 的变大，F-RD 型点阵结构的孔隙率

随之变大 .

表1　变形参数a与孔隙率P的关系
Table 1　Relationship between deformation parameter a and porosity P 

C=-0. 4

a

1. 0

1. 4

1. 8

2. 2

2. 6

3. 0

3. 4

3. 8

4. 2

4. 6

5. 0

P/%

85. 84

86. 00

86. 07

86. 13

86. 19

86. 20

86. 18

86. 16

86. 11

86. 08

86. 00

C=-0. 2

a

1. 0

1. 4

1. 8

2. 2

2. 6

3. 0

3. 4

3. 8

4. 2

4. 6

5. 0

P/%

85. 85

86. 01

86. 15

86. 22

86. 26

86. 26

86. 28

86. 28

86. 26

86. 21

86. 16

C=0

a

1. 0

1. 4

1. 8

2. 2

2. 6

3. 0

3. 4

3. 8

4. 2

4. 6

5. 0

P/%

85. 87

86. 17

86. 32

86. 40

86. 45

86. 46

86. 46

86. 45

86. 46

86. 45

86. 43

C=0. 2

a

1. 0

1. 4

1. 8

2. 2

2. 6

3. 0

3. 4

3. 8

4. 2

4. 6

5. 0

P/%

86. 08

86. 40

86. 55

86. 63

86. 67

86. 66

86. 70

86. 68

86. 66

86. 65

86. 66

C=0. 4

a

1. 0

1. 4

1. 8

2. 2

2. 6

3. 0

3. 4

3. 8

4. 2

4. 6

5. 0

P/%

86. 46

86. 71

86. 90

86. 93

86. 98

86. 97

86. 95

86. 93

86. 91

86. 90

86. 87

ü

ý

þ

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï

a = 1.5 b = 0.4   P =-1.367 8C 3 + 3.502 2C 2 + 3.112 3C + 86.542
a = 2.0 b = 0.4   P =-1.034 3C 3 + 2.660 2C 2 + 2.856 5C + 86.505
a = 2.0 b = 0.6   P = 0.246 2C 3 + 2.274 4C 2 + 1.814 5C + 86.440
a = 2.5 b = 0.6   P = 0.450 3C 3 + 1.872 8C 2 + 1.652 4C + 84.408.

（7）

1298



第 9 期 郝 博等：变F-RD型点阵结构的参数分析与验证

从图 7 中可以看出，当阈值 C=-0.4 时，在给

定的 a，b 范围内，随着变形参数 a 的变小和变形

参数 b 的增大，孔隙率 P 也是逐渐变大的；当 a 越

大时，F-RD 型点阵结构的孔隙率 P 相对越大；在

变形参数 b 在 1.0 附近且小于 1.0 时，随着变形参

数 a 的变大，F-RD 型点阵结构的孔隙率随之变

小；当变形参数 b 在 2.5 附近且大于 2.5 时，随着变

形参数 a 的变大，F-RD 型点阵结构的孔隙率随

之变大 .

表2　阈值C与孔隙率P的关系
Table 2　Relationship between threshold C and porosity P 

a=1. 5，b=0. 4

C

-0. 8

-0. 6

-0. 4

-0. 2

0

0. 2

0. 4

0. 6

0. 8

P/%

86. 95

86. 24

86. 06

86. 11

86. 44

87. 10

88. 34

89. 59

90. 45

a=2. 0，b=0. 4

C

-0. 8

-0. 6

-0. 4

-0. 2

0

0. 2

0. 4

0. 6

0. 8

P/%

86. 39

86. 04

85. 94

86. 03

86. 43

87. 04

88. 07

89. 13

89. 86

a=2. 0，b=0. 6

C

-0. 8

-0. 6

-0. 4

-0. 2

0

0. 2

0. 4

0. 6

0. 8

P/%）

86. 24

86. 11

86. 07

86. 17

86. 46

86. 86

87. 52

88. 46

89. 45

a=2. 5，b=0. 6

C

-0. 8

-0. 6

-0. 4

-0. 2

0

0. 2

0. 4

0. 6

0. 8

P/%

86. 04

86. 01

86. 04

86. 13

86. 41

86. 81

87. 34

88. 27

89. 12

图6　当C=0.4时的混合参数对孔隙率P的影响

Fig. 6　Effect of mixing parameters on porosity P when C=0.4
（a）—3D 散点图； （b）—3D 映射图 .

图7　当C=-0.4时的混合参数对孔隙率P的影响

Fig. 7　Effect of mixing parameters on porosity P when C=-0.4
（a）—3D 散点图； （b）—3D 映射图 .
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3　实验与讨论

采用铝合金 AlSi10Mg 粉末作为打印材料，该

材料密度低、抗腐蚀性好，同时具有良好工艺性 .

3D 成型设备采用中瑞科技生产的 SLM150 打印

机，应用金属激光烧结（铺粉烧结）成型原理，打

印精度为±0.2 mm.采用的工艺参数如下：激光功 率

200 W，扫描间距 0.12 mm，扫描速度 2 000 mm/s，

铺粉厚度 0.04 mm. 为减小残留粉末对 3D 成型件

的影响，采用超声波清洗机对其进行清洗 .

将样件模型文件导入数据处理软件，待生成

支撑和切片处理后导入打印机，铺粉装置先在基

板上铺平一层金属粉末，激光束按照预定路线融

化金属粉末，如此层层反复直到样件打印完成 .

打印出的变 F-RD 型点阵结构 AlSi10Mg 样件如

图 8 所示 .

图 9 为不同参数的理论孔隙率和实际孔隙率

的关系，由于制造精度和工艺的影响，实际样件

表面较为粗糙，导致样件的尺寸和孔隙率与理论

模型存在一定的误差，孔隙率误差均小于 5%，对

整体结构孔隙率影响较小，验证了理论分析的正

确性 .

4　结  论

1） 针对三周期极小曲面点阵结构，提出了一

种基于隐式表达式的三周期极小曲面参数设计

方法，可以根据运算器所需输入端口参数生成所

需类型和大小的三周期极小曲面 .

2） 研究了 F-RD 型点阵结构变形参数 a，b 和

阈值 C对孔隙率 P的影响规律，提出了针对孔隙率

分析的单参数和混合参数方法，建立了变形参数

和阈值对变 F-RD型点阵结构的映射关系，可以生

成特定形状和孔隙率的 F-RD型点阵结构，为三周

期极小曲面点阵结构的工程设计和应用提供参考 .

3） 采 用 金 属 激 光 烧 结 成 型 原 理 制 备

AlSi10Mg 点阵结构样件，发现导致样件的尺寸和

孔隙率与理论模型存在一定的误差，且理论与实

际孔隙率误差小于 5%，对整体结构孔隙率影响

较小，验证了理论分析的正确性，具备一定的理

论参考价值 .
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图8　变F-RD型点阵结构AlSi10Mg样件

Fig. 8　AlSi10Mg sample of the variable F-RD
lattice structure

图9　不同参数的理论孔隙率和实际孔隙率关系

Fig. 9　Relationship of theoretical porosity and actual porosity for different parameters
（a）—a=4.5，C=-0.4 时变形参数 b 对孔隙率 P 的影响； （b）—b=1.0，C=0 时变形参数 a 对孔隙率 P 的影响；

（c）—a=2.0，b=0.3 时变形参数 C 对孔隙率 P 的影响 .
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