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摘   要： 柔性机械臂和柔性负载会随着机械臂位姿的改变，导致转动惯量等具体参数发生改变，进而对

伺 服 驱 动 系 统 的 输 出 转 速 产 生 影 响 . 采 用 相 同 阻 尼 系 数 的 极 点 配 置 方 法 对 驱 动 系 统 的 比 例 - 积 分

（proportional-integral，PI）控制器参数进行调节，使 PI 控制器随机械臂位姿改变自动调节参数，动态稳定电动

机输出转速 . 根据拉格朗日原理和连续体振动理论建立数学模型，通过状态方程获得传递函数，采用相同阻

尼系数极点配置方法调节 PI 控制器参数，应用到转速环控制中 . 分析阻尼系数与自然频率对系统谐振峰值、

谐振频率和带宽的影响 . 通过数值仿真证明，合理调节阻尼系数可以减小伺服驱动系统转速波动 . 通过与齐

格勒-尼科尔斯法则自整定（Ziegler-Nichols self-tuning，Z-N）方法的对比，表明相同阻尼系数的极点配置方法

使系统达到稳定的时间更短 .
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Abstract： A flexible robotic arm and its flexible load may result in changes to such specific 
parameters as rotational inertia as the arm’s posture changes， subsequently affecting the output 
speed of the servo drive system.  By using a pole placement method with the same damping 
coefficient ， the parameters of the proportional-integral （PI） controller in the drive system are 
adjusted， enabling the PI controller to automatically adjust its parameters in response to changes 
in the robotic arm’s posture， thereby dynamically stabilizing the motor’s output speed.  A 
mathematical model is established based on the Lagrangian principles and continuum vibration 
theory， and the transfer function is obtained through state equations.  The PI controller parameters 
are adjusted using the pole placement method with the same damping coefficient and applied to 
the speed loop control.  The impact of the damping coefficient and natural frequency on the 
system’s resonance peak， resonance frequency， and bandwidth is analyzed.  Numerical simulation 
demonstrates that appropriately adjusting the damping coefficient can reduce speed fluctuations in 
the servo drive system.  A comparison with the Ziegler-Nichols self-tuning （Z-N） method shows 
that the pole placement method with the same damping coefficient achieves system stability in a 
shorter time.
Key words： flexible robotic arm； flexible load； PI controller； pole placement method with the 
same damping coefficient； servo drive system

在水下勘探领域中，由于工作环境的特殊性，

为了降低人员的风险，配备一个或多个机械臂的

潜水器辅助人类进行水下探索已经成为了主要趋

势［1］.机械臂的便捷性和轻量化的设计便于在水下

进行物体的抓取与搬运 .由于具有精度高、结构刚

度低，且携带负载的特性，机械臂是一个高阶、多
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输入、强非线性、强耦合的系统 . 机械臂与负载端

的柔性不能忽略，柔性影响会增加驱动系统输出

转速波动和机械谐振，降低伺服系统输出端速度

的稳定性以及控制系统的精度［2］.在伺服系统处于

高速运行工况时，一旦其驱动特性与机械环节特

性精准匹配至特定条件阈值，即会激发高强度噪

声现象，致使柔性负载端与电动机剧烈振动，该振

动使柔性机械臂的控制参量产生偏差与波动，显著

降低控制精度，引发轨迹跟踪误差增大、作业效率降

低、系统可靠性下降等问题，严重干扰正常运行［3］.

机械臂工作时，等效柔性负载的转动惯量及

其他参数随着机械臂的展开和收缩发生动态变

化 . 此变化高度非线性，同时，柔性负载对电动机

输出转速也会有较大的影响 .

对柔性机械臂负载端建立数学模型 . 文献

［4］和文献［5］将柔性机械臂和负载端简化为欧拉-
伯努利（Euler-Bernoulli）梁，通过频率、阻尼和模态

振型等特征来描述结构负载端的挠度，然后对其使

用拉格朗日原理进行动力学建模 . 文献［6］和文献

［7］在伺服驱动系统中使用PI控制器控制伺服驱动

系统输出端转速，使系统转速一旦出现偏差，比例

调节立即产生调节作用，调节输出转速，使伺服系

统电动机输出端转速更加平稳 . 文献［8］通过对双

惯性系统的分析，重新设计扭转载荷的传统比例-
积分速度控制系统，并通过PI控制策略对速度环进

行调节，减少了电动机输出端转速波动 .文献［9］对

柔性机械臂建立系统性动力学模型，同时进行稳定

性分析 . 在考虑关节柔性与负载柔性的情况下，使

用边界函数抑制机械臂在外界干扰下的扰动［10］.数

值仿真验证适当调整控制器参数可以有效地对输

出转速波动进行抑制 .文献［11］使用自适应控制策略

控制低速爬行现象 .在速度环后增加频率陷波器、低

通滤波器、自适应滤波器等，提高系统输出稳定性.

本文对柔性负载与伺服系统建立动力学模

型，使用相同阻尼系数的极点配置法求解 PI 控制

器参数，数值仿真分析柔性机械臂不同位姿对电

动机输出端转速的影响，证明相同阻尼系数极点

配置方法通过确定 PI 控制器参数来降低伺服系

统输出端转速的有效性 .

1　电动机驱动系统与柔性负载整体
建模

1. 1　整体建模

柔性机械臂由串联而成的连杆构成 . 为了便

于建立模型，忽略机械臂的位姿和柔性关节，将机

械臂与负载端等效成柔性负载 . 将机械臂的伸展

和运动等效成柔性负载参数的改变，如图 1所示 .

Tq=Te-Td. （1）

式中：Te为电动机电磁转矩；Tq为柔性负载驱动转

矩；Td为柔性负载外加转矩 .

为方便建模，对其进行简化，简化后如图 2 所

示，等效为悬臂梁系统 . 电动机输出转速，带动齿

轮等传动系统，使转动轴对等效柔性负载产生扭

矩，引起转动，产生横向弯曲振动，同时忽略纵向

和横向振动及幅度较小的变形，将其等效为欧

拉-伯努利梁 . 同时建立动态坐标系 XOY 和随动

坐标系 xzOyz，动态坐标系随电动机转轴转动而变

化 . 图中 z（x，t）为横向位移，是负载空间位置 x 和

时间 t 的函数；θa（t）为电动机转轴的转角 .

通过文献［12］和振动理论的描述，悬臂梁在

随动坐标系中的挠度和振动的偏微分方程为
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式中：ϕi (x) 为第 i 阶模态函数；δi (t) 为第 i 阶模态

坐标；ϕΤ 为模态函数列向量；δ为模态坐标列向

量；ρ(x) 为体密度；A(x) 为横截面积；E 为弹性模

量；I 为截面惯性矩；E 和 I 的乘积为抗弯刚度，一

般直接记作 EI.

在不考虑柔性负载外力的情况下，可将上述

悬壁梁系统视为连续体，ρ(x)，EI(x)，A(x)为常值，

分别用 ρ，EI，A 表示，对式（2）进行求解得

图1　具有柔性负载的伺服驱动系统模型

Fig. 1　Model of the servo drive system with
flexible load

图2　简化柔性负载伺服驱动系统

Fig. 2　Simplified flexible load servo drive system
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δ″(t)
δ(t)

=-
EI
ρA

ϕ(4) (x)
ϕ(x)

=-ω2. （3）

式中，ω 表示柔性负载固有频率 .

对式（3）进行整理，得到式（4）.
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dδ(t)
dt2

+ω2δ(t)=0

EIϕ(4) (x)-ω2 ρAϕ(x)=0.
（4）

根据边界条件［13］，柔性机械臂铰支端视为固

定，另一边自由，得式（5），同时，模态函数应满足

式（5）所描述的铰支端固定条件，将式（2）代入式

（5），同时消去模态坐标，得到模态函数的边界条

件，见式（6）.
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ϕ(0)=
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=EI

d2ϕ(l)
dx2

=EI
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dx3
=0. （6）

式中，l 表示柔性负载的长度 .

根据假设模态进行求解，得到式（7），由式

（7）推导出特征方程的根，如式（8）所示：
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s4-β4=0

s12=±β

s34=±iβ.

（8）

对式（8）求解，可得到特征方程的根为

ϕ(x)=A1e
βx+A2e

-βx+A3e
iβx+A4e

-iβx. （9）

式中：A1，A2，A3，A4为常值，可通过边界条件求得 .

ϕ(x)=A1 sin βx+A2 cos βx+A3shβx+A4chβx.（10）

由式（5）得到柔性负载位移的解为

ü
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z(xt)=E sin(ωi t+φ)

E=B1 sin βx+B2 cos βx+B3 sh βx+B4 ch βx.
（11）

式中：ωi 为柔性负载的第 i 阶固有频率；φ为模态

坐标的初相 .

根据边界条件确定式（11）中的 B1，B2，B3，B4，

ω，φ可得到频率方程为

cos βlchβl=-1. （12）

ωi=β 2
i

EI
ρA

. （13）

与ωi 对应的ϕi（x）模态函数表达式为

ϕi (x)=ch βi x-cos βi x-

shβil-sin βil
chβil-cos βil

(shβi x-sin βi x). （14）

柔性负载上任意一点的矢量模式为
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rT=[XY ]

X=x cos θ-z(xt)sin θ

Y=x sin θ+z(xt)cos θ.

（15）

式中，θ 为旋转角度 . 则式（16）成立，

ṙT ṙ=(x2+z(xt))θ̇+(
¶z(xt)
¶t

)2+2x
¶z(xt)
¶t

θ̇.（16）
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（17）

根据拉格朗日动力学方程，式中 Ek 为连杆的动

能；Ep为弹性势能；qi为电动机机械角度 θ；Fi为作

用力；T 为连杆的动能 .

对式（17）进行整理得
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式中，Ea 为二阶模态下的连杆动能 .

对式（19）进行简化，只保留其中的线性项，

去 掉 非 线 性 项 θ̈∑
i=1

¥

δi(t ) 2
，2θ̇∑

i=1

¥

δi(t ) δ̇i( )t 和

θ̇2∑
i=1

¥

δi( )t 后，整理得
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式中，θ̈为二阶模态下的连杆电动机机械角度 .
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2 )

Fa=[Fa1 Fa2  Fan ]T 

δ(t)=[δ1 (t) δ2 (t)  δn (t)]T.

（21）

式中：Ia 表示转动惯量；Fai 表示第 i 阶模态频率的

谐振程度；R 表示柔性负载的模态频率；Fa 表示系

统第 i 阶所对应的固有模态的刚柔耦合系数 .

将式（21）代入式（20）整理得到式（22）.
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δ̈i (t)+2ξRδ̇(t)+R2δ(t)+θ̈Fa=0.
（22）

式中，ξ为模态振动阻尼系数矩阵，根据式（22）可

得系统的状态方程为
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因此可得到伺服系统的传递函数为

ωi (s)
Ea (s)

=
1

sIa( )1-∑
i=1

¥ s2 F 2
ai Ia

(s2+2ωiξi s+ω2
i )

. （24）

只对一阶模态进行考虑，忽略高阶模态.传递函数为

  
ω1 (s)
Ea (s)

=
1

sIa( )1-
s2 F 2

ai Ia

(s2+2ω1ξ1 s+ω2
1 )

. （25）

1. 2　分析柔性负载对输出转速影响

伺服电动机的电流内环谐振频率和截止频

率与柔性负载的速度环不同，在伺服系统运行

时，电动机驱动柔性负载进行转动，电流内环已

完成调节，而速度外环尚未调节完成 . 因此考虑

伺服电动机驱动系统的传递函数时，只对速度外

环进行研究 . 柔性负载伺服系统的速度外环框图

如图 3 所示 . 图中：Kp 为比例增益系数；Ki 为积分

增益系数；i*
q 为输出电流参考值；Kq 为转矩常数；

T*
em 为电磁转矩参考值；ω*

i 为柔性负载的输入固

有频率；ωi 为输出固有频率 . 忽略柔性耦合项后

的刚性负载的速度环传递函数为

G1 (s)=
1

sIa

(1-M )-1. （26）

其中 M 的表达式为

M=
s2 F 2

a1 Ia

(s2+2ω1ξ1 s+ω2
1 )
+

s2 F 2
a2 Ia

(s2+2ω2ξ2 s+ω2
2 )
+

s2 F 2
a3 Ia

(s2+2ω3ξ3 s+ω3 )
. （27）

通过对系统转速环柔性负载的简化，将其中

柔性耦合部分刚性化，刚性负载 PI 控制器速度控

制系统如图 4 所示，ω*
s 为刚性负载中的输入固有

频率；ωs 为刚性负载中的输出固有频率 . 得到的

传递函数为

G2 (s)=
1

sIa

. （28）

通过对 3 阶伯德图的分析，柔性负载和刚性

负载的幅值随着角频率的增加而降低；系统加入

柔性负载后，柔性负载的振荡幅值和伺服系统带

宽接近，因此柔性负载影响伺服驱动系统的速度

环，对电动机输出转速有影响 .

图3　柔性负载转速环控制框图

Fig. 3　Block diagram of the control of the rotational
speed loop for flexible load

图4　刚性负载转速环控制框图

Fig. 4　Block diagram of the control of the rotational
speed loop for rigid load

图5　伺服驱动系统伯德图

Fig. 5　Bode diagram of the servo drive system
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2　相同阻尼系数极点配置方法

2. 1　零极点的设定

对于伺服驱动系统中转速影响较小的电流

内环先进行忽略，在此环节只考虑一阶模态，则

系统的传递函数为

ωi (s)
ω* (s)

=
(Kp s+K i )(s

2+2ω1ξ1 s+ω2
1 )

N
. （29）

N=(Ia-F 2
a1 )s4+2Iaω1ξ1 s3+Iaω

2
1 s2+

(Kp s+K i )(s
2+2ω1ξ1 s+ω2

1 ). （30）

根据极点配置方法，为了便于确定系统的零

极点与 PI 调节器参数之间的关系，将式（30）改写

为下式：

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ïïïï

(Ia-F 2
a1 )s4+2Iaω1ξ1 s3+Iaω

2
1 s2+

(Kp s+K i )(s
2+2ω1ξ1 s+ω2

1 )=(Ia-F 2
a1 )D

D=(s2+2ξa1ωa1 s+ω2
a1 )(s2+2ξb1ωb1 s+ω2

b1 ).

（31）

同时对式（31）进行重新改写

s4+
2Iaω1ξ1+Kp

(Ia-F 2
a1 )

s3+
Iaω

2
1+K i+2Kpω1ξ1

(Ia-F 2
a1 )

s2+

Kpω
2
1+2K iω1ξ1

(Ia-F 2
a1 )

s+
K iω1

2

(Ia-F 2
a1 )

=

(s2+2ξa1ωa1 s+ω2
a1 )(s2+2ξb1ωb1 s+ω2

b1 ).

（32）

式中：ωa1 ωb1 为极点的自然角频率；ξb1 ξa1 为阻尼

系数 . 对式（32）进行重新整理，得到式（33）：

ü

ý

þ

ï

ï

ï

ï

ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

2ξa1ωa1+2ξb1ωb1=
Kp

Ia-F 2
a1



ω2
a1+ω2

b1+4ξa1ξb2ωa1ωb1=
Iaω

2
1+K i

Ia-F 2
a1



2ξa1ωa1ω
2
b1+2ξb1ωb1ω

2
a1=

Kpω
2
1

(Ia-F 2
a1 )



ω2
a1ω

2
b1=

K Iω
2
1

(Ia-F 2
a1 )

.

（33）

得到零极点与 PI 调节器的关系为

ü

ý

þ

ïïïï

ïïïï

K i=
(Ia-F 2

a1 )ω2
a1ω

2
b1

ω2
1



Kp= (Ia-F 2
a1 )(2ξa1ωa1+2ξb1ωb1 ).

（34）

2. 2　相同阻尼系数极点配置

闭环传递函数的极点影响着系统运动的模

态，极点的分布也影响着运动的瞬态性能，根据预

期的性能设定相应的指标，求解极点的分布，通过

设计 PI 控制器调整闭环极点，将系统由不稳定状

态变为稳定状态 . 本文通过相同阻尼系数的极点

配置方法，在系统闭环传递函数上，令阻尼系数

相等，即在 ξb1=ξa1 的射线上寻找ωa1和ωb1，由此确

定零极点的位置，在实轴-虚轴（R(s)-I(s)）坐标系

中，如图 6 所示 .

令 ξb1=ξa1=ξ1，根据式（33）得到式（35）：

ü

ý

þ

ïïïï

ïïïï

ωa1ωb1=ω2
1 

( )ω2
a1+ω2

b1

ωa1ωb1

=
F 2

a1

Ia-F 2
a1

-4ξ 2
1+2.

（35）

对式（36）进行改写，得到式（36）：

ü

ý

þ

ï

ïï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï
ï
ï

( )ωa1

ω1

+
ω1

ωa1

2

=
F 2

a1

Ia-F 2
a1

-4ξ 2
1+4

( )ωa1

ω1

-
ω1

ωa1

2

=
F 2

a1

Ia-F 2
a1

-4ξ 2
1 .

（36）

联立求解得

ü

ý

þ

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

μ=
ωa1

ωb1



ωb1=

F 2
a1

Ia-F 2
a1

-4ξ 2
1+4 +

F 2
a1

Ia-F 2
a1

-4ξ 2
1

2
ω1 

ωa1=

F 2
a1

Ia-F 2
a1

-4ξ 2
1+4 -

F 2
a1

Ia-F 2
a1

-4ξ 2
1

2
ω1.

（37）

则 PI 控制器参数为

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ïïïï

K i=(Ia-F 2
a1 )ω2

1 

Kp=2ξ1 (Ia-F 2
a1 )

F 2
a1

Ia-F 2
a1

-4ξ 2
1+4ω1 .

（38）

传递函数为

ωm (s)
ω* (s)

=
D2

N2

. （39）

其中：

D2=2ξ1

F 2
a1

Ia-F 2
a1

-4ξ 2
1+4ω1 s3+ω2

1 s2 +

2ξ1

F 2
a1

Ia-F 2
a1

-4ξ 2
1+4ω3

1 s+ω4
1 ; （40）

图6　相同阻尼系数的极点配置方法示意图

Fig. 6　Schematic diagram of the pole placement
method with the same damping coefficient

1413



东北大学学报(自然科学版) 第 45 卷

N2=s4+ ( )2ξ1

F 2
a1

Ia-F 2
a1

-4ξ 2
1+4 ω1 s3+

( )F 2
a1

Ia-F 2
a1

+2 ω2
1 s2+2ξ1ω

3
1

F 2
a1

Ia-F 2
a1

-4ξ 2
1+4s+ω4

1 .（41）

根据极点自然角频率比值与极点阻尼系数

的二维云图，分析对谐振频率、谐振峰值和带宽

的影响 .

根据图 7，极点的自然角频率比值对相同阻

尼系数的谐振峰值影响较小，随着阻尼系数的增

加谐振峰值逐渐减小 . 当阻尼系数为 0.2~0.4 时，

谐振峰值变化明显，且数值较大；当对于阻尼系

数大于 0.7 时，谐振峰值逐渐降低，变化幅度较

小，这时系统稳定性提高，愈加平稳 .

谐振频率对极点自然角频率比值影响成正

比，与极点阻尼系数成反比，当谐振频率和谐振峰

值较大时，系统响应速度较快，可快速达到稳定状

态 .随着阻尼系数增加，动态稳定性能逐渐加强 .

影响带宽的主要因素是极点自然角频率比

值，且成正比，系统的响应时间也会增加 . 当带宽

达到 70 rad·s-1，获得良好的动态响应

3　数值仿真分析

基于相同阻尼系数的极点配置法，对伺服驱动

系统使用PI控制策略，将串联的机械臂及负载端等

效一体化为柔性负载，并根据柔性负载在不同位姿

和极点阻尼系数的条件下，确定PI调节器具体参数

进行仿真，对伺服驱动系统的输出端转速和频率进

行分析，探究不同柔性负载对伺服系统转速的影

响 .系统不同位姿具体参数如表1所示 .

对实验结果进行分析，在 3 个位姿使用相同

阻尼系数的极点配置策略下，通过对比图 8a~图

8c 发现在位姿 3 时随着柔性负载长度、转动惯量

等参数的增加，降低阻尼系数，可以有效地降低

速度波动频率 .

在等效柔性负载处于相同位置下，随着阻尼

系数的增加，系统的动态性能平稳增加，超调量

越小，系统达到平稳的速度越快，转速波动的频

率相应减小 . 同时当电动机开启时，随着速度增

长，阻尼系数大的伺服驱动系统速度波动更为迅

速、幅值更大 .

在相同阻尼系数的条件下，柔性负载的长度

和线密度增加，即柔性负载的转动惯量增大，系

统的波动频率明显降低，但会增加系统达到稳定

的时间 . 采用相同阻尼系数的极点配置方法，在

转动惯量和柔性负载较大时，应增加 PI 调节器的

阻尼系数，使输出转速更加稳定 .

图7　极点配置法系统评价指标图

Fig. 7　System evaluation index diagram of the pole
configuration method

（a）—谐振峰值； （b）—谐振频率； （c）—带宽 .

表1　不同位姿下系统参数
Table 1　Different pose system parameters 

参数

抗弯刚度 EI/（N·m2）

线密度 ρl /（kg·m-1）

长度 l/m

体密度 ρ/（kg·m-3）

厚度 b/m

高度 h/m

负载转动惯量 Ia/（kg·m2）

一阶模态柔性耦合系数Fa1/（kg1/2·m）

一阶模态角频率 ω1/（rad·s-1）

位姿 1

400

0. 800

1. 1

7 760

0. 015

0. 015

0. 322

0. 500

68. 13

位姿 2

400

0. 636

1. 7

6 120

0. 015

0. 015

0. 612

0. 614

39. 77

位姿 3

400

0. 574

2. 2

5 450

0. 015

0. 015

0. 926

0. 718

28. 44
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Z-N 整定法［14］可以通过简单整定实验和算

法得到控制参数而被广泛应用 . 缺点是要保证其

有足够跟随性能的前反馈控制设计方法和较长

的达到系统输出转速所需要的时间，甚至在某些

条件下导致系统失稳 .

通过图 9 中两种方法进行对比 . 相同阻尼系

数的极点配置方法与 Z-N 自整定法在电动机起

动时，系统转速提升得更加迅速、稳定 . 超调量大

于 Z-N 自整定方法［12］，随着时间增加系统波动频

率增加，极大缩短了伺服驱动系统达到稳定所需

要的时间，系统振荡时间减少，并且系统输出转

速更加平稳 .

4　结  语

在忽略电流内环转速时，对 3 阶伺服驱动柔

性负载转速环开环伯德图的分析，说明柔性负载

对于电动机转速的影响不可忽略 .

通过相同阻尼系数的极点配置方法，以及数

值仿真分析，当阻尼系数在 0.2~1.2 之间，增大阻

尼系数和自然频率比值，使系统获得良好的动态

响应 . 当柔性负载的长度、转动惯量较大时，增大

系统的阻尼系数，可以提高系统的稳定性 .

通过与经典的 Z-N 自整定法进行对比，在

3 组位姿状态的实验中，波动幅度小于 0.1 rad·s-1，

达到稳定的时间在 1.4~1.9 s 之间，小于 Z-N 自整

定法达到稳定的时间 . 验证了这种方法可以使系

统更迅速达到稳定 .
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