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马尔可夫基因表达建模的神经网络矩闭合方法

顾冬洋，  姜庆超

（华东理工大学能源化工过程智能制造教育部重点实验室, 上海 200237）

摘要：生物体的生命活动与基因表达密切相关，然而现有的基因表达矩闭合近似建模方法难

以充分利用生化反应过程的潜在细节信息。本文提出了一种基于人工神经网络的矩闭合方法，

其利用神经网络学习到矩方程组中高阶矩的低阶表示，使方程组实现闭合，并进一步结合常微

分方程求解器对闭合后的方程组进行求解，最终获得精确的矩估计。实验结果表明，所提方法

在预测精度和计算效率上显著优于传统方法。
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基因表达作为理解生物学现象的核心焦点之

一，在生命科学领域的快速发展中占据着重要地

位。基因表达是基因通过转录和翻译实现基因功能

产物合成的过程，是生物体内调控和执行生命过程

的关键步骤，通过细胞调控和执行基因的功能维持

生物体的正常功能。了解基因表达机制不仅有助于

理解生命的本质，还对揭示疾病发生、发展以及药物

研发具有重要意义 [1-3]。在生物学中概率主宰生物

学，概率在噪声塑造生物系统行为方面起着至关重

要的作用[4-7]。这里所述的“噪音”源自于活细胞内分

子浓度的固有波动，主要是由生化反应的随机性引

起的，尤其在低分子数量的生化反应中表现得尤为

明显。因此，对于生化反应网络的建模主要倾向于

对单个反应进行模拟来表现反应中分子数的随机波

动[8]。基于这一见解，以化学主方程（Chemical Master
Equation, CME）为基础的马尔可夫模型等低分子随

机建模方法迅速流行 [9-10]。同时 ，随机模拟算法

（Stochastic Simulation Algorithm, SSA）也成为了解和

获取基因表达动态过程的重要工具[10]。然而 SSA的

计算成本很高，适用性受到严重限制，难以应用于大

型系统。

矩闭合近似方法（Moment Closure Approximations,

M

MA）在研究基因表达网络的稳态和极限行为方面取

得了重要成就。大多数矩闭合方法主要用于估计分

布的矩 [11-16]，从而得到关于所有    阶及以下联合分

布矩的时间演化近似解 [11-13]。进一步可以利用最终

稳态时刻的近似矩值，使用最大熵原理重构相应的

边缘概率分布[17-18]。通过分析系统的矩集合，这类方

法能够从全局角度理解基因调控网络的整体行为。

然而，传统矩闭合方法仍存在一些挑战和局限性。

首先，传统矩闭合方法通常基于线性稳态分析，其在

非线性系统中的适用性受限，而许多基因调控网络

是非线性的，导致传统矩闭合方法无法充分捕捉基

因表达网络潜在过程相互作用的复杂性。其次，传

统方法往往局限于特定类型的生化反应网络，难以

灵活处理不同生物体和细胞类型之间基因调控机制

的差异。此外，在某些复杂生化反应网络中，即使采

用更高阶的矩闭合方案，其精度也可能受到闭合方

案和生化反应网络潜在物理过程复杂性的限制。总

的来说，传统矩闭合方法在适用范围和精度方面存

在不足。

人工神经网络（Artificial  Neural  Network,  ANN）

通常都是对自然界某种算法或者函数的逼近，也可

能是对一种逻辑策略的表达[19]，近年来人工神经网络
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与其他学科领域联系日益紧密，在各个领域得到广

泛应用，通过对神经网络层结构的探索和改进来解

决不同领域的问题[20]。受此启发，本文提出了一种基

于神经网络的矩闭合方法，称为神经网络矩闭合

（Neural network moment closure）方法。该方法利用

人工神经网络学习基因调控网络模型的矩方程组中

高阶矩的低阶表示，将未闭合的矩方程组闭合，再通

过线性常微分方程组求解获得估计的矩值。与传统

矩闭合方法相比，神经网络矩闭合方法无需对系统

进行额外分布假设，更能充分利用生化反应网络模

型中的未知潜在特性，捕捉背后复杂的物理相互作

用。一旦神经网络学习到这种潜在相互作用，说明

所提出的方法能够学习到生化反应模型中的物理行

为，使矩闭合结果更加真实可信和准确。神经网络

矩闭合方法不仅提供了一种获取矩闭合方法的新途

径，而且弥补了传统方法在生化反应网络系统模型

近似中的不足。本研究有望推动基因表达建模领域

的发展，为深入理解基因调控网络的动态行为提供

新的视角和方法。 

1    预备知识
 

1.1    随机模拟算法

CME所描述的随机过程本质上是一个连续时

间马尔可夫过程，其中连续反应事件之间的时间间

隔服从指数分布[21]。由于从指数分布中抽样相对简

单，因此模拟生化反应的发生非常便捷且直接。

SSA算法基于概率分布的数值抽样，可以模拟底层

随机过程的精确样本路径，从而提取准确样本，是一

种在状态空间中生成随机轨迹集合的动力学蒙特卡

罗方法。这使得 SSA能够在分子层面上捕获化学反

应的随机性质，提供精确的分子轨迹，并且适用于广

泛的化学反应网络。

N

{n1, · · · ,nN} M

{r1, · · · ,rM}
fr(n) n= [n1(t), · · · ,nN(t)]T

ni(t), i = 1, · · ·N ni t [·]T

τ

p(τ|n, t) τ+ t

dt

p(r|n, t) r

假设一个生化反应网络系统是由   个不同的化

学反应物    和    个分别对应反应通道

 的反应组成。每个反应都有一个倾向函

数    ，反应系统状态用    表示，

 表示反应物   在   时刻的分子数， 

表示向量的转置。直接随机模拟算法的模拟过程如

下：首先对将要发生的反应所需的时间间隔步长   进

行采样，然后对反应集合中的某个具体反应进行采

样，从而确定是哪个反应在什么时间完成[22]。具体而

言，    表示下一个反应在    时发生的概率，

并且该反应在一个无限小的时间间隔    内完成；

 表示下一个反应是反应   的概率。这两个概

fr(n)dt率可以通过相应的计算公式从    获得，如式

（1）、（2）所示： 

p(τ|n, t) = λexp(−τλ),λ =
R∑

r=1

fr(n) (1)
 

p(r|n, t) = fr(n)
λ

(2)

fr(n)dt dt r

λ

其中，    代表无穷小的时间间隔    内发生第  

个反应的概率，    代表反应系统的总倾向。对这两

个公式进行采样可以获得如下两个参数： 

τ = −ln(u1)/λ (3)
 

r = SIS
r∑

i=1

fr(n) > u2λ (4)

u1 u2其中，   和   为 0到 1之间的均匀随机数, SIS代表

满足公式的最小整数。直接法首先根据式（3）对下一

个反应事件的时间点进行采样，然后根据式（4）对发

生某一反应进行采样，迭代更新随机模拟过程的状

态向量和时间。

由于随机模拟算法模拟系统中的每个化学反应

事件都是明确的，即使对于反应物种类较少的系统，

随机模拟算法的计算成本也很高。这种高计算成本

的情况在分子数波动很大或单位时间内发生大量反

应的情况下尤为明显。在第 1种情况下，为了获得统

计上准确的结果，必须模拟大量样本。而在第 2种情

况下，由于反应事件之间的时间变得更短，单次模拟

的计算成本也变得昂贵。因此，随机模拟算法的适

用性受到严重限制，并且很快就无法适用于大型系

统。为了克服这些挑战，近几十年来，研究人员投入

了大量精力来发展化学主方程的近似方法，并出现

了多种不同的方法。其中一种称为 Tau跳跃的方法

（Tau-leaping）是一种模拟生化反应的近似方法，它的

主要目标是提供比 SSA更高效的性能[23]。该方法的

核心理念在于通过时间上的离散“跳跃”，跨越多个反

应事件，从而避免了对每个单独反应事件进行模拟

的需要。这允许系统在有限的时间段内经历多个反

应，大幅度减少了必须处理的事件总数，加快了模拟

的速度。除了 Tau跳跃，还有其他近似方法被提出

来，这些方法的共同目标是高效地近似 CME的解，

以此降低计算的复杂性和成本。 

1.2    近似方法

CME有很多近似方法，其中 3种最常见的近似

方法分别是化学朗之万方程 （Chemical  Langevin
Equation, CLE）、系统尺寸展开（System Size Expansion,
SSE）和 MA[24-25]。这 3种方法易于实施，无需对系统

有任何预先的了解，而且它们通常能够进行高效计
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算，并提供精确近似。因此，它们已被成功应用于各

种场合[26-30]。然而，这些方法在某些情况下的准确性

可能大幅下降，尤其是当某些物种的拷贝数非常低

时。如果关注的是过程的矩，CLE通常比 SSE和MA
更为准确。但是，CLE在计算上的代价更高，因为它

需要进行大量的随机模拟并集中平均来获取过程的

矩，而其他方法只需求解一组有限的常微分方程。

此外，当 CLE定义为实值变量时，在零分子数处会遇

到边界问题，实值修正又会引入新的不准确性[31]。通

过将 CLE扩展到复值变量可以解决边界问题，但会

降低模拟的效率 [32]。因此，如果只对过程的矩感兴

趣，使用系统大小扩展或矩闭合近似似乎是更合适

的选择。

另一方面，系统尺寸展开是基于小参数的系统

扩展，而矩闭合近似是一种特定的近似方法。系统

尺寸展开在大系统容量下可以保证准确性，因此在

大规模系统下它更具吸引力。对于矩闭合近似，通

常不期望能够在所有情况下保持同样的准确度。另

外，系统大小扩展不适用于某些确定性具有多稳态

的系统，这是矩闭合方法不具有的限制[33]。更进一步

地，系统大小扩展仅在均值上高于线性噪声近似两

个阶，在协方差上高一个阶[34]，系统大小扩展的高阶

矩修正比矩闭合方法更难以推导和实现；而矩闭合

近似则可以推广到各种阶数[35-36]。CLE、系统大小扩

展和矩闭合近似通常作为基础构建模块，为开发高

级建模策略提供了框架。比如，有限状态投影算法

（Finite State Projection Algorithm, FSP）的思想是将状

态空间截断为有限子空间，并使用矩阵幂运算求出

该子空间上分布的近似值[37]。鉴于这些因素，选择哪

种方法更为合适，将取决于具体问题的细节。

在对比 CLE和 SSE的基础上，本文选择聚焦于

MA中的矩闭合技术。矩闭合方法在操作性上提供

了广泛的灵活性，近年来，多领域的专家和学者在人

工智能技术的研究和应用中取得了突破性进展[38]。

M

M

对于线性反应系统，CME方程可以在一定的期

望阶数上进行数值求解。然而，对于非线性系统，低

阶与高阶方程相互耦合，导致矩方程的无限耦合层

次，因此不能直接求解。矩闭合方法通过一种近似

的方式截断了这个无限阶方程组，常用的矩闭合近

似就是通过将所有高于   阶的矩表示为低阶矩的函

数来闭合矩方程。为了实现这个目标，一种方法是

假设系统分布具有特定的函数形式，比如正态分

布。这样的假设将   阶矩方程与高阶矩解耦，从而

得到一组有限的解耦合的常微分方程组。数值求解

这组闭合的方程就可以获得所需的矩估计值。这样

M的矩闭合方法称为“   阶矩闭合”。 

yi1 ,··· ,ik
=
⟨
ni1 , · · · , nik

⟩
zi1 ,··· ,ik

=

{ ⟨
(ni1 − yi1 ), · · · , (nik

− yik
)
⟩
, if k ⩾ 2

yi1 , if k = 2

ci1 ,··· ,ik
= ∂si1

, · · · , ∂sik
g(s1, · · · , sN)|s1 ,··· ,sN=0

(5)

k

g(s)

上面 3个公式分别表示    阶的原始矩、中心矩

和累积量。式（5）中的函数   为累积量生成函数，

定义为： 

g(s1, · · · , sN) = lg
⟨
exp(s1n1+, · · · ,+sNnN)

⟩
(6)

一些常见的矩闭合方法如下：

M

（1）正态分布矩闭合（Normal moment closure）方
法（在文献中也称为累积量忽略矩闭合） [39-40]：将  

阶以上的所有累积量均设为零，即: 

ci1 ,...,ik
= 0, for k > M (7)

2MA 3MA

值得注意的是，对于系统状态为正态分布的生

化反应系统，高于二阶的累积量为零，因此称为“正态

分布矩闭合方法”，将二阶和三阶的法向矩闭合近似

分别称为“   ”和“   ”。

M

（2）忽略中心矩矩闭合（Central-moment-neglect
moment closure）方法（在文献中也称为低色散矩闭合

方法）[41]：将所有   阶以上的中心矩均设为零: 

zi1 ,...,ik
= 0, for k > M (8)

M

M

（3）微分匹配（Derivative matching）：这种方法的

核心思想是使用低阶矩来表示高于   阶的矩，以使

闭合系统的矩的时间导数近似等于精确系统在某个

初始时间点上    阶及以下的矩的时间导数。在文

献 [42] 中，提出了一种具体的方法来生成相应的表

达式。 

2    神经网络获取矩闭合方法过程

本文提出的神经网络矩闭合方法的核心是假设

有限数量的矩能够捕捉到所有必要的系统信息，通

过神经网络学习到生化反应系统未闭合的矩方程组

中高阶矩的低阶矩表示函数，就可以将矩方程组闭

合，随后通过解闭合的微分方程组来获取矩估计值。

x(i)

图 1示出了整个实验流程。实验首先要构造所

需的特定生化反应模型和输入数据集。虽然流程图

中描绘的是一个基因调控网络模型，但方法同样适

用于构建更广泛类型的生化反应模型。针对研究需

要的生化反应模型，需要生成大量的随机参数组 

作为模型的输入，其中每个参数组代表生化反应模

型的不同倾向函数的反应过程。为了让神经网络能
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够捕获生化反应模型的底层特性，需要足够数量具

有广泛性和代表性的倾向函数随机参数集。这些参

数集的数量和范围可能需要根据实验结果进行进一

步调整。

y(i)

v(i)

v(i)

ŷ(i)

利用生成的有效数据集，一方面，需要获取生化

反应系统的原始未闭合矩方程组 （Raw  moment
equations）。这些方程组将运用神经网络学习到的矩

闭合方案并求解闭合方程。另一方面，运用 SSA随

机模拟并进行集中平均，以获得生化反应模型的矩

真实值   ，此值将作为神经网络训练数据集的参考

真值。神经网络的输出   是高阶矩的低阶矩表示，

为了实现这一点，需要针对不同生化反应网络构造

不同的向量表达方式。将神经网络的输出   代入

到原始矩方程组中，即可成功实现方程组的闭合，这

为常微分方程组的求解提供了便利，进而获得了矩

的估计值   。通过将求解得到的矩估计值与 SSA
得到的矩真实值进行比较，得到模型的偏差，利用偏

差对神经网络进行反向传播更新梯度值，直至满足

预期的性能指标。

神经网络的训练过程遵循标准的训练算法，如

算法 2.1所示。

算法 2.1　神经网络训练算法

1　加载数据集并归一化处理；

α = 0.12　设置学习率   ，正则化系数；

W,b3　随机初始化神经网络权重和偏差   ；

4　repeat
5　　训练集样本进行随机排序；

n ∈ train set6　　for   do
v(i)7　　正向传播得到神经网络输出   ；

ŷ(i)

8　　闭合矩方程组，使用常微分方程求解得到估计

矩值   ，并求出目标函数；

9　　反向传播，计算每一层的误差和导数；

10　　更新网络参数；

11　　end for
12　until神经网络在测试集上的错误率不再下降

W,b13　输出神经网络模型的参数 

值得注意的是，经过一轮训练后，根据神经网络

学习到的矩闭合效果，可能需要对参数进行调整，或

者对网络结构进行优化，以实现更精确的估算结果。 

3    实验结果分析
 

3.1    基因调控网络模型及数据集介绍 

3.1.1   基因调控网络模型　本文实验对象采用的是

生化反应中极具代表性的基因调控网络 （Gene
Regulatory Network, GRN）模型。这种反应网络模型

是一个用于描述细胞内或一个特定基因组内基因间

相互作用的抽象模型，在众多相互作用关系之中，侧

重于基因调控机制的相互作用。基因调控网络是生

物体内控制基因表达的关键机制，它涉及基因的转

录和信使核糖核酸（mRNA）的翻译过程。图 2示出

了 GRN模型示意图[43]。

G

G∗

σu σb

ρu ρb G G∗

P G

G∗ G

在此模型中，基因存在于“活跃”   和“不活跃”
 两种状态，并且可以通过启动子实现状态转换，切

换速率分别为    和    ，每种状态下基因的蛋白质

产生速率不同，分别对应    和    。基因从    到  

的状态切换是通过蛋白质分子   与基因   的结合实

现，从   到   的状态切换是自发的，并伴随产生一

 

Constructing GRN
model

Generating random
parameters in the

distribution as
input values

Obtaining the unclosed
original system of
moment equations

SSA obtains the true
values of

the training dataset

START

Closed moment
equation
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Error
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图 1    实验流程图

Fig. 1    Diagram of experimental workflow
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P P

ρu > ρb

个蛋白质分子   。此外，蛋白质分子   以固定的倾

向函数速率 1进行降解。该模型可以视为一个基本

的反馈环路：如果   ，则形成负反馈，抑制自身

的蛋白质表达；反之，则构成正反馈环，激励自身的

蛋白质表达。为简化模型，这里没有明确地建模

mRNA，但这不会对实验结论产生影响。
  

P

P
σu

σu

σb
σb

ρu

ρb

ρb

ρu

G
*

G

1: G→G+P

2: G
*→G*+P

3: P→Ø

4: G+P→G*

1

5: G
*→G+P

图 2    调控网络模型示意图
Fig. 2    Schematic of regulatory network model

  

D = {X(i),Y(i)} , i = 1, · · · ,M
x(i) = [ρb,ρu,σb,σu]

y(i)

µi j

i j y(i)

y(i) = [µ10,µ01,µ11,µ02,µ12,µ03]

3.1.2   基因调控网络数据集　为了实施图 1所描述

的基因调控网络模型的神经网络学习矩闭合方法，

需要构建数据集    ，其中

 是神经网络的输入，即反应方程

组的倾向函数组成的向量，   是模型经过 30 000次

SSA随机模拟并进行集中平均得到的精确矩值。由

于本模型是双变量，所以用   分别代表基因和蛋白

质   阶和   阶时的矩值，针对本文的模型将   表示

成    。数据集大小 M 设

置为 4 000个 ，然后按照 9∶1划分为训练集和测

试集。

x(i) = [ρb,ρu,σb,σu]

ρb ρu

σb σu

M = 4 000

X(i) = [x(1), · · · , x(M)]

x(i) = [ρb,ρu,σb,σu], i = 1, · · · ,M

y(i) = [µ10,µ01,µ11,µ02,µ12,µ03]

Y(i) = [y(1), · · · , y(M)]

X(i) Y(i)

D = {X(i),Y(i)} , i = 1, · · · ,M

数据集生成方式如下：（1） 首先从特定的正态分布

中生成 4个参数，构成参数向量      。

具体地，分别从期望 75、方差 10的正态分布中生成

 ，从期望 15、方差为 5的正态分布中生成   ，从期

望 0.2、方差为 0.05的正态分布中生成   和   。如

果生成的参数值小于等于 0，则将其丢弃并重新生

成。重复这个过程，直到生成   组有效的参

数向量，表示为      。（2） 对于每一

组参数      ，进行30 000次

SSA随机模拟，并对模拟结果进行集合平均，得到

该组参数的精确矩值    。

对 于 4 000组 参 数 ， 可 以 得 到 精 确 矩 值 的 集 合

 。（3） 将生成的 4 000组神经网

络输入参数    和对应的精确矩值    合并，形成

最终的数据集       。通过以

上步骤，就可以构建一个含有输入参数和相应精确

矩值的数据集，该数据集用于神经网络的训练过程。 

3.1.3   数据集分析　为了确保后续实验结果的可靠

性和有效性，本文从生成的数据集中选择 4个不同的

参数组合，并采用图形方式呈现了这些参数组合所

对应的概率分布实例，如图 3所示。图 3（a）描绘了

4组参数通过 30 000次随机模拟得到的系统状态记

录，并对蛋白质数量随时间变化进行了平均处理的

结果。从图中可以清晰看到，随着模拟时间的推移，

蛋白质数量呈现出稳定趋势，这一现象表明所选

用的数据集在随机模拟过程中已经达到了稳态。

图 3（b）进一步示出了在基因调控网络模型达到稳态

后，4组参数下蛋白质数量的概率分布。通过这些概

率分布曲线可以观察到蛋白质数量稳态均值覆盖了

50~90的范围。

图 3中展现的趋势和分布情况不仅揭示了蛋白

质数量随时间的动态演变，而且也体现了在达到稳

态时各个状态的概率分布。通过分析，可以确认数

据集中的矩闭合值是在稳态条件下计算的，这一点

对于验证数据集的精确性至关重要。此外，还可以

观察到数据集具有广泛的代表性，这种特性对于保

障数据集在模拟各类生化反应网络时的通用性和适

用性极为关键，确保了模拟实验结果的稳定性和可

重复性。通过选取覆盖多种可能情境的不同参数组

合，确保数据集能够覆盖大范围的数据空间，这进一

步证明所选数据集在适用性和可靠性方面的优势。

需要注意的是，本文所采用的基因调控网络模

型，虽然是一种简化的抽象表达形式，它对于理解更

为复杂的生化反应系统的动态行为提供了初始的框

架。然而，对于那些对高度复杂生物过程的建模感

兴趣的研究者来说，使用生成的模拟数据集之前，对

其可信度进行细致的评估是必不可少的。为了确保

所生成的模拟数据集能够准确地反映真实世界的数

据特性，需要使用一系列细致的量化指标和对比分

析方法：

（1） 统计一致性：包括对模拟数据集与真实数据

集的平均值、中位数、方差等核心描述性统计指标进

行比较，并利用 Kolmogorov-Smirnov检验和 Q-Q图

等方式来详细对比数据分布的相似度；

（2） 时间序列分析：分析模拟数据集和真实数据

集分子数量随时间变化的行为模式，确保模拟数据

能够精确地再现真实生物系统的动态特性；

（3） 再现性测试：对于每组参数多次运行模拟过

程，并检查结果的再现性和变异性，有助于验证模拟

过程的稳定性。

在实际实施中，需要充分考虑到研究目的的具

体性和所使用数据集的独特性质，以便选取最适合

的评估工具和方法。 

3.2    神经网络训练结果

本文构建的人工神经网络旨在学习基因调控网
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络模型中的内在反应特性，因此神经网络设计相对

灵活，允许多种修改和实验，只要能够有效捕捉生化

反应模型的关键特征即可。具体而言，针对本文的

研究对象所构建的神经网络包括：（1）一个由 4个神

经元组成的输入层；（2）两个隐藏层，每层各含 10个

神经元；（3）包含 7个神经元的输出层。网络中输入

层与隐藏层之间采用 ReLU函数作为激活函数。在

训练过程中，采用 ADAM优化器推荐的标准对学习

率进行自适应调整。针对不同的反应网络需要构建

不同的神经网络的输出层，如下所示： 

µ̂13 = bµv10

10 µ
v01

01 µ
v11

11 µ
v02

02 µ
v12

12 µ
v03

03 (9)

ŷ(i) =

[µ̂10, µ̂01, µ̂11, µ̂02, µ̂12, µ̂03] ŷ(i)

y(i)

将式（9）代入到未闭合方程组中三阶及以下部

分，就成功实现了方程组的闭合。对闭合后的方程

组进行常微分求解得到最终的矩估计值  

 。有了矩估计值    和数据

集中的矩真实值   ，就可以设置目标函数，目标函

数旨在最小化估计值和真实值之间的差异，具体形

式如下： 

L =lg(ŷi/yi)+ (v10+ v11+ v12−1)2+

(v01+ v11+2v02+2v12+3v03−3)2 (10)

自定义的损失函数可能需要根据训练效果的不同进

行权重调整和优化，以便更精细地学习生化反应的

潜在细节。

神经网络的训练使用标准反向传播算法来进行

权重更新和训练。为了衡量训练的有效性，本文追

踪了损失函数的变化，并通过训练周期的演进来评

估模型性能（图 4）。如图 4所示，损失函数在训练初

期迅速下降，表明模型从初始状态迅速学习并调整

参数以最小化损失。随着训练的深入，损失函数下

降的速度减慢，并最终趋于稳定。定义成功的收敛

标准为，若损失函数在连续 20个训练周期内保持在

一个特定的范围内波动，便认为模型已经稳定学习

到了数据的特征。在本实验中，损失函数在后续

30个周期内保持稳定，由此可以判断模型已经成功

收敛。
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图 4    训练过程 loss图
Fig. 4    Training process loss

  

3.3    结果准确性

由于本文实验采用的基因调控网络模型最终得

出 6个矩估计值，因此评估结果也集中在这 6个矩值

上。图 5示出了估计值的不同方法箱型图。图 5中

的箱型图对比了基于神经网络的矩闭合方法、SSA
和传统矩闭合方法在所考虑的基因调控网络模型中

的准确度表现。图中的 SSA方法表示模型经过

2 000次 SSA随机模拟到达稳态后计算出的三阶矩

以下矩值，低数量模拟的 SSA方法由于其固有的随

机性，准确度会受到部分限制。图中的“Normal”和
“DM”分布代表传统矩闭合方法，分别对应于第 1.2
节中的正态分布矩闭合方法和微分匹配矩闭合方法。

从图 5中的结果来看，神经网络矩闭合方法在

准确性方面明显超越了低数量 SSA模拟计算得到的

矩估计值。尽管这是基于较少数量的随机模拟得出

的结论，但依然能展示神经网络矩闭合方法的相对

准确性，从侧面说明了 SSA方法在获得精确的矩估
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图 3    数据集分布示意图

Fig. 3    Schematic diagram of dataset
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µ10 µ02

µ12 µ03

计值时需要进行大量的计算平均，而这正是矩闭合

方法的价值所在，它显著减少了计算量的需求。从

图中还可以看到，神经网络矩闭合方法在   、   、

 、   这几个矩估计值上表现得优于传统矩闭合

方法，直接证明了神经网络矩闭合方法在准确度方

面相比于传统的矩闭合方法在基因调控网络模型具

有显著优势。

R2

R2

R2

   是一个统计指标，用于衡量观测数据与拟合

模型之间的吻合程度，取值范围从 0到 1，越接近

1表示模型与观测数据的拟合度越高。图 6示出了

神经网络矩闭合方法得到的矩估计值的    拟合图，

突显了这些矩值之间的高度相关性，以进一步验证

本文方法在基因调控网络模型中的可靠性。从图中

可以清晰地看出，每个矩值的   拟合值都接近 1，表
明神经网络矩闭合方法能够有效地捕捉到这些矩之

间的紧密关联，进一步说明了神经网络矩闭合方法

在揭示基因调控网络模型中生化反应动态内在规律

性的能力。

神经网络矩闭合方法在灵活性上优于传统矩闭

合技术，特别是在满足精度要求的可调整性方面。

研究者不仅可以针对整体模型精度进行优化，还能

够对特定参数进行细致的调校，这一切均通过修改

训练阶段目标函数（参考式（10））中的权重实现，或者

可以在目标函数中添加额外感兴趣的项以进一步

细化。 

3.4    结果快速性

表 1所示为神经网络矩闭合方法与其他一些算

法单次获得矩闭合估计值所需的平均计算时间对比

结果。具体来说，对于数据集中一组数据，SSA方法

和 Tau-leaping方法的时间消耗包括了随机模拟过程

和集合平均获取矩值；传统矩闭合方法时间消耗包

括获取矩方程组、利用传统公式闭合矩方程组和求

解闭合方程组获得矩估计；FSP方法包括计算系统的

概率密度向量和计算矩值；而神经网络矩闭合方法

的时间消耗则包括获取矩方程组、训练神经网络、利

用神经网络输出闭合矩方程组合求解闭合方程组获

得矩估计。平均计算时间基于本文 4 000组参数的

数据集得出，该时间反映了求得最终矩估计值所需

的平均时长。SSA方法，使用的是 3.2节中选择的

10 000次模拟并作为真值的数据。Tau-leaping方法

和 SSA相同，也是进行了 10 000次模拟并集合平

均。对于传统矩闭合方法，表中平均计算时间为正

态分布矩闭合和微分匹配矩闭合两种方法的平均计

算时间。

由结果清楚地显示，神经网络矩闭合方法在计

算速度上明显优于 SSA方法，并且随着生化反应模

型复杂性的提升和模拟规模的扩大，这种速度优势

将非常显著。与评估中的其他 3种方法相比，神经网

络矩闭合方法同样展现出了速度上的优越性。这强

调了在进行复杂生化反应模拟时，利用神经网络进

行矩闭合近似作为提高计算效率的有力工具，尤其

在传统算法难以承受高计算负荷时更显其价值。图

中神经网络矩闭合方法虽然在表中仅展示了整体的

平均计算速度，但神经网络矩闭合方法中最耗时的

环节预计为网络训练过程。后续分析将进一步探究

数据量的增加对神经网络训练时间的影响。

图 7示出了随着数据集样本量的增加，SSA、传

统矩闭合方法和神经网络矩闭合方法在获得矩闭合
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Fig. 5    Boxplot of moment estimates from different methods

 76 华 东 理 工 大 学 学 报（自 然 科 学 版） 第 51 卷



估计值时所需的平均计算时间的变化。对于 SSA和

传统矩闭合方法，由于它们在获取矩值时采用了固

定的实现途径，因此这两种方法的平均计算时间保

持不变，不受数据集规模影响。这一点可以从图中

的黑色虚线和浅灰色虚线观察得到。神经网络矩闭

合方法的平均计算时间随着数据集样本量的增加而

提升，这是因为数据集规模的扩大导致了更长的网

络训练时间。值得强调的是，在数据集样本量为 1 000
时，神经网络矩闭合方法已能达到 SSA在进行 30 000
次随机模拟后的集合平均矩值精度。从图中可以明

显看出，SSA所需的计算时间大约是神经网络矩闭

合方法的 6倍，而传统矩闭合方法所需时间则约为神

经网络方法的两倍半。因此，相较于 SSA和传统矩

闭合方法，神经网络矩闭合方法在计算效率上具有

显著优势。

这种计算效率的显著提升主要归功于神经网络

矩闭合方法继承并强化了传统矩闭合方法在近似建

模领域的优势，同时规避了 SSA在执行大规模随机

模拟并集合平均过程中所固有的高计算需求。随着

生化反应系统规模的扩张，SSA的计算负担将急剧

增加，而矩闭合方法所需的计算资源几乎不受影

响。此外，矩闭合技术在求解微分方程组时能够运

用先进的时间步长优化技术，根据反应动力学的实

际特性动态调整求解步长，由此节约了不必要的计

算资源。最关键的是，神经网络矩闭合方法通过神

经网络的学习能力，实现了对高阶矩方程组中高阶

矩的低阶近似表达，在大量模拟的情况下有效避免

了直接计算复杂高阶矩的需求。如果研究者需要对

时间效率有极端的要求，迫切需要快速执行大规模

模拟时，可以牺牲精度提升时间效率。通过选用较

小的数据集合或限制迭代次数，可以大幅缩短神经

网络训练所需的时间。尽管这样做可能会影响结果

的精细度，但在特定的实验环境中，这种方法仍能有

效地满足对快速处理的需求。 
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图 6    矩估计值的 R-squared拟合图

Fig. 6    R-squared fitting chart for moment estimaties

表 1    计算时间对比

Table 1    Comparison of computation time

Method Average computation time/s

SSA 2.588

Tau-leaping 1.146

Traditional moment closure 0.971

FSP 0.521

Neural network moment closure 0.479
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Fig. 7    Comparison of SSA and NN computation time
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4    结束语

在基因调控网络建模过程中，随机模拟算法在

获取矩值时需进行大量的随机模拟并集合平均，导

致计算量庞大和复杂性增加。而依赖于简化假设的

传统矩闭合方法则无法充分描绘真实系统的复杂

性，不能有效捕捉大量相互作用的生化反应模型系

统的物理细节。因此，本文提出了一种新颖的神经

网络矩闭合方法，它通过在整个生化反应网络中探

索潜在关联，能够更全面地捕捉生化反应模型中的

动态行为。实验证明，相较于传统方法，神经网络矩

闭合方法在对基因表达模型的预测精度和时间效率

上都表现出一定的优势，为基因表达建模研究提供

了一种更准确和高效的分析工具。

尽管神经网络矩闭合方法在生化反应建模方面

取得了显著的进展，但也存在着挑战和改进的空

间。本文的实验验证主要局限于特定的基因调控网

络模型，因此该方法在遇到未知情境时的泛化能力

可能不足。此外，尽管本文在方法验证阶段使用的

是模拟数据集，但与实际生物实验数据的结合是提

升方法可靠性和应用实用性的关键。未来的研究应

当着重于将神经网络矩闭合方法应用于更为广泛的

生化反应模型，并提升模型可解释性，以改善用户对

预测决策的理解。同时，与更多的反应类型的结合

也将是增强方法鲁棒性和验证可行性的重要步骤。

总而言之，通过解决现有问题并成功地将研究前景

转化为实际成果，神经网络矩闭合方法有望在生化

反应建模领域实现更广泛的应用。
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Neural Network Moment Closure Method for Markovian Gene
Expression Modeling

GU Dongyang, JIANG Qingchao
(Key Laboratory of Smart Manufacturing in Energy Chemical Process, Ministry of Education, East China University of

Science and Technology, Shanghai 200237, China)

Abstract: Gene expression is pivotal in numerous biological processes, making the comprehension and analysis of
its  modeling critically important.  The gene regulatory network modeling process often involves stochastic  simulation
algorithms, which necessitate extensive random simulations and ensemble averaging to determine moment values. This
results in a considerable computational burden and added intricacy. Traditional moment closure approximations, based
on oversimplified distribution assumptions, fall short in capturing the intricate nature of real-world systems and fail to
accurately  represent  the  nuances  of  biochemical  reaction  models  with  extensive  interactions.  Such  methods  typically
neglect the full spectrum of possibilities inherent in biochemical reactions, characterized by complex interplays among
numerous components.To overcome these obstacles, this study exploits the exceptional capabilities of artificial neural
networks for  regression analysis  and introduces a  novel  moment  closure approximation for  gene regulatory networks
that  harnesses  these  networks.  This  innovative  method  employs  neural  networks  to  infer  low-order  moments
representations  of  higher-order  moments,  subsequently  utilizing ordinary differential  equation solvers  to  compute  the
predicted  moment  values.  This  approach  effectively  resolves  the  limitations  of  traditional  moment  closure
approximations,  which  do  not  adequately  leverage  the  intricate  details  present  in  biochemical  reaction  models.The
research utilizes simulated datasets,  meticulously validated for integrity and reliability.  A comparative analysis of the
moment  values  predicted  by  the  neural  network-based  method  against  those  derived  from  traditional  approaches
demonstrates  a  marked  increase  in  precision  with  the  neural  network  method.  Furthermore,  when  assessing
computational  time  across  varying  sample  data,  the  neural  network  moment  closure  method  is  shown  to  outperform
both  traditional  moment  closure  and  stochastic  simulation  algorithms  in  terms  of  efficiency.To  summarize,  the
enhanced precision and computational efficiency of the neural network moment closure method not only underscore its
validity but also introduce an innovative tool and methodology for advancing gene regulatory network research.

Key words: gene expression modeling；neural networks；moment closure method；stochastic simulation；principle
of maximum entropy
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