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基于网格拥挤度的自适应参考点多目标优化算法
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摘要：在多目标优化中，对于搜索到的种群要兼顾收敛性和分布性。基于指标的参考点自适

应多目标优化算法（AR-MOEA）算法强调 IGD-NS 指标的最优，算法收敛过程加快，容易陷入

局部最优，导致种群不能覆盖到完整的 Pareto 前沿。本文提出了一种基于网格拥挤度的自适应

参考点多目标优化算法（AR-MOEA-GC），该算法区分了种群中贡献个体与非贡献个体的适应

度计算方法，保证种群的分布性和收敛性；同时，为了加快种群在算法后期的收敛速度，融入

了参考点调整策略，辅助种群向真实 Pareto进化。将改进的算法与 6 个先进的多目标进化算

法在 3 类测试函数上测试，结果表明 AR-MOEA-GC 在三维的多目标优化问题上有着一定的竞

争力。
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在化工生产 [1]、数据挖掘 [2]、生产调度 [3]、AGV
机器人轨迹规划[4] 中，经常出现同时处理优化多个目

标 的 多 目 标 优 化 问 题 （Multi-Objective  Problem，

MOP）。与单目标优化问题相比较，多目标优化问题

不存在唯一的最优解，而是一组折衷解，这组折衷解

在多个目标中均表现出色，并不只关注一个目标而

忽略其他目标。

在众多解决多目标优化问题的算法中，常用的

是基于进化的多目标进化优化算法（Multi-Objective
Evolutionary  Algorithm，MOEA）。Deb等 [5-6] 提出的

非支配排序算法 NSGA-II和 NSGA-III，是在多目标

优化问题上应用广泛的两种算法，在 NSGA-II中临

界层个体根据聚集距离进行选择，而 NSGA-III中临

界层个体的选择需要参考点进行辅助以保证选择到

个体在目标空间中的分布性。Zitzler等 [7] 将评价指

标融入 MOEA，通过计算种群中个体独立支配的空

间来计算个体的适应度，从而对个体进行选择。

在国内，对于多目标优化进化算法的研究也是

一个热门的领域。Zhang等 [8] 提出了基于分解的多

目标优化算法（MOEA/D），通过生成一系列均匀分布

的参考点将多目标优化问题分解成若干个单目标优

化子问题，利用各个子问题之间的信息来优化多目

标优化问题，取得了较为不错的效果。李飞等[9] 在基

于分解的多目标优化算法中融合了差分进化的思

想，提出了 dMOPSO-DE。周艳丽等[10] 在多目标差分

进化算法中使用精英镜像初始化策略，引入参数自

适应和多变异策略，提升多目标差分进化（MODE）算
法的性能。王学武等[11] 等提出了一种基于统计信息

反馈的分步多目标优化算法，将算法分为单目标探

索阶段、单目标到多目标的过渡阶段、群体划分局部

优化阶段 3个阶段，根据每个阶段的性质设计任务和

策略，以增强算法的收敛性和分布性。杨雨婷等 [12]

使用参考向量再生的方式丰富解集以充分遍历不规

则 Pareto前沿面，提出Dynamic-RVEA算法。Jain等[13]

提出 NSGA-III的改进算法 A-NSGA-III，该算法在原

算法的基础上设计了自适应参考点策略，提升了算

法在不规则 Pareto前沿问题上的性能。Chen等[14] 提

出了一种基于自适应切换的优化算法，在该算法中
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设计了一种基于学习机制的新型双种群协作搜索策

略，增强开发能力并有效利用种群中的优化知识。

王学武等[15] 提出了一种基于超体积的多目标优化算

法，该算法通过提前删除非支配个体再嵌入 NSGA-

III算法，大大降低了算法的复杂度，提升了算法的运

行效率。耿焕同等 [16] 提出 AR-NSGA-III算法，该算

法设计了参考点自适应策略，根据种群的熵差删除

一部分的参考点，提高了种群在不规则 Pareto前沿上

的分布性与收敛性。Tian等[17] 提出了一种基于增强

世代距离指标的算法 AR-MOEA，其中的自适应方法

是根据外部存档中候选解的指标贡献来调整参考点

集，从而更快地收敛于 Pareto前沿。Jiang等[18] 提出

了一种简单快速的、基于超体积指标的多目标优化

算法（MOEA-FV），通过删除不相关的解来降低算法

的运行时间。付世炜等 [19]提出了 MOEA/IGD-NSE，
该算法以 IGD-NSE指标为基础，在 DTLZ和 MaF系

列测试问题上有着较为不错的表现。叶灵芝等[20] 使

用 NGGA-II与理想点法结合，并使用一种新的相似

度度量方法以优化火电机组运行的最优参数。江灏

等 [21] 在 FBG传感网络中利用 NSGA-II算法求解

Pareto曲线，为网络中的每个 FBG传感器合理地分

配 Bragg波长的工作范围，以节约光源带宽资源。张

英贵等[22] 以 NSGA-Ⅱ算法为基础，结合基于移动不

可行解的自适应惩罚函数的约束处理技术，提出了

一种基于多目标进化的铁路超限超重货物运输专列

路径优化算法，克服了传统专列路径优化中单纯依

靠经验或从备选方案中择优的弊端，可为铁路超限

超重货物运输专列路径决策提供技术支持。

为进一步提高种群的收敛性与分布性，本文在

AR-MOEA算法基础上进行改进，提出了基于网格拥

挤度的自适应初始参考点集多目标优化算法（AR-

MOEA-GC）。该算法针对三维多目标优化问题，首

先，在 AR-MOEA算法基础之上添加了网格拥挤度

的思想，区分非贡献个体与贡献个体，以保证种群中

个体的分布性，同时也可以降低算法陷入局部最优

的几率；其次，根据种群的熵差将搜索过程分为探索

阶段和收敛阶段，在收敛阶段删除一部分的参考点

使搜索到的种群可以更完整地覆盖到真实 PF。 

1    基本概念

MOP是一类高度非线性的问题，有着较大的求

解难度。对于一个连续的多目标优化问题，其数学

描述[23] 如下所示： 

minF (X) = ( f1 (x) , · · · , fm(X ))T ∈ Rm

s.t.(x1, · · · , xm)T ∈ Ω
(1)

Rm Ω ∈ Rn F (x) :

Ω→ Rm m Ω ∈ Rn

s.t.

其中，    为目标空间，    为决策空间，  

 是具有   个目标函数值的目标向量， 

代表一个连通集，   代表该多目标优化问题的约束

条件。多目标进化算法中的重要基本概念如下：

x1 x2 i =

1,2, · · · ,m fi (x1) ⩽ fi (x2) j =

1,2, · · · ,m fi (x1) < fi (x2) x2

x1 ⩽ x2

（1）支配关系：存在    与    ，当对所有的  

 都有    ，且至少存在一个  

 ， 使    ， 就 称 支 配    ， 记 作 ：

 ；

x∗ ∄x ∈
Ω : x ⩽ x∗ x∗

（2）非支配解：    是一个可行解，当满足  

 ，   就被称为非支配解；

（3）Pareto 最优解集：在决策空间中，所有非支配

解组成的集合为 Pareto最优解集（Pareto Set，PS）；
（4）Pareto前沿：决策空间中的非支配解在目标

空间的映射为 Pareto前沿（Pareto Front，PF）。 

2    基于网格拥挤度的自适应多目标优
化算法

 

2.1    AR-MOEA
基于指标的参考点自适应多目标优化算法（AR-

MOEA）融合了基于支配的 MOEA和基于指标的

MOEA算法的特点，首先对种群中的个体进行非支

配排序，临界层之前的个体全部选择进入下一代，在

临界层使用 IGD-NS指标对个体进行选择，使种群在

加速收敛的同时也能够保持一定的分布性。此外，

为了增加算法的通用性，让其能够适应不同形状的

Pareto前沿，算法还加入了自适应参考点机制，根据

算法初始化的参考点和外部存档中的候选解，对

IGD-NS指标的贡献自适应调整参考点。

AR-MOEA中重要的概念是 IGD-NS指标[17]，即

增强反向世代距离。要计算 IGD-NS指标，需要区分

种群中的贡献个体与非贡献个体（x'），计算如下： 

∄y ∈ Ysatisfing dis (y, x′) =min
x∈X

dis (y, x) (2)

Y dis (y, x) y x其中，    是参考点，    表示目标空间中    和  

之间的欧氏距离。依据非贡献个体的定义， IGD-

NS指标被定义为： 

IGD-NS (X,Y) =
∑
y∈Y

min
x∈X

dis (y, x)+
∑
x′∈X∗

min
y∈Y

dis (y, x′) (3)

其中，X 为非支配解集。实际上，IGD-NS计算的是非

贡献个体与最近参考点的欧式距离以及每个参考点

与最近的非支配解的欧式距离之和。在临界层使用
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IGD-NS指标选择个体，会导致算法比较容易陷入局

部最优。分析其原因是在计算个体适应度时过于追

求 IGD-NS指标的最优，导致种群进化前期忽略某些

关键个体，从而放弃关键个体所在区域的探索，使种

群在搜索前期就丧失良好分布性，导致算法在后期

只会在某些区域进行搜索，算法陷入了局部最优，结

果如图 1所示。
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图 1    AR-MOEA陷入局部最优示意图

Fig. 1    AR-MOEA local optimum trapping illustration
 
 

2.2    AR-MOEA-GC
前文提到 AR-MOEA有时会陷入局部最优，从

而无法搜索到整个 Pareto前沿，导致在一些问题上算

法的性能不佳。针对这个问题，在 AR-MOEA的基

础上加入了网格拥挤度（Grid congestion degree）的思

想，该算法将整个目标空间划分为若干个网格。此

外，在算法中加入参考点调整策略，减少种群在算法

后期进行的无效搜索，尽可能地让种群接近真实的

Pareto前沿。 

2.2.1   自适应参考点集方法　AR-MOEA-GC中参考

点调整方法是受到 AR-MOEA和 AR-NSGA-III中参

考点调整的方法启发。该算法将整个搜索过程分为

两个阶段：探索阶段与收敛阶段。在探索阶段，参考

点集的大小是 1.1倍种群的大小，引入参考点的作用

是为了在环境选择中辅助选择非支配个体，让算法

在前期进行足够的探索，保证种群分布性，避免算法

过早收敛。同时，因为参考点的个数多于种群个体

的数目，每一轮进化都会有参考点没有关联到个体，

等算法进入收敛阶段，累积关联个体数目少的参考

点与原点的连线不经过真实的 Pareto前沿。如果删

除参考点集 R 中关联个体数量后 10%的参考点，减

少无效计算，从而加快种群向真实 Pareto前沿收敛的

速度，再利用剩余的参考点辅助种群进化，这可以在

保证种群分布性的同时加快种群的收敛速度。

u

对于如何判断是否进入收敛阶段，采用耿焕同

等[16] 提出的方法，随着种群的不断进化，会慢慢朝某

个方向收敛，其熵的变化幅度也会越来越小，所以可

以通过计算每代种群之间的熵差来判断种群的收敛

程度，并与阈值   进行比较，来决定种群何时进入收

敛阶段。 

2.2.2   个体适应度计算方法　AR-MOEA算法为了追

求 IGD-NS指标的最优，会删除某些关键个体，从而

放弃对该个体所在区域的探索。为了避免出现这类

问题，改进算法中将目标空间分割成若干个网格，并

计算每个网格中的个体数量，其代表该网格中每个

个体的拥挤度。

种群中的贡献个体适应度的计算按照 AR-

MOEA的适应度计算方法[9]: 

fitnessp = IGD−NS(P\{p} ,R′) (4)

R′其中，   为自适应参考点集，P 为算法搜索到的种群

集合。对于非贡献个体，尽管它对 IGD值的计算没

有价值，但是可以增加种群朝着未知方向进化的可

能性，使种群更有可能搜索到全部的 Pareto前沿，增

加种群向未知区域探索的几率，而为了找到可增加

种群向未知方向进化可能性的个体，本文考虑在该

类个体的适应度计算中加入网格拥挤度。另外，随

着搜索过程的进行，种群在进化后期应该更加关注

收敛性，放弃一定的分布性，减少向未知区域探索的

概率，在进化的后期放弃选择非贡献个体，所以在计

算非贡献个体适应度的时候也要考虑种群迭代的次

数，综上，非贡献个体的适应度计算方法如下： 

fitnessp = (IGD-NS (P\{p} ,R′))×
(

1
Crowding

)T

(5)

Crowding

T

Crowding

其中，   是网格拥挤度，即每个网格中存在的

个体数，    是种群进化的代数。从公式（5）可以看

出，网格拥挤度和迭代次数对与非贡献个体的影响

比较大，   值越大，随着迭代次数增加，非贡

献个体的适应度减小，从而很难被选择进入下一代。

当重新调整个体适应度方法后可以更好选择分
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布性更好的个体，如图 2所示，P2、P3和 P6距离最近

的参考点的距离分别是 0.9、0.8和 0.7，倘若要在

P1～P6的非贡献个体中选择 5个个体进入下一代，

如果按照原算法中个体适应度计算方法，如图 2（a）
所示，在选择个体时会首先淘汰 P6个体，然后选择

{P1、P2、P3、P4、P5}进入下一代，但显然非贡献个体

{P1、P2、P4、P5、P6}分布性更好；如果按照改进算法

的适应度计算方法，如图 2（b）所示，将目标空间所在

个体分割成为 5×5的网格，因为 P2、P3个体所在同

一个网格，这会导致这两个个体的适应度减小，又因

为 P3相比于 P2距离参考点更近，所以淘汰掉 P3个

体，将{P1、P2、P4、P5、P6}选择进入下一代，寻找分

布性更好的个体。 

2.2.3   算法流程　AR-MOEA-GC进一步优化初始参

考点集并且调整了非贡献个体的计算方法，过程如

图 3所示。

算法 1是 AR-MOEA-GC的伪代码，具体如下：

Algorithm  1　The  framework  of  the  AR-MOEA-

GC algorithm
NInput：    (Population  size、 Size  of  reference

points)
P ← PopulationInitialization()       ;
R ← RePointCreation()       ;
← PA  

R′,A← UpDateR(R,P,A      )
While Termination conditions not met do

P′← MatchingParent(P,R′)　      ;
O← GenerateOffspring(P′) ;　 

R′,A← UpDateR(R′
, [P;O] ,A)　      ;

P← EliteChoicing([P;O] ,R′);　 

∆e < u　If  
R← deleteRePoint (R)　　    

　End
End

PReturn    ;

R

R′

fitnessp

N P′ R′

P′

R′

算法运行结束后会输出搜索到的种群。首先，

算法随机生成个体数量为 N 的种群 ，然后生成

1.1N 个在目标空间中均匀分布的参考点集    ，并设

置外部存档，随后更新自适应参考点集   。进入主

循环后，根据每个个体的   采用二元锦标赛策

略创建大小为    的交配池    ，其中    要参与到计

算个体的适应度；随后，根据   中的个体进行交叉、

变异操作，生成子代个体，然后进行   的调整，调整

的方法同 AR-MOEA。算法 2详细介绍了算法的精

英选择策略，具体如下：
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图 2    AR-MOEA与 AR-MOEA-GC适应度计算示意图

Fig. 2    Schematic  diagram  for  fitness  calculation  of  the  AR-
MOEA and AR-MOEA-GC

 

Start

Initialization of population 
and reference points

Crossover and mutation 
generate offspring

Whether it meets the 
criteria for updating 
the reference point

Whether it has entered 
the convergence phase

Is the termination 
condition met?

Update the reference point

Environmental selection

Associated reference point

End

N
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N
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图 3    AR-MOEA-GC算法流程

Fig. 3    Algorithm flow of the AR-MOEA-GC
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Algorithm 2　Elite selection
P O

R

Input：    、    (Current  population  and  offspring
population)、   (Adjusted reference points)

POutput：    (Population output by elite selection)
Ps ← NDSort (P)1:          ;

Pfinal ←ChooseNonCriticalLayerIndividuals (Ps)2:          ;
fitnessp← CalculateFitnessoflast (Ps)3:    ;
Pfinal← CriticalIndividualSelection()4:  

u

R

R

对于非贡献个体，为了增加种群向未知区域探

索的概率，其适应度的大小与该个体对 IGD-NS指标

的贡献和在目标空间中的网格拥挤度有关；对于贡

献个体，其适应度的大小就是该个体对 IGD-NS指标

的贡献值。在计算子代个体和父代个体的适应度之

后，根据个体适应度大小淘汰个体，直到满足种群所

要的个体数量。在精英选择之后，计算这一代种群

的熵，然后计算本代种群与上一代种群的熵差，通过

比较熵差与阈值    的大小，判断是否要调整初始参

考点集    。要注意的是，自适应参考点只参与计算

个体的适应度，且每一代都会基于初始参考点集  

进行调整。 

2.3    算法复杂度分析

对于一个多目标优化问题，其优化问题和种群

数量分别为 M 和 N。在 AR-MOEA-GC中选择配

对、生成后代、更新存档、参考点关联个体、删除参

考点以及环境选择这几个步骤，只需要分析这几个

步骤的时间复杂度即可。在选择配对中需要计算

N 个个体的适应度，所以其复杂度为 O(N)；生成后代

的数目与种群大小一致，其复杂度可以近似为 O(N)；
更新存档和参考点关联个体由于存档和参考点集的

大小都是 1.2N，所以其复杂度可以认为 O(1.2N)；删
除参考点个数为 0.1N，其复杂度可以认为是 O(0.1N)；
环境选择是最复杂的阶段，在最坏的情况下选择一

个个体后需要重新计算剩余个体的适应度，所以其

复杂度为 O(N2)。综上，AR-MOEA-GC算法的复杂

度为：O(N)+O(N)+2O(1.2N)+O(0.1N)+O(N2)=O(N2)。
相比于 AR-MOEA-GC，AR-MOEA缺少的步骤

是参考点关联个体和删除参考点，并且其存档的大

小为 N，故其复杂度为：O(N)+O(N)+O(N)+O(N2)=O(N2)。
综上所述，单次迭代中 AR-MOEA的算法复杂度与

AR-MOEA-GC的算法复杂度相同。 

3    仿真测试与分析
 

3.1    测试环境

计算机型号 ：联想拯救者 R7000；CPU：AMD

Ryzen 5 4600H with Radeon Graphics 3.00 GHz；运行

内存：16.0 GB；操作系统：Window 10中文版；算法运

行软件：Matlab R2022b；在 PlatEMO v3.7[24] 开源平台

实现算法。

N

maxFE

1
D D

为了验证 AR-MOEA-GC 的有效性，将改进算法

与 AR-MOEA、 A-NSGA-III、 MOEA/DD、 NSGA-II、
NSGA-III和 AR-NSGA-III这 6个先进的算法进行对

比。测试函数分别是 DTLZ系列、WFG系列和

MaF系列。表 1展示了各个测试函数的目标个数、

决策变量个数以及真实 Pareto前沿的形状。在比较

算法中 MOEA/DD的 delta值设置为 0.9，其余算法参

考点都采用两层方法 [25] 生成。AR-MOEA-GC算法

中将种群所在的目标空间划分成为 5M 个网格，M 为

测试函数的目标个数，初始参考点集的大小设置为

105。设置每个算法生成的种群大小   为 100，算法

运行中最大评价次数    为 10 000，进化算子设

置为多项式突变和模拟二进制交叉方法，个体之间

交叉的概率为 0.9，个体变异的概率是   ，其中   是

测试函数的决策变量的个数。

  
表 1    测试函数的目标数、决策变量以及真实 Pareto前沿形状

Table 1    Numbers  of  objectives  for  the  test  function,  decision
variables and true Pareto front shape

Function
Number of the

objectives

Number of the

decision variables

True Pareto

front shape

WFG1~3 3 12 Irregular

MaF2、MaF4、13 3 12 Irregular

DTLZ5~7 3 12 Irregular

WFG4~8 3 12 Regular

MaF1~15

（Excluding MaF2、4、13）
3 12 Regular

DTLZ1~4 3 12 Regular

  
3.2    测试结果

因为算法具有一定的随机性，为了保证测试的

公平性并且更直观地判断算法性能的优劣，每种算

法在每个测试函数上独立运行 30次，采用可以综合

反映种群分布性、收敛性的 IGD指标和 HV（Hyper-
Volume，HV）指标来评价算法的性能。其中 IGD指

标[26] 的计算公式如下： 

IGD (PFt,PF∗) =

∑
v∈PF∗

d (v,PFt)

|PF∗| (6)

PFt PF∗

|PF∗|
其中，    是真实的 Pareto最优解，    是算法搜索

到的非支配解集，   是搜索到的非支配解集的大

 526 华 东 理 工 大 学 学 报（自 然 科 学 版） 第 51 卷



d (v,PFt) v PFt小 ，    表示个体    到    的最小欧氏距离。

IGD指标越小，说明种群的收敛性和分布性越好，即

算法的综合性能更好。HV指标[2]的计算公式如下： 

HV = volume

 |PFt |∪
i=1

vi

 (7)

vi i其中，    是搜索到的个体    与参考点所形成的超体

积。HV的几何意义就是种群中的个体和参考点在

目标空间所构成的体积，HV指标越大，说明种群在

目标空间中所支配的空间就越大，算法的性能也更好。

此外，为了判断AR-MOEA-GC与AR-MOEA算法

的性能，也单独计算了种群的 Spacing指标和 GD指

标。其中，GD指标[8] 的计算公式如下： 

GDt (PFt,PF∗) =

∑
v∈PFt

d (v,PF∗)

|PFt |
(8)

PF∗ PFt t

d (v,PF∗) PFt

v PF∗

其中，    是优化问题的真实 Pareto前沿，    是  

时刻种群搜索到的 Pareto前沿。    是    中

的个体    与真实 Pareto前沿    上最近采样点的欧

式距离。GD指标为搜索到的个体距离真实 Pareto
前沿距离的平均值，所以 GD指标越小，种群的收敛

性就越好。要注意的是，GD指标小并不意味着种群

的质量高，因为有可能种群只找到一部分的真实 Pareto
前沿，IGD指标与 GD指标的示意图见图 4。
  

(a) IGD indicator (b) GD indicator

f1 f1

f2f2

图 4    IGD指标与 GD指标示意图
Fig. 4    Diagram illustrating the IGD and GD indicators

 
Spacing指标[27] 的计算公式如下： 

Spacingt =

√√
1

|PFt | −1

|PFt |∑
i=1

(
di−d

)2
(9)

 

di = min
k=1,··· ,|PFt |,k,i

 M∑
j=1

|PFt (i, j)−PFt (k, j)|
 (10)

PFt t di PFt

i

其中，    是    时刻搜索到的 Pareto前沿，    是  

中第    个个体与离它最近的个体之间的欧式距离。

Spacing指标用于评价种群的分布性，其值越小说明

种群的分布性就越好。

图 5所示为 7种算法根据 IGD指标的下降曲

线。AR-MOEA-GC算法向真实 Pareto前沿收敛的速

度在 7个算法中不是最快，但是在迭代 1 000次的条

件下，其 IGD曲线是在 7种算法中最接近 0，说明该

算法搜索到的种群更加贴近真实的 Pareto前沿。

表 2和表 3分别是 7种算法在 3类测试函数上

运行 30次后 IGD值和 HV值，黑体表示最优结果。

3类测试函数共 28个测试问题，与其他 6种算法相

比较，AR-MOEA-GC在 IGD指标上有 17个达到最

优，在 HV指标上有 15个达到最优。在表 2和表 3
的最后一行统计了秩和检验后每种算法与 AR-

MOEA-GC比较的结果 ，在 28个测试问题上另外

6种算法的表现远不如 AR-MOEA-GC。要注意的

是，在 28个测试函数中，7种算法在最大评价次数为

10 000的条件下 ，都未能搜索到 DTLZ1、DTLZ3、
MaF3、MaF4的真实 Pareto前沿，故 HV指标的计算

都为 0。
表 4和表 5分别是 7种算法在 3类测试函数二

维测试用例上运行 30次后的 IGD值和 HV值，黑体

表示最优结果。与其他 6种算法相比较，AR-MOEA-

GC在 27个测试案例中有 14个达到最优，在 HV指

标上有 14个达到最优，在表 4和表 5的最后一行统

计了秩和检验后每种算法与 AR-MOEA-GC比较的

结果。根据秩和检验结果来看，在 27个测试案例上

A-NSGA-III、MOEA/DD、NSHA-III和 AR-NSGA-III
的 性 能 明 显 不 及 AR-MOEA-GC， AR-MOEA和

NSGA-II的性能与 AR-MOEA-GC相当。要注意的

是，在 27个测试函数中，7种算法在最大评价次数为

10 000的条件下 ，都未能搜索到 DTLZ1、DTLZ3、
MaF3、MaF4的真实 Pareto前沿，故 HV指标的计算

都为 0，而且对于 MaF3问题没有 3维的优化问题。

综上，从 IGD指标和 HV指标的结果来看 AR-MOEA-

GC的在三维优化问题上的性能要优于在二维多目

标优化问题上的性能。 

3.3    测试结果分析

具体来看，对于真实 Pareto前沿不规则的问题，

AR-MOEA-GC在 IGD值方面显著优于其他 6种算

法。在 9个真实 Pareto前沿不规则（表 1）的问题上，

改进的算法在 6个测试问题都显示了最佳性能。

图 6展示了每个算法在 MaF2上找到的种群分布，红

框所示为每种算法在真实 Pareto前沿上分布的不足，

从 MOEA/DD、NSGA-II和 NSGA-III可以明显地看

出种群在 Pareto前沿上分布得极不均匀。其余 3种

算法 AR-MOEA、A-NSGA-III、AR-NSGA-III和 AR-

MOEA-GC相比较，改进的算法找到分布更均匀的种

群，但在真实 Pareto前沿上小部分区域分布还是不均
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图 5    7种算法在 DTLZ7、WFG8和MaF13上的 IGD下降曲线

Fig. 5    IGD reduction curves of seven algorithms on DTLZ7, WFG8, and MaF13

表 2    7种算法在 3类三维测试函数上平均 IGD值

Table 2    Average IGD values of seven algorithms on three types of three-dimensional test functions

Function
IGD

AR-MOEA A-NSGA-III MOEA/DD AR-NSGA-III NSGA-II NSGA-III AR-MOEA-GC

WFG1 0.618 0 0.664 0 1.260 0 0.709 0 0.563 0 0.686 0 0.613 0

WFG2 0.167 0 0.188 0 0.194 0 0.173 0 0.240 0 0.169 0 0.161 0

WFG3 0.162 0 0.172 0 0.419 0 0.151 0 0.133 0 0.152 0 0.169 0

WFG4 0.229 0 0.261 0 0.248 0 0.243 0 0.281 0 0.232 0 0.219 0

WFG5 0.233 0 0.262 0 0.254 0 0.239 0 0.285 0 0.238 0 0.224 0

WFG6 0.269 0 0.303 0 0.313 0 0.283 0 0.336 0 0.279 0 0.262 0

WFG7 0.232 0 0.258 0 0.276 0 0.233 0 0.282 0 0.232 0 0.222 0

WFG8 0.311 0 0.341 0 0.341 0 0.319 0 0.377 0 0.321 0 0.307 0

DTLZ1 2.550 0 4.090 0 6.000 0 4.090 0 2.880 0 3.830 0 3.320 0

DTLZ2 0.055 0 0.058 8 0.055 3 0.056 2 0.069 6 0.054 9 0.052 9

DTLZ3 8.970 0 11.100 0 19.100 0 13.200 0 8.240 0 10.200 0 7.920 0

DTLZ4 0.379 0 0.219 0 0.071 9 0.232 0 0.133 0 0.136 0 0.135 0

DTLZ5 0.005 8 0.011 3 0.031 3 0.012 2 0.006 6 0.012 7 0.005 3

DTLZ6 0.732 0 0.682 0 0.686 0 0.734 0 0.732 0 0.732 0 0.732 0

DTLZ7 0.296 0 0.096 6 0.306 0 0.112 0 0.096 1 0.087 3 0.064 2

MaF1 0.044 1 0.045 8 0.080 0 0.055 3 0.061 1 0.061 9 0.043 3

MaF10 0.603 0 0.678 0 1.230 0 0.721 0 0.531 0 0.676 0 0.603 0

MaF11 0.168 0 0.181 0 0.194 0 0.172 0 0.225 0 0.171 0 0.163 0

MaF12 0.235 0 0.276 0 0.265 0 0.243 0 0.290 0 0.239 0 0.226 0

MaF13 0.213 0 0.304 0 0.215 0 0.268 0 0.250 0 0.328 0 0.191 0

MaF14 0.464 0 0.435 0 0.427 0 0.452 0 0.393 0 0.481 0 0.407 0

MaF15 0.160 0 0.212 0 0.157 0 0.191 0 0.276 0 0.193 0 0.161 0

MaF2 0.033 1 0.032 5 0.058 0 0.033 0 0.048 3 0.036 7 0.031 2

MaF3 91.80 178.00 902.00 275.00 99.00 219.00 197.00

MaF4 27.60 34.50 39.80 41.20 30.50 34.60 26.90

MaF5 1.220 0 0.680 0 0.443 0 0.735 0 0.647 0 0.840 0 0.491 0

MaF6 0.006 6 0.011 1 0.032 8 0.011 8 0.005 8 0.012 9 0.006 3

MaF7 0.210 0 0.086 1 0.299 0 0.103 0 0.078 8 0.088 2 0.064 1

+/−/= 1/18/9 0/24/4 3/23/2 1/24/3 6/17/5 1/26/1

"+/−/=" represent significant better, worse, and statistically similar performance compared to AR-MOEA-GC after the rank-sum test
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表 3    7种算法在 3类测试函数上平均 HV值

Table 3    Average HV values of seven algorithms on three types of three-dimensional test functions

Function
HV

AR-MOEA A-NSGA-III MOEA/DD AR-NSGA-III NSGA-II NSGA-III AR-MOEA-GC

WFG1 0.663 0 0.638 0 0.358 0 0.617 0 0.697 0 0.630 0 0.665 0

WFG2 0.913 0 0.901 0 0.892 0 0.908 0 0.903 0 0.911 0 0.916 0

WFG3 0.351 0 0.349 0 0.241 0 0.360 0 0.375 0 0.359 0 0.348 0

WFG4 0.531 0 0.512 0 0.520 0 0.524 0 0.504 0 0.530 0 0.534 0

WFG5 0.505 0 0.489 0 0.494 0 0.497 0 0.482 0 0.504 0 0.506 0

WFG6 0.477 0 0.460 0 0.450 0 0.473 0 0.448 0 0.471 0 0.480 0

WFG7 0.533 0 0.519 0 0.505 0 0.531 0 0.510 0 0.532 0 0.533 0

WFG8 0.448 0 0.431 0 0.428 0 0.443 0 0.426 0 0.443 0 0.449 0

DTLZ1 0 0 0 0 0 0 0

DTLZ2 0.556 0 0.549 0 0.555 0 0.557 0 0.528 0 0.556 0 0.558 0

DTLZ3 0 0 0 0 0 0 0

DTLZ4 0.400 0 0.481 0 0.547 0 0.475 0 0.506 0 0.519 0 0.523 0

DTLZ5 0.198 0 0.195 0 0.182 0 0.194 0 0.198 0 0.193 0 0.199 0

DTLZ6 0.329 0 0.295 0 0.279 0 0.316 0 0.329 0 0.319 0 0.329 0

DTLZ7 0.248 0 0.265 0 0.231 0 0.263 0 0.263 0 0.266 0 0.274 0

MaF1 0.216 0 0.214 0 0.188 0 0.206 0 0.200 0 0.202 0 0.219 0

MaF10 0.669 0 0.631 0 0.371 0 0.610 0 0.717 0 0.631 0 0.672 0

MaF11 0.912 0 0.904 0 0.890 0 0.909 0 0.906 0 0.909 0 0.913 0

MaF12 0.503 0 0.476 0 0.488 0 0.491 0 0.480 0 0.501 0 0.504 0

MaF13 0.346 0 0.344 0 0.328 0 0.343 0 0.296 0 0.337 0 0.350 0

MaF14 0.366 0 0.336 0 0.284 0 0.313 0 0.404 0 0.277 0 0.399 0

MaF15 0.376 0 0.315 0 0.414 0 0.325 0 0.212 0 0.324 0 0.356 0

MaF2 0.238 0 0.236 0 0.197 0 0.239 0 0.231 0 0.236 0 0.239 0

MaF3 0 0 0 0 0 0 0

MaF4 0 0 0 0 0 0 0

MaF5 0.439 0 0.491 0 0.519 0 0.491 0 0.493 0 0.475 0 0.523 0

MaF6 0.197 0 0.194 0 0.172 0 0.193 0 0.198 0 0.192 0 0.197 0

MaF7 0.256 0 0.267 0 0.230 0 0.263 0 0.266 0 0.266 0 0.274 0

+/−/= 2/10/16 0/21/7 2/22/4 1/19/8 4/19/5 1/21/6

"+/−/=" represent significant better, worse, and statistically similar performance compared to AR-MOEA-GC after the rank-sum test
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匀。这是因为 AR-MORA-GC有初始参考点集调整

和自适应参考点策略，在 Pareto前沿不规则的情况

下，自适应参考点策略会删除不在 Pareto区域的参考

点同时补充在 Pareto前沿附近的个体，让种群尽可能

向全局最优解进化；同时，在算法进入收敛阶段删除

掉部分初始参考点，进一步明确种群进化的方向，放

表 4    7种算法在 3类二维测试函数上平均 IGD值

Table 4    Average IGD values of seven algorithms on three types of two-dimensional test functions

Function
IGD

AR-MOEA A-NSGA-III MOEA/DD AR-NSGA-III NSGA-II NSGA-III AR-MOEA-GC

WFG1 0.407 0 0.469 0 0.582 0 0.516 0 0.327 0 0.491 0 0.343 0

WFG2 0.031 6 0.027 1 0.059 3 0.035 1 0.020 5 0.027 1 0.021 0

WFG3 0.026 9 0.035 2 0.043 2 0.036 0 0.027 6 0.031 6 0.025 2

WFG4 0.021 0 0.027 4 0.027 7 0.028 7 0.021 6 0.025 5 0.020 0

WFG5 0.068 2 0.072 1 0.070 0 0.072 9 0.067 9 0.068 2 0.067 2

WFG6 0.093 2 0.089 1 0.096 8 0.104 0 0.088 8 0.097 1 0.090 5

WFG7 0.017 4 0.022 0 0.022 2 0.025 1 0.019 2 0.019 3 0.017 0

WFG8 0.121 0 0.129 0 0.126 0 0.128 0 0.116 0 0.125 0 0.115 0

DTLZ1 4.050 0 5.210 0 12.900 0 5.700 0 3.310 0 5.350 0 2.710 0

DTLZ2 0.004 2 0.005 2 0.004 3 0.005 7 0.005 2 0.004 3 0.004 3

DTLZ3 11.50 14.40 30.30 15.30 12.00 14.40 9.83

DTLZ4 0.299 0 0.103 0 0.004 3 0.054 5 0.153 0 0.177 0 0.004 3

DTLZ5 0.004 2 0.005 2 0.004 3 0.005 6 0.005 2 0.004 3 0.004 2

DTLZ6 0.411 0 0.402 0 0.419 0 0.414 0 0.414 0 0.397 0 0.414 0

DTLZ7 0.092 8 0.005 6 0.018 7 0.005 9 0.019 9 0.005 7 0.005 2

MaF1 0.003 7 0.004 2 0.003 7 0.004 6 0.004 8 0.003 7 0.004 1

MaF10 0.393 0 0.496 0 0.567 0 0.505 0 0.350 0 0.477 0 0.384 0

MaF11 0.036 8 0.028 1 0.061 2 0.027 8 0.019 4 0.028 3 0.034 9

MaF12 0.039 2 0.036 3 0.054 6 0.036 9 0.037 6 0.033 9 0.033 3

MaF14 0.522 0 0.615 0 0.517 0 0.567 0 0.623 0 0.595 0 0.616 0

MaF15 0.104 0 0.075 2 0.030 1 0.073 8 0.104 0 0.086 2 0.112 0

MaF2 0.002 1 0.002 9 0.004 4 0.002 6 0.002 8 0.002 2 0.002 2

MaF3 215.00 377.00 1 680.00 289.00 126.00 361.00 113.00

MaF4 12.300 0 21.300 0 39.100 0 20.400 0 10.300 0 18.700 0 8.920 0

MaF5 0.479 0 0.082 7 0.013 9 0.215 0 0.215 0 0.346 0 0.412 0

MaF6 0.007 6 0.012 7 0.021 6 0.014 0 0.006 3 0.012 6 0.006 7

MaF7 0.108 0 0.020 0 0.018 2 0.006 1 0.005 3 0.005 7 0.005 1

+/−/= 4/5/18 4/20/3 4/19/4 4/20/3 7/11/19 6/14/7 　

"+/−/=" represent significant better, worse, and statistically similar performance compared to AR-MOEA-GC after the rank-sum test
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弃探索关联个体少的参考点所在的区域，加快种群

向真实 Pareto前沿收敛的速度。

表 6和表 7分别给出了不连续问题的平均

IGD指标和 HV指标，在 4个问题上，改进算法在

表 5    7种算法在 3类二维测试函数上平均 HV值

Table 5    Average HV values of seven algorithms on three types of two-dimensional test functions

Function
HV

AR-MOEA A-NSGA-III MOEA/DD AR-NSGA-III NSGA-II NSGA-III AR-MOEA-GC

WFG1 0.488 0 0.444 0 0.375 0 0.417 0 0.529 0 0.432 0 0.516 0

WFG2 0.624 0 0.622 0 0.604 0 0.620 0 0.625 0 0.622 0 0.624 0

WFG3 0.571 0 0.566 0 0.560 0 0.566 0 0.571 0 0.568 0 0.571 0

WFG4 0.342 0 0.339 0 0.336 0 0.339 0 0.341 0 0.339 0 0.342 0

WFG5 0.309 0 0.307 0 0.307 0 0.309 0 0.310 0 0.309 0 0.310 0

WFG6 0.298 0 0.301 0 0.294 0 0.294 0 0.300 0 0.296 0 0.306 0

WFG7 0.343 0 0.341 0 0.339 0 0.342 0 0.343 0 0.342 0 0.344 0

WFG8 0.284 0 0.280 0 0.280 0 0.281 0 0.286 0 0.281 0 0.286 0

DTLZ1 0 0 0 0 0 0 0

DTLZ2 0.347 0 0.345 0 0.346 0 0.347 0 0.346 0 0.347 0 0.347 0

DTLZ3 0 0 0 0 0 0 0

DTLZ4 0.244 0 0.312 0 0.346 0 0.330 0 0.295 0 0.287 0 0.338 0

DTLZ5 0.347 0 0.345 0 0.346 0 0.347 0 0.346 0 0.347 0 0.347 0

DTLZ6 0.339 0 0.334 0 0.329 0 0.345 0 0.346 0 0.331 0 0.347 0

DTLZ7 0.229 0 0.242 0 0.240 0 0.242 0 0.240 0 0.242 0 0.242 0

MaF1 0.582 0 0.581 0 0.582 0 0.581 0 0.580 0 0.582 0 0.582 0

MaF10 0.494 0 0.431 0 0.384 0 0.427 0 0.517 0 0.438 0 0.520 0

MaF11 0.623 0 0.621 0 0.604 0 0.621 0 0.626 0 0.621 0 0.626 0

MaF12 0.327 0 0.328 0 0.318 0 0.329 0 0.328 0 0.330 0 0.324 0

MaF13 0.346 0 0.344 0 0.328 0 0.343 0 0.296 0 0.337 0 0.350 0

MaF14 0.136 0 0.093 1 0.102 0 0.094 5 0.107 0 0.095 8 0.013 5

MaF15 0.645 0 0.699 0 0.786 0 0.699 0 0.653 0 0.683 0 0.636 0

MaF2 0.207 0 0.206 0 0.205 0 0.207 0 0.207 0 0.207 0 0.207 0

MaF3 0 0 0 0 0 0 0

MaF4 0 0 0 0 0 0 0

MaF6 0.342 0 0.338 0 0.321 0 0.337 0 0.344 0 0.337 0 0.347 0

MaF7 0.227 0 0.240 0 0.240 0 0.242 0 0.243 0 0.242 0 0.242 0

+/−/= 2/9/17 3/18/7 4/18/6 2/17/9 5/9/14 3/16/9

"+/−/=" represent significant better, worse, and statistically similar performance compared to AR-MOEA-GC after the rank-sum test

第 4 期 王学武，等：基于网格拥挤度的自适应参考点多目标优化算法 531   



 

(a) AR-MOEA (b) A-NSGA-III (c) MOEA/DD

(d) AR-NSGA-III (e) NSGA-II (f) NSGA-III

(g) AR-MOEA-GC

1.0

0.8

0.4

0.6

0.20.2
0.40.4

0.60.6
0.80.8f2

f 1

f3

0.9
0.8

0.4

0.6
0.7

0.5

0.20.2
0.40.4

0.60.6
0.80.8f2

f 3

f1

0.9

0.8

0.6

0.7

0.5

0.20.2
0.40.4

0.60.6
0.80.8f2

f 3

f1

0.9
0.8

0.4
0.5
0.6
0.7

0.20.2
0.40.4

0.60.6
0.80.8f2

f 3

f1

1.0

0.8

0.4

0.6

0.20.2
0.40.4

0.60.6
0.80.8f2

f 3

f1

0.9
0.8

0.4
0.5
0.6
0.7

0.20.2
0.40.4

0.60.6
0.80.8f2

f 3

f1

0.9
0.8

0.6
0.7

0.5
0.4

0.20.2
0.40.4

0.60.6
0.80.8f2

f 3

f1

图 6    7种算法在MaF2上种群分布结果

Fig. 6    Population distribution results of seven algorithms on MaF2

表 6    7种算法在真实 Pareto前沿不连续问题上的平均 IGD值

Table 6    Average IGD values of seven algorithms on problems with discontinuous true Pareto fronts

Function
IGD

AR-MOEA A-NSGA-III MOEA/DD NSGA-II NSGA-III AR-NSGA-III AR-MOEA-GC

DTLZ7 0.296 0 0.096 6 0.306 0 0.096 1 0.087 3 0.112 0 0.064 2

IMOP5 0.143 0 0.141 0 0.403 0 0.075 7 0.117 0 0.102 0 0.099 8

IMOP8 0.176 0 0.178 0 0.517 0 0.160 0 0.137 0 0.140 0 0.134 0

WFG2 0.167 0 0.188 0 0.194 0 0.240 0 0.169 0 0.173 0 0.161 0

表 7    7种算法在真实 Pareto前沿不连续问题上的平均 HV值

Table 7    Average HV values of seven algorithms on problems with discontinuous true Pareto fronts

Function
HV

AR-MOEA A-NSGA-III MOEA/DD NSGA-II NSGA-III AR-NSGA-III AR-MOEA-GC

DTLZ7 0.248 0 0.265 0 0.231 0 0.263 0 0.266 0 0.263 0 0.274 0

IMOP5 0.509 0 0.501 0 0.443 0 0.507 0 0.507 0 0.514 0 0.518 0

IMOP8 0.484 0 0.471 0 0.163 0 0.466 0 0.488 0 0.483 0 0.500 0

WFG2 0.913 0 0.901 0 0.892 0 0.903 0 0.911 0 0.908 0 0.916 0
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IGD有 3个达到最优，HV指标全部达到最优，这说

明针对真实 Pareto前沿不连续的问题，改进算法也能

够找到较为不错的解集。图 7展示了 7种算法在

WFG8问题上种群的分布，红色箭头所示为另外 6种

算法搜索到种群在真实 Pareto前沿上的分布。图 8
展示了 7种算法在 IMOP5问题上种群的分布，改进

算法在目标空间上 8个不连续分布的 Pareto前沿中

能找到 7个，相较于 AR-MOEA，AR-MOEA-GC可以

找到分布更均匀的解；同时，基于参考点调整的算法

A-NSGA-III得到个体大都分布在各个 Pareto前沿的

边缘，未能搜索到每个 Pareto内部解；NSGA-II算法

的解分布到不连续的 Pareto前沿上，但在每个独立

的 Pareto前沿上个体分布得不均匀。图 9所示为

7种算法种群的 IGD变化曲线，可以看到 MOEA/DD
算法 IGD指标在前期快速下降，但根据最终种群分

布（图 8）可以推测算法在前期陷入局部最优，从而只

探索这一小部分区域，使种群快速地收敛到部分的

Pareto前沿，导致 IGD指标快速下降。尽管AR-MOEA-

GC种群的 IGD指标下降不是最快的，但是最终可以

找到大部分的解，这说明算法在搜索前期适当地放

弃一定的收敛性转而去多做一些探索是正确的。 

3.4    划分网格数量的影响

目标空间中划分网格的数量也会对算法的性能

产生一定的影响，图 10分别展示了每个维度划分成

5～50网格（每个测试算法的网格数量间隔为 5）的
AR-MOEA-GC算法在 WFG系列和 MaF系列测试问

题上的 IGD和 HV值。可以看到，随着网格数量的

增加，算法的 IGD值并不是越来越小，某些问题上网

格数的增加还会导致算法的性能变得越来越差。从

统计上来讲，当算法取 5M～10M 个网格时，IGD值达

到最优的问题数目最多，因为划分网格数量越多，算

法的计算复杂度就越高，为了提高算法运行的效率，

最终的改进算法选择了将种群所在的空间划分为

5M 个网格。 

3.5    AR-MOEA-GC 与 AR-MOEA 性能对比

AR-MOEA-GC与 AR-MOEA最大的不同点主

要有两点：（1） 根据种群进化的阶段，调整初始参考

点集，增加了初始点集调整策略；（2） 区分贡献个体
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图 7    7种算法在WFG8问题上找到的种群分布

Fig. 7    Population distributions found by seven algorithms on the WFG8 problem
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与非贡献个体，利用网格拥挤度计算非贡献个体的

适应度。

这两点改进的目的是增强种群的分布性，避免

算法在搜索前期就陷入局部最优。算法调整了非贡

献个体适应度的计算方法，增大了种群搜索位置区

域的概率，可以增强种群的分布性，但收敛性下降。

表 8展示了 AR-MOEA与 AR-MOEA-GC在各个三

维测试问题上运行 30次的 GD和 Spacing值的均值，

在 Spacing指标上，AR-MOEA算法在 28个不同的测

试问题上只有 1个显著优于 AR-MOEA-GC算法；在

GD指标上，AR-MOEA算法在 28个不同的测试问题

上有 9个显著优于 AR-MOEA-GC算法，这与之前的

预测结果是一致的。尽管在适应度计算上放弃了一

定的收敛性，AR-MOEA-GC在 GD指标上只有一个

问题显著劣于 AR-MOEA，有 19个在统计上相似，所

以 AR-MOEA-GC搜索到的种群的收敛性还是在可
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图 8    7种算法在 IMOP5找到的种群分布

Fig. 8    Population distributions found by seven algorithms on the IMOP5 problem
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图 10    不同网格数量对WFG问题和MaF系列问题 IGD值和 HV值的影响

Fig. 10    Impact of different grid sizes on the IGD and HV values for WFG problems and MaF series problems

表 8    AR-MOEA与 AR-MOEA-GC在各个测试问题上的平均 GD和 Spacing值

Table 8    Average GD and Spacing values of AR-MOEA and AR-MOEA-GC on various test problems

Function
Spacing GD

AR-MOEA AR-MOEA-GC AR-MOEA AR-MOEA-GC
WFG1 0.442 0 0.383 0 0.052 0 0.050 9
WFG2 0.203 0 0.174 0 0.006 5 0.006 3
WFG3 0.161 0 0.121 0 0.085 4 0.083 2
WFG4 0.296 0 0.189 0 0.005 8 0.006 0
WFG5 0.293 0 0.192 0 0.008 4 0.008 7
WFG6 0.300 0 0.192 0 0.014 9 0.015 2
WFG7 0.300 0 0.205 0 0.006 4 0.006 7
WFG8 0.299 0 0.206 0 0.022 4 0.022 8
MaF1 0.066 0 0.053 1 0.000 6 0.000 6
MaF10 0.416 0 0.409 0 0.050 2 0.049 2
MaF11 0.210 0 0.178 0 0.006 9 0.007 6
MaF12 0.286 0 0.192 0 0.008 8 0.009 0
MaF13 0.116 0 0.131 0 0.045 6 0.053 6
MaF14 0.222 0 0.188 0 0.079 7 0.073 8
MaF15 0.970 0 1.970 0 0.235 0 0.533 0
MaF2 0.044 5 0.030 4 0.001 8 0.001 8
MaF3 1 300.00 5 560.00 2 420.00 8 590.00
MaF4 35.800 0 36.800 0 8.320 0 10.200 0
MaF5 0.208 0 0.185 0 0.002 2 0.002 7
MaF6 0.012 9 0.012 0 0.000 2 0.000 4
MaF7 0.076 9 0.077 4 0.001 7 0.002 0
DTLZ1 0.364 0 0.429 0 0.423 0 0.534 0
DTLZ2 0.086 1 0.053 3 0.000 6 0.000 6
DTLZ3 1.170 0 1.270 0 1.870 0 1.470 0
DTLZ4 0.046 4 0.045 3 0.000 4 0.000 6
DTLZ5 0.013 3 0.010 5 0.000 2 0.000 2
DTLZ6 0.012 0 0.009 2 0.096 9 0.096 7
DTLZ7 0.070 8 0.076 1 0.001 6 0.001 9
+/−/= 1/16/11 9/0/19

"+/−/=" represent significant better, worse, and statistically similar performance compared to AR-MOEA-GC after the rank-sum test
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接受范围的。 

4    结　语

本文针对 AR-MOEA算法在 3维多目标优化问

题上容易陷入局部最优的问题进行改进，提出了 AR-

MOEA-GC算法，改进算法在原算法的基础上，利用

网格拥挤度，调整了非贡献个体的适应度计算方法

并且添加了自适应初始参考点集调整策略，与原算

法相对比，在收敛性和分布性上均有提升。将该算

法与 6个先进的多目标算法在 3类标准测试函数上

进行仿真测试，结果表明本文提出的算法有一定的

竞争力。
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An Adaptive Multi-Objective Optimization Algorithm with
Reference Point Based on Grid Congestion Degree

WANG Xuewu, GAO Yongliang, GU Xingsheng
(Key Laboratory of Smart Manufacturing in Energy Chemical Process, Ministry of Education,

East China University of Science and Technology, Shanghai 200237, China)

Abstract: In multi-objective optimization, balancing both convergence and diversity in the searching population is
paramount. However, the AR-MOEA algorithm, which prioritizes optimizing the IGD-NS indicator, and accelerates the
convergence process, is prone to trapping in local optima, leading to incomplete coverage of the entire Pareto front by
the population. To address this issue, this paper introduces the Adaptive Reference Point Multi-Objective Evolutionary
Algorithm based on Grid Crowding (AR-MOEA-GC). This algorithm differentiates the fitness calculation methods for
contributing and non-contributing individuals within the population, thereby ensuring both diversity and convergence.
Furthermore, to expedite the convergence speed of the population during the later stages of the algorithm, a reference
point  adjustment  strategy is  integrated to guide the population to evolve towards the true Pareto front.  The enhanced
algorithm was rigorously tested against six advanced multi-objective evolutionary algorithms using three types of test
functions. The results demonstrate that AR-MOEA-GC exhibits competitive performance in solving three-dimensional
multi-objective optimization problems.

Key  words: evolutionary  algorithm； IGD-NS  indicator； multi-objective  optimization； grid  congestion  degree；
evolutionary computation
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