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摘要：　为简便准确计算挡土墙土压力，采用上限分析方法对挡土墙土压力问题开展分析。假定墙后

滑动土楔为三角形形状，选取更符合实际的适应度函数，建立基于上限分析的土压力计算公式，获得了

合力作用点距墙底高度的计算方法。通过搜索算法得到滑动土楔的滑裂角，对均布荷载条件下的挡土

墙土压力展开更直观地求解，计算结果与库伦土压力的结果对比，表明了该算法是合理、可靠的。采用

正交试验，对影响土压力的关键参数开展敏感性分析。对于主动土压力及被动土压力情形下，敏感度大

小排序均为填土内摩擦角＞墙土外摩擦角＞墙背倾角＞填土面倾角。在多层土情形下，根据填土倾角

方向划分土层，讨论了基于上限分析的多层土情形下的挡土墙土压力计算方法。
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０　引言

挡墙土压力是土力学中经典课题之一［１］。而基

于极限应力法而发展起来的朗肯土压力理论和根据

滑动楔体法而建立起来的库伦土压力理论是在实际

工程中应用最为广泛的两种计算理论。这两种理论

存在物理概念明确、实用的优点，但也存在一些不

足，如朗肯理论对于墙背和填土几何条件的严格要

求及库伦理论假设散粒体材料不能直接应用于黏性

土等。所以，研究一种更加便捷实用且合理的计算

方法是十分必要的。

由于经典土压力理论的不足，许多研究人员都

对其求解方法展开了研究。邓波等［２］基于极限平衡

分析建立了考虑吸应力效应的非饱和土主动土压力

计算方法；陈建功等［３］采用折线简化摩尔库仑强度

包络线推导了墙背土体开裂深度的计算公式，对土

压力变分计算方法进行了改进；曹周阳等［４］基于双

剪统一强度理论，将平面应变条件下的强度准则引

入挡土墙土压力计算中，推导了基于双剪统一强度

理论的挡土墙主动以及被动土压力计算新解；

ＡｓａｄｏｌｌａｈＲＡＮＪＢＡＲＫＡＲＫＡＮＡＫＩ、欧明喜、彭孝

南、李昭颖等［５８］将上限法用于挡土墙土压力计算；

田原［９］采用单因素分析法对挡土墙稳定性影响因素

的敏感性进行了分析。关于土压力的改进计算方法

中，大多趋于复杂化，难以应用于实际，这和经典土

压力理论的实用性产生了较大的反差，且多针对单

一土层，很少讨论多层土的土压力。

本文通过上限分析方法对土压力进行求解，与

以往的分析方法不同的是，本文选取更符合实际的

适应度函数，同时考虑了挡墙的主动和被动土压力，

应用简单搜索算法对其展开更直观的求解。具体来

说，本文设置的适应度函数更加便捷实用，可通过适

应度函数是否趋近于０来判断所得结果的可靠性。

同时讨论了挡墙各点土压力、合力作用点及在多层

土情况下的土压力计算方法。

１　基于上限分析的土压力计算方法

基于上限分析对挡土墙土压力问题开展研究，

首先给定如下两个假设：（１）土体强度条件满足库伦

准则；（２）假设不考虑墙体黏结力功率。对于假设

（１），考虑的是能够运用相关联流动法则
［１０］；而假设

（２）是为使计算简单而设定的。

图１　主动土压力计算简图

图１表示的是主动土压力的计算简图，假定墙

后滑动土楔为三角形形状，按照三角形机构推导挡

墙土压力的计算公式，由相关联流动法则，可知应变

速度与该点的滑动线犚角度垂直，所以功率为０（由

图１中几何关系可见）。得到土楔犃犅犆 重力功率

为：

犙犌 ＝犌·狏·ｓｉｎθ－（ ）φ

＝
γ犎

２狏
２
·ｃｏｓθ－

（ ）αｃｏｓα－（ ）βｓｉｎθ－（ ）φ
ｃｏｓ２αｓｉｎθ－（ ）β

（１）

式中，犙犌表示重力做功；狏表示应变速度；犌表示土

楔的重量；α表示墙背倾角；β表示填土面倾角；φ表

示填土内摩擦角；θ表示滑动土楔滑裂角；犎 表示挡

墙高度；γ表示土体容重。

均布荷载所产生的附加功率为：

犙狇＝
狇犎狏ｃｏｓθ－（ ）αｓｉｎθ－（ ）φ

ｃｏｓαｓｉｎθ－（ ）β
（２）

式中，犙狇表示荷载功率；狇表示均布荷载。

土楔犃犅犆受到的反力与挡墙主动土压力在数

值上是相等的，反力所做功率为：

犙犈 ＝犈犪ｃｏｓδ＋（ ）α·狏ｃｏｓθ－（ ）φ ＋

犈犪ｓｉｎδ＋（ ）α·狏ｓｉｎθ－（ ）φ （３）

式中，犙犈 表示反力功率；δ表示墙土外摩擦角；主动

土压力合力记作犈犪。

土楔犃犅犆内部耗能为：

犙犐＝犮犎狏
ｃｏｓφｃｏｓα－（ ）β
ｃｏｓαｓｉｎθ－（ ）β

（４）

式中，犙犐表示内部耗能；犮表示黏聚力。

应用虚功原理，可以得到（犙犈 做功为负）：

犙犌＋犙狇－犙犈 ＝犙犐 （５）
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　　将式（１）～（４）代入式（５）并化简，最终得到主动

土压力合力计算式为：

犈犪＝
γ犎

２

２
·犓狉＋狇犎·犓狇＋犮犎·犓犮 （６）

式中，

犓狉＝
ｃｏｓα－（ ）βｃｏｓθ－（ ）αｓｉｎθ－（ ）φ
ｃｏｓ２αｓｉｎθ－（ ）βｃｏｓδ＋α＋φ－（ ）θ

（７ａ）

犓狇＝
ｃｏｓθ－（ ）αｓｉｎθ－（ ）φ

ｃｏｓαｓｉｎθ－（ ）βｃｏｓδ＋α＋φ－（ ）θ
（７ｂ）

犓犮＝
ｃｏｓα－（ ）βｃｏｓφ

ｃｏｓαｓｉｎβ－（ ）θｃｏｓδ＋α＋φ－（ ）θ
（７ｃ）

式中，犓γ表示重力主动土压力系数；犓狇表示超载主

动土压力系数；犓犮表示黏聚力主动土压力系数；犮表

示黏聚力。

图２　被动土压力计算简图

同理，在被动土压力情形下，根据上述的分析方

法，采用上限分析方法对被动土压力合力犈狆（如图

２所示）进行推导，得到如下解
［１１］：

　犈狆 ＝
γ犎

２

２
·犓狉＋狇犎·犓狇＋犮犎·犓犮 （８）

　犓狉＝
ｃｏｓα－（ ）βｃｏｓθ－（ ）αｓｉｎθ＋（ ）φ
ｃｏｓ２αｓｉｎθ－（ ）βｃｏｓδ－α＋φ＋（ ）θ

（９ａ）

　犓狇＝
ｃｏｓθ－（ ）αｓｉｎθ＋（ ）φ

ｃｏｓαｓｉｎθ－（ ）βｃｏｓδ－α＋φ＋（ ）θ
（９ｂ）

　犓犮＝
ｃｏｓα－（ ）βｃｏｓφ

ｃｏｓαｓｉｎθ－（ ）βｃｏｓδ－α＋φ＋（ ）θ
（９ｃ）

２　土压力优化求解

根据极限平衡理论可知，主动土压力应该取不

同θ情形下计算得到的不同犈犪中的最大值；被动土

压力为θ取不同值时按照式（８）求解的所有犈狆中的

最小值［６］。而由实际情况可知，在主动和被动情形

下都存在一个唯一的极值，由函数极值可知，两种情

形下对应的θ都可以通过令
ｄ犈犪（狆）
ｄθ

＝０得到。由于

犈犪、犈狆的表达式较为复杂，而显然
ｄ犈犪（狆）
ｄθ

＝０是一个

超越方程，采用解析方法求解困难。因此，在推导

ｄ犈犪（狆）
ｄθ

时，通过采用搜索方法对该方程进行求解。

其中在求解挡墙土压力时，设置搜索的目标函数表

达如下：

犳犻狋狀犲狊狊（θ）＝
ｄ犈犪（狆）
ｄθ

（１０）

　　需要说明的是，与文献［６］不同，我们选择了式

（１０）作为适应度函数，而文献［６］直接采用对应的土

压力计算式（即式（６））作为目标函数。相比之下，采

用这里所建议的目标函数则更便捷实用。这主要是

因为选择本文的适应度函数，物理数学意义更加清

楚，能够与极值求解的数学理论联系起来；而且本文

设置的适应度函数在操作上更为直观，可以通过判

断适应度函数是否接近于０，从而判断求解的可靠

性。而文献［６］直接采用土压力计算式作为适应度

函数的方法，因为事先不知道具体土压力，从而无法

判断求解的可靠性。

３　算例分析

通过引入３个不同类型的算例使用本文算法进

行计算（无黏性土的主动土压力和被动土压力及黏

性土的被动土压力），对比计算结果和其他方法的差

异情况，验证算法是否合理。

图３　算例１目标函数变化曲线

３．１　算例１（无黏性土主动土压力计算）

已知：α＝１０°、β＝０°、φ＝３０°、δ＝１５°、γ＝１９ｋＮ／

ｍ３、犎＝５ｍ、犮＝０°、狇＝０°，原文通过库伦理论计算

得出犈犪＝８９．７８ｋＮ／ｍ
［１］。按照本文的计算方法计

算得到主动土压力犈犪＝８９．８７ｋＮ／ｍ，滑裂面倾斜

角度θ＝６０．７１°，计算结果较为接近，说明了文中算

法的合理性。其中目标函数（无量纲）的变化如图３

所示，在迭代了大约１００次以后，目标函数数值趋近

于０，说明所得结果是可靠的。
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３．２　算例２（黏性土主动土压力计算）

已知：α＝１０°、β＝１５°、φ＝２０°、δ＝１０°、γ＝１８．５

ｋＮ／ｍ３、犎＝６ｍ、犮＝７ｋＰａ、狇＝２０ｋＰａ，原文计算得

出犈犪＝２３７．８１ｋＮ／ｍ
［６］。按照本文计算方法得到

犈犪＝２４４．２１ｋＮ／ｍ、θ＝４８．５°，计算结果较为接近。

其中目标函数的变化如图４所示，同样可以通过函

数曲线看出求解结果的可靠性。

图４　算例２目标函数变化曲线

３．３　算例３（黏性土被动土压力计算）

已知：α＝１５°、β＝１０°、φ＝３０°、δ＝１０°、γ＝１８

ｋＮ／ｍ３、犎＝１０ｍ、犮＝１０ｋＰａ、狇＝０ｋＰａ，原文采用

库伦理论计算犈狆＝４３４８．８５ｋＮ／ｍ
［１０］。按照本文

计算方法得到犈狆＝４２６５．９ｋＮ／ｍ、θ＝３７．５°，计算

结果较为接近。其中目标函数变化曲线见图５，目

标函数曲线的值趋近于０，表明了求解结果的合理

性。

图５　算例３目标函数变化曲线

４　参数的敏感性分析

由以上的分析可知，挡墙主（被）动土压力的计

算首先依赖于计算滑动面破裂角θ，而θ的取值是表

征墙后土体滑动面的关键参数。θ受到诸多因素的

影响，α增大，破裂角θ逐渐增大；β增大，破裂角θ

呈非线性减小；φ增大，破裂角θ逐渐增大；δ增大，

破裂角θ逐渐减小
［６］。正交试验是一种在多因素系

统中进行参数敏感性比较问题上应用最为广泛的数

学试验方法之一［１１１２］。在此应用正交试验确定α、

β、φ、δ此４个参数对滑动面破裂角θ的敏感程度大

小。根据挡土墙支护设计常用墙背倾角α及填土的

岩土性质特征，试验共设计了３组，α分别取为５°、

１０°、１５°；β分别取为５°、１０°、１５°；φ分别取为２０°、

３０°、４０°；δ分别设置为５°、１０°、１５°。

根据试验的因素和水平个数安排试验次数，选

用正交试验表犔９（３４），共计安排９组试验，具体试

验的各个参数取值见表１。求解各水平各因素下的

试验结果，列于表１最后一列。通过极差分析
［１２］的

方法开展多个因素的敏感分析，所得结果列为表１

最后一行。根据表１可知，对于主动土压力而言，敏

感度大小排列为φ＞δ＞α＞β。在同样的因素和水

平下，对于被动土压力，同样试验结果见表２，最终

求得影响被动土压力的因素敏感性排序为φ＞δ＞α

＞β。

表１　正交试验各因素极差值分析表（主动土压力）

试验编号 α／ｄｅｇ． β／ｄｅｇ． δ／ｄｅｇ． φ／ｄｅｇ． θ／ｄｅｇ．

１ ５ ５ ５ ２０ ５４．７８

２ ５ １０ １０ ３０ ５９．５４

３ ５ １５ １５ ４０ ３９．００

４ １０ ５ １０ ４０ ３９．００

５ １０ １０ １５ ２０ ５２．２６

６ １０ １５ ５ ３０ ６０．７８

７ １５ ５ １５ ３０ ６３．４１

８ １５ １０ ５ ４０ ７０．００

９ １５ １５ １０ ２０ ５１．６０

均值犓１ ５１．１１ ５２．４０ ６１．８６ ５２．８８

均值犓２ ５０．６８ ６０．６０ ５０．０５ ６１．２４

均值犓３ ６１．６７ ５０．４６ ５１．５５ ４９．３３

极差犚 １０．９９ １０．１４ １１．８１ １１．９１

敏感性排序 φ＞δ＞α＞β

表２　正交试验各因素极差值分析表（被动土压力）

试验编号 α／ｄｅｇ． β／ｄｅｇ． δ／ｄｅｇ． φ／ｄｅｇ． θ／ｄｅｇ．

１ ５ ５ ５ ２０ ７０．００

２ ５ １０ １０ ３０ ５５．００

３ ５ １５ １５ ４０ ４１．５７

４ １０ ５ １０ ４０ ５０．００

５ １０ １０ １５ ２０ ６５．００

６ １０ １５ ５ ３０ ６５．００

７ １５ ５ １５ ３０ ６０．００

８ １５ １０ ５ ４０ ６０．００

９ １５ １５ １０ ２０ ７０．００

均值犓１ ５５．５２ ６０．００ ６５．００ ６８．３３

均值犓２ ６０．００ ６０．００ ５８．３３ ６０．００

均值犓３ ６３．３３ ５８．８６ ５５．５２ ５０．５２

极差Ｒ ７．８１ １．１４ ９．４８ １７．８１

敏感性排序 φ＞δ＞α＞β

５　讨论

５．１　土压力分布及其合力作用点的求解

以主动土压力为例说明：在基于上限分析推导
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土压力时，是将土压力作为一个合力进而得到式（６）

的，而关于合力的作用点并未获得。而且在实际工

程应用中，通常需要清楚土压力分布情况。文献

［１２］指出，求解土压力合力作用点问题是求解一个

包括墙背倾角、填土的内摩擦角、填土坡角、外摩擦

角等因素的复杂函数方程，求解该函数方程要经过

复杂的数学运算。因此，这里通过借鉴朗肯理论［１］

的求解方法，近似给出合力作用点的计算方法以及

土压力分布的计算。分析挡土墙受到的土压力主要

来自３个部分：土体自重力、土体黏聚力以及外荷

载。假定土体自重应力为三角形分布，黏聚力和外

荷载假定为矩形分布。在这里为了求解方便将外荷

载引起的土压力假定为矩形分布，这在挡土墙高度

不大时是允许的。示意图见图６。

图６　土压力组成的示意图

则图６中犆点的土压力可以表示为：

犘犪犆 ＝γ犎·犓狉＋狇·犓狇＋犮·犓犮 （１１）

　　同理犃点的土压力表示为：

犘犪犃 ＝狇·犓狇＋犮·犓犮 （１２）

　　根据土压力分布组合，可以求得合力作用点距

墙底面高度近似为：

犎０＝

γ犎
３

６
·犓狉＋

１
２
狇犎

２·犓狇＋
１
２
犮犎２·犓犮

犈犪

（１３）

５．２　多层土情形下土压力分析

分析多层土情形下挡墙土压力计算，下面仍然

以主动土压力为例说明基于上限分析求解多层土情

形下挡土墙土压力的方法。考虑土坡均布荷载狇为

０的二层土坡（图７），假设第一层土厚度为犎１，第二

层土厚度为犎２。为了便于求解，假设一、二层土分

隔线犅犈与坡面犃犗平行。

按照前述的土压力分析方法可知，第一层层顶

处（即犃点）：犘犪犪 ＝犮·犓犮；第一层层底处（即犅点

上）：犘犪犫 ＝γ犎１·犓狉＋犮·犓犮。在分析第二层挡墙土

图７　多层土情形下的挡墙土压力计算简图

压力时，把第一层土自重γ犎１（当狇≠０时，取值狇＋

γ犎１）视为均布荷载，即在式（６）中，令狇＝γ犎１，则

第二层的土压力问题又转化为了一个极值搜索问

题。通过搜索算法得到破裂角θ之后，同理，可以得

到土压力的分布以及合力作用点。在层数更多的情

形下依此类推。相比于多层土情形下采用库伦土压

力理论对土压力进行求解，本文的求解方法更为直

接，无需进行当量土厚换算［１］，而直接把原有问题转

化为多个极值搜索过程，适用范围更广。

６　结论

（１）假定墙后滑动土楔为三角形形状，基于上

限分析，建立挡土墙合力犈犪和犈狆的计算式。并通过

搜索算法对犱犈犪（狆）
犱θ

＝０进行参数求解，得到滑动土

楔的滑裂角θ，然后代入土压力计算式中，可以获取

土压力的合力值。

（２）采用正交试验，对影响挡墙滑动面角度θ

的关键参数开展敏感性分析。对于主动土压力及被

动土压力情形下，敏感度大小排序均为填土内摩擦

角＞墙土外摩擦角＞墙背倾角＞填土面倾角。

（３）假定挡墙土压力中各因子的分布形式，获

得了基于上限分析的土压力及其合力作用点距墙底

高度的计算方法。在多层土情形下，根据填土倾角

方向划分土层，讨论了基于上限分析的多层土情形

下的挡土墙土压力计算方法。
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