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摘要:Gauss-Weierstrass 算子是逼近论中非常重要的逼近工具,也是调和分析研究的主要内容。 在实际应用中,利
用

 

Gauss-Weierstrass 算子可以实现图像的低通滤波,从而达到图像平滑的效果。 国内外学者主要研究了 Gauss-
Weierstrass 算子在 L p 空间,Besov 空间中的讨论。 关于 Gauss-Weierstrass 算子线性组合在 Orlicz 空间的讨论是一个

难题,研究成果较少。 本文主要研究了加 Jacobi 权 Gauss-Weierstrass 算子的线性组合,利用 Hölder 不等式,Jensen
不等式,Hardy-Littlewood 极大函数,K-泛函推导出该算子线性组合的 Jacobi 权函数在 Orlicz 空间中的逼近定理 .
关键词:Jacobi 权;Gauss-Weierstrass 算子;K-泛函;Orlicz 空间
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Abstract:
  

Gauss-Weierstrass
 

operator
 

is
 

a
 

very
 

important
 

approximation
 

tool
 

in
 

approximation
 

theory,
 

and
 

it
 

is
 

also
 

the
 

main
 

content
 

of
 

harmonic
 

analysis.
 

In
 

practical
 

applications,
 

the
 

Gauss-Weierstrass
 

operator
 

can
 

be
 

used
 

to
 

realize
 

the
 

low-pass
 

filtering
 

of
 

the
 

image,
 

so
 

as
 

to
 

achieve
 

the
 

effect
 

of
 

image
 

smoothing.
 

Scholars
 

at
 

home
 

and
 

abroad
 

mainly
 

study
 

the
 

discussion
 

of
 

Gauss-Weierstrass
 

operator
 

in
 

L p space
 

and
 

Besov
 

space.
 

The
 

discussion
 

of
 

the
 

linear
 

combination
 

of
 

Gauss-Weierstrass
 

operators
 

in
 

Orlicz
 

space
 

is
 

a
 

difficult
 

prob-
lem,

 

and
 

there
 

are
 

few
 

research
 

results.
 

In
 

this
 

paper,
 

we
 

mainly
 

study
 

the
 

linear
 

combination
 

of
 

Gauss-Weierstrass
 

operators
 

with
 

Ja-
cobi

 

weights.
 

By
 

using
 

Hölder
 

inequality,
 

Jensen
 

inequality,
 

Hardy-Littlewood
 

maximal
 

function
 

and
 

K -functional,
 

we
 

derive
 

the
 

ap-
proximation

 

theorem
 

of
 

Jacobi
 

weight
 

function
 

of
 

the
 

linear
 

combination
 

of
 

Gauss-Weierstrass
 

operators
 

in
 

Orlicz
 

space.
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1　 引言

　 　 Gauss-Weierstrass 算子定义为

Ln( f,x) = n
2π ∫

R
e

- n( u - x) 2

2 f(u) du,

式中 f ∈ CR ∩ L +∞ ,W(n,x,u) = n
2π

e
- n( u - x) 2

2 。
 

关于该算子的研究已有许多的结果 [ 1- 4] 。
为了提高算子的逼近阶,采用方法是在该算子

的基础上加线性组合(加权) [ 5] 。
 

目前,关于 Gauss-
Weierstrass 算 子 在 Orlicz 空 间 的 研 究, 仅 有 文 献

[1] 、[6] 、[7]涉及。
 

受文献[1]的启示,本文研究了

Gauss-Weierstrass 算子线性组合 Jacobi 权函数在 Or-
licz 空间中的逼近情况,并得到相关的逼近定理。

1. 1　 Orlicz 空间中的相关概念 [8]

　 　 定义在 ( - ∞ , + ∞ ) 上的实值函数 M(u) 称为

N 函数(或称之为 Young 函数) 。
 

N( v) =max
u≥0

{u | v -

M(u) } ,u( x) ,v( x) 分别是定义在 R n 中的有界闭集
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上,二者皆是 Lebesgue 可测。

定义 ρ(u;M) = ∫
G
M(u( x) ) dx 是 u( x) 关 于

M(u) 的模。
 

L∗
M = {u( x) | ∃k > 0,ρ( ku;M) < ∞ } 。

Orlicz 空间中所定义的 M 范数如下:

u M = sup
ρ( v,N) ≤1

| ∫ + ∞

- ∞
u( x) v( x) dx | 。

Orlicz 空间中,Luxemburg 范数定义为

u (M) = inf
α > 0

{α > 0 | ∫ +∞

-∞
M

u( x)
α( ) dx ≤ 1} ,

且有式子: u (M) ≤ u M ≤ 2 u (M) 成立。
Orlicz 空间中的 Hölder 不等式为

| ∫
R
u( x) v( x) dx | < u M v (N) 。

 

Jacobi 权: w k = ∏
k

i = 1
| x - x i |

α i,
 

其中 0 ≤ α i <

1, - ∞ < x1 < x2 < …… < x k < + ∞ 。
Jacobi 权中所定义的 K -泛函为

Kw k
( f,t) M = inf

g∈D
{ w k( f - g) M + t w kg″ M } 。

K -泛函中的 D 为加权 Orlicz-Sobolev 空间,
 

D = {g | w kg ∈ L∗
M ,w k g′ ∈ A. C. loc,w k g″ ∈

L∗
M } (A. C. loc: 局部绝对连续函数空间) 。

用 ω2
w k

( f;t) M 表示 L∗
M 中 f 的二阶光滑模

ω2
w k

( f;t) M = sup
0 < h≤ t

w kΔ
2
h( f,x) M ,

Δ2
h( f,x) = f( x + h) - 2f( x) + f( x - h) 。

关于 Gauss-Weierstrass 算子的线性组合 [ 9- 11] 定

义为

Ln,r( f;x) = ∑
r - 1

i = 1
C i(n)

n i

2π ∫ +∞

-∞
e

- n i( u - x) 2

2 f(u) du,

r > 1,f ∈ L∗
M 。

式中的 n i ∈ N 且 n i,C i 满足如下条件:
(1) n = n0 < n1 < n2 < … < n r - 1 ≤ kn( k 为

常数) ;

(2) ∑
r - 1

i = 1
| C i(n) | < C(C 为常数) ;

(3) ∑
r - 1

i = 1
C i(n) = 1;

(4) ∑
r - 1

i = 1
C i(n)n - p

i = 0,p = 1,2,…,r - 1。

1. 2　 主要结论
　 　 文中 C 为正常数,在不同位置所代表的数不

一样。
定理 1　 设 w k f ∈ L∗

M (R) , 则有

w kL″n,r( f) M ≤ Cn f M 。
定理 2　 设 g ∈ D,

 

则有

w kL″n,r(g) M ≤ C w kg″ M 。
定理 3　 设 w k f ∈ L∗

M (R) ,
 

则有

w k(Ln,r( f;x) - f) M ≤ CKw k ( f, 1
n )

M
≤

Cω2
w k ( f; 1

n )
M

。

2　 相关引理

　 　 引理 1[ 6] 　 Am(n,x) = nm∫ +∞

-∞
W(n,x,u)(u -

x) mdu, 则
 

Am + 1(n,x) = nmAm - 1(n,x) + d
dx

Am(n,x) ,

A0(n,x) = 1,A1(n,x) = 0,
A2r + 1(n,x) = 0,A2r(n,x) = (2r - 1) !!n r。
引理 2[ 9] 　 对 ∀r ≥ 0,

 

存在常数 C 使得

Ir(wk,n,x) =∶ nr∫ +∞

-∞

n
2π

e
-n(u-x)2

2
wk(x)
wk(u)

| u - x | 2rdu ≤ C。

引理 3　 设 w k f ∈ L∗
M (R) ,

 

则有

w kLn,r( f) M ≤ C f M 。
证明 　 由于

| wkLn,r(f;x) | = | wk(x)∑
r -1

i = 1
Ci(n)

ni
2π∫

+∞

-∞
e
-ni(u-x)2

2 f(u)du | =

| ∑
r - 1

i = 1
C i(n)

n i

2π∫
+∞

-∞
e
- n i( u - x) 2

2 wk(u)
wk( x)
wk(u)

f(u) du | ,

根据 Orlicz 空间中的 Hölder 不等式及 ∑
r - 1

i = 1
| C i(n) | <

C 可得

| ∑
r -1

i = 1
Ci(n)

ni

2π∫ +∞

-∞
e
-ni(u-x)2

2 wk(u)
wk(x)
wk(u)

f(u)du | ≤

∑
r - 1

i = 1
| C i(n) | w k f M

n i

2π
e

- n i(· - x) 2

2
w k( x)
w k(·) N

≤

C w k f M
n i

2π
e

- n i(· - x) 2

2
w k( x)
w k(·) N

,

注意到

n i

2π
e

- n i(· - x) 2

2
w k( x)
w k(·) N

=

sup
ρ( u,M) ≤1 ∫

R

n i

2π
e

- n i(· - x) 2

2
w k( x)
w k(·)

u( x) dx ,

以及引理 2 中的 r = 0,ρ(u,M) ≤ 1 时, u( x) 在

( -∞ ,+∞ )上几乎处处有界,则有
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sup
ρ( u,M) ≤1 ∫

R

n i

2π
e

- n i(· - x) 2

2
w k( x)
w k(·)

u( x) dx ≤ C。

由 ρ( v,N) ≤ 1 时, v( x) 在 ( - ∞ , + ∞ ) 上几乎处

处有界,可得

w kLn,r( f;x) M = sup
ρ( v,N) ≤1 ∫ + ∞

- ∞
w k( x)∑

r - 1

i = 1
C i(n)

n i

2π ∫ +∞

-∞
e

- n i( u - x) 2

2 f(u) v( x) dudx ≤ C w k f M ,
 

引理 3 证毕。
引理 4[ 1] 　 设 θg′ 为 g′( x) 的 Hardy-Littlewood

极大函数,则
 

θg′ = sup
t

1
| t - x | ∫

t

x
| g′( v) | dv, θg′( x) M ≤

C g′ M 。
引理 5　 设 g ∈ D, 则

w kLn,r( (g) - g) M ≤ C
1
n

w kg″ M 。

证明 　 由泰勒展开式,
 

n = n0 < n1 < n2 < … < n r - 1 ≤ kn( k 为常数) ,
引理 4 有

 

g(u) - g( x) = g′( x) (u - x) + ∫u

x
g″( v) (u -

v) dv,( x < v < u) ,
从而得

| wkLn,r((g) - g) | = | wk(x)Ln,r((g;x) - g(x)) | =

| w k( x) [∑
r - 1

i = 1
C i(n)

n i

2π ∫ +∞

-∞
e

- n i( u - x) 2

2 g( x) du +

∑
r - 1

i = 1
C i(n)

n i

2π ∫ +∞

-∞
e

- n i( u - x) 2

2 g′( x) (u - x) du +

∑
r - 1

i = 1
C i(n)

n i

2π ∫ +∞

-∞
e

- n i( u - x) 2

2 (∫u

x
g″( v) (u - v) dv -

g(x))du] | ≤ θwkg″
(x)

ni

2π∫ +∞

-∞
| e

-ni(u-x)2

2 (u - x)2 | du ≤

1
n i

θw kg″
( x) ≤

1
n
θw kg″

( x) ,

于是

w kLn,r( (g) - g) M ≤ C
1
n

w kg″ M ,

引理 5 证毕。

3　 主要结论的证明
 

　 　 定理 1　 设 w k f ∈ L∗
M (R) , 则

w kL″n,r( f) M ≤ Cn f M 。

证明 　 经计算得

∂Ln,r( f;x)
∂x

= ∑
r - 1

i = 1
C i(n)n iLn i

( f;x) (u - x) ,

∂2Ln,r( f;x)

∂x2
= ∑

r - 1

i = 1
C i(n)n2

i Ln i
( f;x) (u - x) 2 -

n i∑
r - 1

i = 1
C i(n)Ln i

( f;x) ,

所以有

| w kL″n,r( f) | =| w k( x) [∑
r - 1

i = 1
C i(n)n2

i ×

Ln i
( f;x) (u - x) 2 - n i∑

r - 1

i = 1
C i(n)Ln i

( f;x) ] | =

| w k( x) [∑
r - 1

i = 1
C i(n)n2

i

n i

2π ∫ +∞

-∞
e

- n i( u - x) 2

2 f(u) ×

(u - x)2du - ni∑
r -1

i = 1
Ci(n)

ni

2π
× ∫ +∞

-∞
e
-ni(u-x)2

2 f(u)du] | =

é
ë
êê∑

r - 1

i = 1
C i(n)n2

i

n i

2π ∫ +∞

-∞
e

- n i( u - x) 2

2 w k(u)
w k( x)
w k(u)

×

f(u) (u - x) 2 du - n i∑
r - 1

i = 1
C i(n)

n i

2π
×

∫ +∞

-∞
e

- n i( u - x) 2

2 w k(u)
w k( x)
w k(u)

f(u) du ù
û
úú ≤

∑
r - 1

i = 1
| C i(n) | w k f M ×

é

ë

ê
êê

n2
i

n i

2π
e

- n i(· - x) 2

2 (·- x) 2
w k( x)
w k(·) N

+

n i

n i

2π
e

- n i(· - x) 2

2
w k( x)
w k(·) N

ù

û

ú
úú

,

注意到

n2
i

n i

2π
e

- n i(· - x) 2

2 (·- x) 2
w k( x)
w k(·) N

=

sup
ρ(ϕ,M) ≤1 ∫

R
n2

i

n i

2π
e

- n i(· - x) 2

2
w k( x)
w k(·)

ϕ( x) dx ,

以及引理 2、引理 3 联立可得

w kL″n,r( f) M ≤ Cn f M ,
定理 1 证毕。

定理 2　 设 g ∈ D,
 

则

w kL″n,r(g) M ≤ C w kg″ M 。
证明 　 因泰勒展开式得

g(u) = g( x) + g′( x) (u - x) + ∫u

x
g″( v) (u -

v) dv,( x < v < u) 。
所以有
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| w kL″n,r(g) | =

| w k( x) é
ë
êê∑

r - 1

i = 1
C i(n)n2

i

n i

2π ∫ +∞

-∞
e

- n i( u - x) 2

2 (u - x) 2 -

n i∑
r - 1

i = 1
C i(n)

n i

2π ∫ +∞

-∞
e

- n i( u - x) 2

2 ù
û
úú × (g( x) +

g′( x) (u - x) + ∫u

x
g″( v) (u - v) dv) du | 。 (1)

根据引理 1 得

∑
r - 1

i = 1
C i(n)n2

i

n i

2π ∫ +∞

-∞
e

- n i( u - x) 2

2 g′( x) (u - x) du -

n i∑
r - 1

i = 1
C i(n)

n i

2π ∫ +∞

-∞
e

- n i( u - x) 2

2 g( x) du = 0。

结合引理 1、式(1)得

| w kL″n,r(g) | =| w k( x)L″n,r(g) | ≤

∑
r - 1

i = 1
| C i(n) | | n2

i w k( x)
n i

2π ∫ +∞

-∞
e

- n i( u - x) 2

2 ×

(u - x) 2∫u

x
g″( v) (u - v) dvdu | + ∑

r - 1

i = 1
| C i(n) | ×

| n iw k( x)
n i

2π ∫ +∞

-∞
e

- n i( u - x) 2

2 × ∫u

x
g″( v) (u - v) dvdu | 。

(2)
又由引理 1、引理 4、条件(2)得

∑
r -1

i = 1
| C i(n) | | n2

i wk(x)
n i

2π∫ +∞

-∞
e

-ni(u -x) 2

2 (u - x) 2 ×

∫u

x
g″( v) (u - v) dvdu | + ∑

r - 1

i = 1
| C i(n) | × | n iw k( x) ×

n i

2π ∫ +∞

-∞
e

- n i( u - x) 2

2 ∫u

x
g″( v) (u - v) dvdu | ≤ C[n2

i ×

n i

2π ∫ +∞

-∞
| e

- n i( u - x) 2

2 (u - x) 4θw kg″
( x) | du + n i

n i

2π
×

∫ +∞

-∞
| e

- n i( u - x) 2

2 (u - x) 2θw kg″
( x) | du] ,

注意到

n = n0 < n1 < n2 < … < n r - 1 ≤ kn( k 为常数) ,

n2
i

n i

2π ∫ +∞

-∞
e

- n i( u - x) 2

2 (u - x) 4 du =

1
n2

i

n4
i

n i

2π ∫ +∞

-∞
e

- n i( u - x) 2

2 (u - x) 4 du = 3 ≤ C,

1
n i

n2
i

n i

2π ∫ +∞

-∞
e

- n i( u - x) 2

2 (u - x) 2 du = 1 ≤ C,

故有

w kL″n,r(g) M ≤ C w kg″ M 。

定理 2 证毕。
定理 3　 设 w k f ∈ L∗

M (R) ,
 

则有

w k(Ln,r( f;x) - f) M ≤ CKw k ( f, 1
n )

M
≤

Cω2
w k ( f; 1

n )
M

。

证明 　 wk(Ln,r(f) - f) M = wk(Ln,r(f - g + g) -
f - g + g) M ≤ wk(Ln,r(f - g)) M + wk(Ln,r(g) -
g) M + w k( f - g) M ,
根据引理 3、引理 5、Jacobi 权中定义的 K -泛函得

w k(Ln,r( f - g) ) M + w k(Ln,r(g) - g) M +
w k( f - g) M ≤ C w k( f - g) M + w k(Ln,r(g) -

g) M + w k( f - g) M = (C + 1) w k( f - g) M +

w k(Ln,r(g) - g) M ≤ C w k( f - g) M + C
1
n

w k ×

g″ M ≤ CKw k ( f, 1
n )

M
。

由光滑模与 K -泛函的等价性 [ 12] ,则有

CKw k ( f, 1
n )

M
≤ Cω2

w k ( f; 1
n )

M
,

定理 3 证毕。
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