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不同生长阶段的香根草-红土复合体
混合物法则本构关系建模
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摘  要： ［目的］ 构建适用于不同生长阶段的香根草根土复合体本构模型，以精确模拟和预测根土复合体

力学行为。  ［方法］ 选取 3 组不同生长阶段（20、40、60 d）的香根草-红土复合体作为研究对象，通过三轴试

验获取力学参数。基于混合物法则，分别采用邓肯-张模型和线弹性模型计算土体和植物根系的本构关系，

并按照体积分数进行叠加。  ［结果］ 1）基于混合物法则理论所构建的两相叠加本构模型在模拟根土复合

体的力学行为方面表现出色（R²>0.89）。该模型的应力-应变曲线能够准确地反映根土复合体在三轴试验

中的抗剪强度及应力-应变关系在不同生长阶段的变化趋势。2）将邓肯-张模型与线弹性模型分别作为基

本相与加筋相的本构关系模拟，能够根据 2 种材料的特性差异，有效模拟并准确反映二者各自在剪切过程

中的应力-应变响应特征。3）香根草根系能够有效加固土体。在生长周期内，随着香根草种植时间的延长，

根系的数量、直径和体积逐渐增大，弹性模量逐渐减小。根系加固作用逐步增强，根土复合结构体的抗剪

强度也逐渐提升。［结论］ 该模型不仅能够全面描述根土复合体的应力-应变关系，而且能够通过根系数量、

单根弹性模量和根系体积等参数，精确评估不同生长阶段植物根系的土壤加固作用，为边坡稳定性分析和

生态护坡技术的应用与规划提供科学理论支持。
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Modeling Constitutive Relationship Based on Mixture Rule of 
Vetiver-Laterite Composite at Different Growth Stages

WU Ruibin1，2， JI Jinnan1，2， LI Sicen1，2

（1.School of Soil and Water Conservation， Beijing Forestry University， Beijing 100083， China； 2.Jixian National Forest 

Ecosystem Observation and Research Station， Beijing Forestry University， Jixian， Shanxi 042200， China）

Abstract: ［Objective］ To establish a constitutive model applicable to different growth stages of vetiver grass root-
soil composite， in order to precisely simulate and predict its mechanical behavior. ［Methods］ Three groups of 
vetiver-laterite composite samples at different growth stages （20 days， 40 days， and 60 days） were selected as the 
research subjects. Mechanical parameters were obtained through triaxial tests. Based on the mixture rule， the 
constitutive relationships of soil and plant roots were calculated using the Duncan-Chang model and the linear 
elastic model， respectively， and then superimposed based on volume fraction. ［Results］ 1） The two-phase 
superimposed constitutive model based on the mixture rule demonstrated excellent performance in simulating the 
mechanical behavior of the root-soil composite （R² >0.89）. The stress-strain curves of this model accurately 
reflected the changes in the shear strength and stress-strain relationship of the root-soil composite in the triaxial 
tests at different growth stages. 2） Using the Duncan-Chang model and the linear elastic model as the constitutive 
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relationships for the primary and reinforcement phase， respectively， the characteristics of the stress-strain response 
of the two materials during shear could be effectively simulated and accurately reflected. 3） The vetiver grass roots 
effectively reinforced the soil. During the growth cycle， with the extension of time， the number， diameter， and 
volume of the roots gradually increased， while the elastic modulus gradually decreased. The reinforcement effect 
of the roots progressively enhanced， leading to a gradual increase in the shear strength of the root-soil composite 
structure. ［Conclusion］ The proposed model not only comprehensively describes the stress-strain relationship of 
the root-soil composite but also accurately evaluates the soil reinforcement effect of plant roots at different growth 
stages through parameters such as root quantity， single-root elastic modulus， and root volume. The results 
provide a scientific basis for slope stability analysis and the application and planning of ecological slope protection 
technologies.
Keywords: mixture rule； Duncan-Chang constitutive model； root-soil composite； root reinforcement
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全球正面临土壤侵蚀的严峻挑战，每年约有 600
亿 t 肥沃的表土流失，其中耕地土壤流失 250 亿 t。
针对这一紧迫问题，控制土壤侵蚀、改善生态环境、

有效保护和合理利用水土资源已成为 21 世纪不容忽

视的重大任务。植物根系因其突出的固土能力，自

古以来就被用于稳定斜坡和防止土壤侵蚀［1］。过去

半个多世纪的科学研究［2-3］表明，根系在土壤剪切过

程中能有效阻碍土层的相对滑动，不仅增强土壤的抗

剪强度，还显著提高土质边坡的稳定性。同时，根系

的作用还带来显著的生态效益，并且在长期的维护管

理中成本较低［4］。因此，大量学者认为在改善浅表层

滑坡问题上，植物防护措施呈现出作为传统土木工程

方法有力替代品的巨大前景，不仅能够促进生态环境

的恢复，还为滑坡治理开辟了新颖且有效的途径［5-6］。

为准确评价根系对土体的加固效应，有学者［7］着

手构建根土复合体的本构模型，旨在阐释根土复合

体在外部荷载作用下的应力-应变响应，从而揭示材

料内部结构对外界荷载的响应机制。然而，当前主

流的根土力学模型，如 WU 模型［8-9］、FBM 模型［10］等，

均侧重于强度分析，主要探讨根土复合体在极限应

力状态下的失效条件及机制，无法描述其在受力全

过程中的应力与应变规律，并且都是在摩尔-库仑定

律框架下构建的，将根系作用简化为对土体黏聚力

的影响，通过单一参数（根系附加黏聚力）来评估根

系的加固效果，属于弱耦合模型范畴［4］，即将根土复

合体视为一种均质的根系改良土，将根系的加筋作

用直接赋予土体，通过简单改变土的力学参数来体

现根系作用，但是对复杂根系的固土作用模拟经常

失真。王磊等［11］基于混合物法则，先将塑料纤维土

中的土和塑料视为 2 种材料，根据不同材料的特点定

义各自的本构模型，再进行加权叠加。此种方法可

以更准确地反映复合材料的特性及复合体对外部荷

载的应力应变响应，但仅应用于纤维加筋土，而在原

状根土复合体中的适用性尚未得到证实。

本研究以不同生长阶段（20、40、60 d）的香根草

与红壤原状根土复合体为研究对象，将土体和植物

根系视为 2 种不同的材料，分别考虑为基本相和加筋

相，以邓肯-张本构模型和刚度矩阵法表征土体与植

物根系的力学行为，而后再根据各自贡献进行加权

叠加，由此构建原状根土复合体的本构模型，并通过

三轴剪切试验验证所构建模型的准确性和有效性。

该模型将有助于解析根土复合体在剪切全过程中的

力学行为，评估不同生长阶段植物根系的固土效果，

研究结果将为边坡稳定性分析和生态护坡技术的应

用与规划提供科学理论支持。

1　材料与方法
1.1　模型构建

基于复合材料力学的混合物法则，将土体考虑为

基本相，将根系考虑为加筋相。结合植物根系的实际

分布情况，将基本相和加筋相的贡献按照体积比例进

行叠加，并计算滑移系数以还原根土滑移关系，对植

物根系加固土壤的作用及力学行为进行分析。

1.1.1　模型假设　

1）香根草根系分布特征假设。由于禾本科植物

的根系多为须根系，以直径均匀的细根为主［12］。而

香根草为禾本科植物，无主根，由大量直径均匀的须

根组成根系，本研究假设同一生长阶段的香根草各

根系直径一致。

2）变形协调假设。三轴试验的初始阶段，根与

土的变形可考虑为完全协调一致［11］，故假设基本相

和加筋相的应变关系遵从 Voigt′s假设［13］，在根土复合

体承受外部荷载作用时，基本相和加筋相的应变相等。
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ε r = εs = ε （1）
式中：εr为加筋相应变；εs为基本相应变；ε 为根土复合

体应变。

3）两相独立假设。由于根与土在力学属性上是

2 种完全不同的材料，本研究假设基本相与加筋相的

应力-应变行为分别遵循各自的本构模型，具体表达

形式见公式（2）。
σ r =[ D r ] ε r，σs =[ D s ] εs （2）

式中：σr 和 σs 分别为加筋相和基本相的应力，kPa；
［Dr］和［Ds］分别为加筋相和基本相的刚度矩阵；εr和

εs分别为加筋相和基本相的应变。

4）两相叠加假设。DIAMBRA 等［14］基于复合材

料力学中的混合物法则，将两相根据各自贡献进行

叠加，建立模拟效果较好的加筋土本构模型，故本研

究假设根土复合体的 2 种材料遵从两相叠加原理。

根土复合体受力为加筋相和基本相的应力按照各自

的体积比例叠加而成。

σ = v r σ r + v s σ s （3）
式中：σ 为根土复合体的应力，kPa；vr为加筋相的体积

分数；vs为基本相的体积分数。

将公式（3）应用于根土复合体的各个分应力中，

可得到根土复合体的应力增量表达式：
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  （4）
式中：σ1、σ2 和 σ3分别为大、中、小主应力，kPa；ε1、ε2 和

ε3分别为大、中、小主应力对应的应变。

为确定两相各自的贡献，需要根据土体和根系的

体积分数进行加权。二者的体积分数计算方法为：

v s = V S + V V

V
= V - V r

V
（5）

v r = V - V V - V S

V
= V r

V
（6）

式中：V、VS、Vr、VV 分别为根土复合体整体、土壤颗

粒、植物根系和孔隙的体积，cm3。

1.1.2　基本相刚度矩阵　基本相采用邓肯-张模型，

其应力应变关系见公式（7）。
ε1

σ1 - σ3
= a + bε1 （7）

将三轴压缩试验的结果按照
ε1

σ1 - σ3
- ε1 进行整理，

将所得曲线进行线性拟合，所得直线截距即为 a，斜率

即为 b，代入公式（7）中可得到邓肯张模型拟合曲线。

1.1.3　加筋相刚度矩阵　加筋相的刚度以 DIAMBRA［14］

模型中纤维刚度矩阵为基础，根据香根草根系分布构

型进行修正。在三轴压缩试验条件下，先以单根为

研究对象，分析单根在土体中的受力响应。假设单

根与径向的夹角为 θ（−90°≤θ≤90°），则单根的应变

增量 dεθ为轴向应变 dε1和径向应变 dε3之和：

dεθ = dε1 sin2 θ + dε3 cos2 θ （8）
根据 Voigt′s假设，由于根系和土体应变相同，所

以该方向的根系应变增量与根土复合体应变增量也

相同，故有：

dε rθ = dεθ （9）
式中：εrθ和 εθ分别为加筋相和基本相在夹角为 θ 方向

上的应变。

将公式（9）的等号两边同时乘以该方向上的弹

性模量 Er（θ）（MPa），可得到该方向根系的应力增

量为：

dσ rθ = E r ( θ ) dεθ （10）
由于任一方向的应力增量均可沿着轴向和径向

分解，故可得公式（11）和公式（12）：
dσ1r = dσ rθ sin2 θ （11）
dσ3r = dσ rθ cos2 θ （12）

研究土体中随机分布的纤维时发现，根系的受

力状况仅受根系方向的影响，而与根系的分布位置

无显著关联。因此，可以设想将所有纤维的终点都

汇聚于一点，从而形成一个理想的球体模型。鉴于

香根草属于禾本科植物，其根系直径和生长角度相

对均匀，尽管根系长度因生长时序而异，但仍可将其

分布体积合理简化为一个球体，根据球体体积公式

可得出其理想分布体积 Vc。

在实际情况下纤维的分布与理想球体体积分布

存在一定差异，因而 MICHALOWSKI［15］针对加筋相

在不同角度和方向上分布数量的差异进行调整，提

出相应的函数 ρ（θ）：

ρ ( θ )= 3
2 ρ̄ cos2 θ （13）

ρ̄ 为根系平均分布的体积分数，计算公式为：

ρ̄ = V r

V c
（14）

在此基础上，不同生长时间的香根草根系可根

据不同的根系特征参数，加入修正系数 A，得到修正

后的体积分数：

ρ ( θ )= Aρ̄ （15）
根系整体的弹性模量可视为所有单根的弹性模

量进行叠加，故通过单根弹性模量（Er）和根系数量

（n），可得到所有根系提供的弹性模量之和（ErT）：

E rT = nE r （16）
计算可得出夹角为 θ方向上的弹性模量［Er（θ）］：
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E r ( θ )= [ dV c ρ' ( θ ) /V r ] E rT （17）
在根系分布的分布区域内进行积分，即可得所

有根系在轴向和径向的应力增量 dσ1r和 dσ3r：

dσ1r =∫V
dσ1r ( θ ) dV c （18）

dσ3r =∫V
dσ3r ( θ ) dV c （19）

由于柔性根系只能承受拉力，无法承受压力，故

只有在一定的角度范围内（−θ0，θ0）根系才能发挥作

用。本文将 θ0定义为临界角，示意图见图 1。

临界角（θ0）计算公式为：

θ0 = arctan - dε3

dε1
（20）

由于三轴压缩试验过程中，根系受拉区域为

0~θ0，故可计算出调整系数（A）为：

A = 2θ0

360 （21）

为计算不同方向根系发挥的加固作用，本文假

设积分单元 dVc与 x0y 平面的夹角为 α 角（图 2）。

由于分布区域沿 z 轴中心对称，故 α 角在 0~2π
内积分可得应力增量表达式为：
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由于根土位移保持一致的假设在实际试验中往

往并不成立，本研究引入根土滑移函数（fs）以表征剪

切过程中根系和土体的相对位移，反映二者相对滑

动情况。滑移系数 fs=0，表明根系与土体之间不存

在黏结作用，此时根系的加筋效果无法体现，根系在

土体中可以自由滑动。相反，fs=1，则表示根系与土

体之间达到理想的黏结状态，二者在变形过程中保

持完全一致，不会产生相对滑动。MACHADO 等［16］

通过公式（27）计算了根土滑移函数（fs）：

fs = 2
π arctan [ ( q

p
)2 ] （25）

式中：p 为平均应力；q 为偏差应力。

将滑移系数带回公式（22）可得：
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1.2　模型参数分析与获取

1.2.1　试验材料　

1）　研究对象　

以福建红壤（液限为 37.1%，塑限为 14.9%，pH≈
6）和香根草（Chrysopogon zizanioides L. Roberty）为
研究对象，根据生物量的显著变化，对香根草在 20、
40、60 d（生长萌芽期、发育期、成熟期）时的固土能力

进行研究。

2）　试样制备　

为保持与三轴试验试件尺寸相一致，在内径为

5 cm、高为 10 cm 的模具中进行土样制备及植物种植。

参照王毅［17］的测定结果，以干密度为 1.48 g/cm3、含

水率为 19.5% 的标准调配土样，并根据我国《土工试

验方法标准》（GB/T 50123—2019）［18］，将土样分 5 层

击实填充，每层土样击实至对应高度后，将上表面刨

毛，确保层与层之间的土样能够更好地结合。土样

制备完成后，在表层中心位置埋植 1 颗大小均匀、形

状规则的香根草种子。根据种植时间不同，将根土

组分为 20、40、60 d 组，同时制备素土组作为对照。

每组土样准备 4 个重复，用于四级围压下（100、200、
300、400 kPa）的三轴试验。不同生长时间的根土组

图 1　临界角 θ0示意

Fig. 1　Schematic diagram of critical angle θ0

图 2　积分单元示意

Fig. 2　Schematic diagram of integration unit
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各准备 20 个重复土样，用于观测、扫描根系特征。每

天早晚分别对试样浇水 50 mL，并确保光照、温度和

湿度适宜。

1.2.2　三轴压缩试验　将香根草生长 20、40、60 d 的

根土组与素土组分别进行三轴压缩试验。试验前，

剪除香根草的上部茎叶部分并制备试样。将所有试

样进行吸水饱和处理后，使用 GDS 自动三轴试验

系统（GDSTAS）在 4 级围压条件下（100、200、300、
400 kPa）进行固结不排水（CU）压缩试验，设定剪切

速率为 1 mm/min。
1.2.3　根系参数　

1）　根系分布特征参数

将生长至 20、40、60 d 的根土复合体从模具中小

心取出，确保操作过程中土样及根系的结构完整性

不受破坏。将土样小心剥离，取出完整根系；将根系

平铺在白纸上，对根系进行计数，获得不同生长阶段

的香根草根系数量。

2）　根系体积

香根草的根系直径较小，数量较大，为减小误

差，通过量筒排水法计算根系体积［19］。将不同生长

阶段的香根草根系浸入装有水的量筒，迅速计算根

系完全浸入后水位上升的体积，即为根系实际体

积（Vr）。

3）　根的弹性模量

选取通直均匀且完整的单根样，用精度为千分

之一毫米的螺旋测微器测量根样上、中、下部直径，

取其平均值作为根样的直径。使用量程为 1 kN 的微

机控制电子万能试验机进行根系拉伸试验。设置初

始 标 距 为 根 样 直 径 的 20 倍 ，拉 伸 速 率 为 5 mm/
min［20］，记录拉伸力，计算得到根系的弹性模量数据。

2　结果与分析
2.1　模型参数计算与分析

2.1.1　根系数量　香根草根系部分扫描样见图 3。
香根草在 20、40、60 d 生长阶段的完整根系数量分别

为 29、67、97，显示出根系数量随时间的增长而增加。

从 20~40 d，根系增长速率达到 131.03%，从 40~60 
d，根系增长放缓，增长率为 44.78%，表明香根草根系

数量的增长在前期的 20~40 d 更为迅速，而在后期

40~60 d 则呈增速放缓趋势。

2.1.2　根系体积　20、40、60 d 香根草根系实际体积

（Vr）分 别 为 0.18、0.24、0.39 cm3。 在 生 长 周 期 从

20~40 d，根系实际体积增长约 1.333 倍，在 40~60 d，
根系实际体积增长约 1.625 倍，2 个生长阶段根系实

际体积的平均增长比例约为 1.479 倍。尽管在后期

（40~60 d）根系数量的增长速度较前期（20~40 d）有
所降低，但根系长度的显著增加导致后期根系体积

的增长速度超过前期，表明在香根草的生长过程中，

根系长度的增加对根系总体积的贡献在后期更为

显著。

2.1.3　单根弹性模量　在香根草的生长周期中，其

直径和弹性模量的变化揭示植物材料属性随时间演

变的显著规律。在生长的初始 20 d，香根草的根直径

测量值为 0.032 mm，而其弹性模量达到 1 221 MPa，
表明虽然根的尺寸较小，但其刚性相对较高。随  
着生长的进行 ，至 40 d 时 ，香根草的根直径增至

0.055 mm，弹性模量降至 879 MPa，表明尽管根的直

径有所增加，但其刚性相对降低。当生长至 60 d 时，

香根草的根直径继续增加至 0.080 mm，而弹性模量

则下降至 523 MPa，表明随着植物的生长，根的直径

逐渐增大，而弹性模量则呈显著降低趋势。

2.1.4　滑移系数　滑移系数（fs）随轴向应变的变化

趋势见图 4。滑移系数（fs）的值域为 0~0.65。在轴向

应变为 0~3%，fs 随着轴向应变的增加而迅速上升，

随后其增长速率逐渐减缓。当轴向应变达到 13%~
20% 时，fs值趋于稳定至 0.63。
2.2　根土复合体混合物法则本构模型

在 4 种不同围压条件下，三轴试验测定的素土

应力 -应 变 关 系 曲 线 及 邓 肯 -张 模 型 模 拟 结 果 见

图 5。随着围压水平的逐渐提升，素土所能承受的

最大偏应力亦呈相应的增长趋势。邓肯 -张模型拟

合所得的曲线不仅在捕捉素土应力 -应变曲线的峰

值应力方面展现出较高的准确性，而且能够精确

图 3　不同生长阶段的香根草根系

Fig. 3　Vetiver grass roots at different growth stages
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地模拟曲线在弹性阶段、硬化阶段及塑性变形阶段

的演变规律，表现出极高的拟合相关性（R²>0.95）。

基于线弹性理论模型的根系（加筋相）加固作

用见图 6。随着种植周期的延长及围压的增加，根

系的加固效应呈逐渐增强趋势。通过模型计算的

根系作用应力 -应变曲线，与图 5 中素土的应力 -应

变曲线在变化趋势上相似，即整体呈增长趋势，均

依次经历弹性阶段、硬化阶段及塑性变形阶段的特

征演变。值得注意的是，受公式（24）中正弦与余弦

函数的影响，根系加固效应的应力 -应变曲线呈小

幅度正弦波动形态。

在相同的围压条件下，根土复合体的抗剪强度

显著高于素土（图 5）。从时间尺度而言，随着香根

草种植时间的延长，根土复合体的抗剪强度呈递

增趋势（图 7）。同时，在香根草生长时间相同的情

况下，三轴试验中的围压提升亦导致根土复合体

的抗剪强度相应增大。对比根土复合体三轴剪切

实测的应力 -应变曲线与混合物法则拟合结果显

示，拟合曲线能够较好地再现根土复合体的抗剪

强度及其变化趋势。二者均依次经历弹性阶段、

硬化阶段及塑性变形阶段。尽管在香根草种植 20 
d、围压为 100 kPa 的条件下，拟合效果略逊（R²=
0.896），但在其余情况下，混合物法则模拟本构关

系的效果均十分优异（R²>0.96）。
3　讨 论

本研究考虑植物生长对土体的影响，分析香根

草发育期内，不同阶段的根土复合体在三轴试验中

的力学行为，全面揭示植物根系随生长而产生的加

固效应。根土复合体的抗剪强度随植物种植时间的

延长而呈现递增趋势，同时，也随三轴试验围压的增

加而增加。植物种植时间的延长使得根系数量、长

度及体积的增大［21］，从而增强根系对土体的加固效

果及其对土体内部相对运动的阻力［22］，提高根系所

提供的应力。因此，香根草可以被认为是一种有效

缓解浅层边坡破坏的生物材料［23］。随着围压的升

高，土壤颗粒更加紧密地附着于根系周围，提升根土

界面的摩擦系数，土壤颗粒间的相互作用力也随之

增强，进一步强化根系的加筋作用［24］。

相比于王磊等［11］、蒋希雁等［25］对混合物法则的

运用局限于纤维加筋土中，本研究将该方法应用至

原状香根草根土复合体中，并根据香根草根系在生

长过程中的动态变化，获取对应不同生长阶段植物

根系的模型参数，使本构模型能够对植物根系的生

长动态变化作出响应，模拟结果与验证试验结果相

比，拟合程度较高（R2>0.896），也表明混合物法则在

根土复合体中具有较理想的适用性与可行性。

本模型能够对根土复合体的应力-应变曲线进行

较精确的预估，模型的参数选择和构建方法发挥重

要作用。通过邓肯-张模型对土体的应力-应变关系

进行拟合，可以真实地反映素土在三轴试验的不同

阶段中的不同变化特征，为后续素土和根系作用的

加权叠加提供基础。对植物根系选用的线弹性刚度

矩阵，则充分考虑植物根系的材料特点和受力特点，

根系数量、弹性模量、分布体积等能够较好地量化根

系发挥的作用，模拟出较符合实际情况的根系加固

力；对根系单元化的处理方式，以及对 θ 和 α 角的假

设和计算，使得不同角度的单根所发挥的作用可被

计算并进行叠加；临界角 θ0则充分考虑在三轴试验的

工况下，部分角度的根系无法发挥加固作用的情况；

滑移系数 fs的引入，也弥补了加载过程中变形协调假

设的不足，通过计算根系和土体的相对位移，还原出

真实试验下的根土形变关系，这些参数的准确赋值

都为复杂根系的精准评估提供保证。
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图 4　根土滑移系数-轴向应变曲线

Fig. 4　Root-soil slip coefficient-axial strain curve
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fitting results
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Fig. 6　Soil reinforcement effect of root system under different confining pressures
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现有根土复合体本构模型，如吴锐斌等［4］提出

的根土复合体邓肯 -张本构模型，主要应用于对根

土复合体现状的评价［26］，缺乏对未来灾害发生可能

性的预测能力。本研究通过素土和植物根系的参

数（根系直径、数量、弹性模量和体积等），精确评估

并预测出根系未来生长对土壤的加固趋势，在生态

护坡、滑坡预防等领域的工作中具有显著的指导意

义，有助于优化工程设计，提高工程的安全性和生

态效益。

4　结 论
1）基于混合物法则所构建的根土复合体两相叠

加本构模型，在模拟根土复合体力学行为方面效果

理想（R²>0.89）。该模型模拟的应力-应变曲线能够

较为准确地还原根土复合体在三轴试验中的抗剪强

度及应力应变关系在不同阶段的变化趋势。

2）将邓肯-张模型与线弹性模型分别应用于基本

相与加筋相的力学行为模拟中，能够根据 2 种材料各

自的特性差异，准确地反映二者在剪切过程中的应

力-应变响应规律。

3）香根草根系有效地加固土体。在生命周期

内，生长时间越长，弹性模量越减小，但根系的数量、

直径、体积越增大，加固效果越好。
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